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译 者 序 


Hardy 和 Wright 的 《数论 导 引 》 一 书 初版 于 1938 年 , 是 作者 多 年 在 英国 牛津 大 
学 、 剑 桥 大 学 、 阿 伯 丁 大 学 以 及 其 他 大 学 所 作 的 若干 数论 讲座 讲义 的 汇编 . 现在 出 版 
的 中 文 译本 是 以 原 英文 书 第 5 版 为 蓝本 翻译 的 . 

到 今年 , 原 书 初版 已 整整 70 年 了 . 在 这 70 年 中 , 数论 本 身 已 经 有 了 长 足 的 进展 ， 
它 的 理论 、 方 法 都 有 了 巨大 的 发 展 和 进步 , 人 们 在 对 解析 数论 、 代 数 数论 、 超 越 数论 
以 及 计算 数论 等 许多 重要 问题 的 研究 中 取得 了 令 人 瞩目 的 重大 成 果 , 完整 或 者 部 分 解 
决 了 一 批 著名 的 数论 难题 (例如 关于 超越 数 的 Hilbert 第 七 问题 、Waring 问题 、Gauss 
关于 二 次 域 的 类 数 猜想 、Goldbach 猜想 和 挛 生 素数 猜想 、Fermat 大 定理 、Riemann 
猜想 和 广义 Riemann 猜想 等 ). 从 这 个 意义 上 说 , Hardy 和 Wright 的 《数论 导 引 》 一 
书 的 某 些 内 容 已 落后 于 我 们 时 代 的 发 展 , 这 是 任何 经 典 著作 都 无 法 避免 的 . 然而 , 鉴 
于 这 部 书 仅仅 是 有 关 数 论 基础 知识 的 一 个 导 引 性 著作 , 它 的 所 有 的 基本 内 容 并 没有 过 
时 , 更 由 于 作者 引人入胜 、 深入 浅 出 的 写作 风格 , 所 以 本 书 历经 70 年 的 考验 , 至 今 仍 
然 是 为 数 不 多 的 有 重要 参考 价值 的 数论 初等 教程 之 一 ( 另 一 部 出 版 较 早 且 值得 一 提 的 
数论 初等 教程 是 已 故 中 国 数学 家 华罗庚 先生 的 名 著 《 数 论 导 引 》). 

这 部 书 既 不 是 数论 的 系统 教科 书 , 也 不 是 一 本 数论 的 通俗 读物 , 它 是 为 具有 大 学 
数学 系 一 年 级 以 上 水 平 的 、 希 望 学 习 数 论 的 学 生 以 及 对 数论 感 兴趣 的 数学 工作 者 编 
写 的 . 全 书 共 分 24 章 , 分 别 介绍 了 素数 理论 、 数 的 几何 、 同 余 式 理论 、 二 次 剩余 和 
二 次 互 倒 律 、 连 分 数 、 用 有 理 数 逼近 无 理 数 、 二 次 域 、 不 定 方程 、 算 术 函 数 、 数 的 分 
划 、 一 致 分 布 等 方面 的 基本 概念 、 初 等 理论 和 方法 以 及 相关 的 问题 . 在 每 一 章 的 最 后 ， 
都 有 一 个 关于 本 章 内 容 的 附注 , 介绍 相关 问题 的 起 源 、 历 史 发 展 以 及 相应 的 参考 资料 
等 . 为 了 使 读者 了 解 书 中 所 涉及 的 某 些 重要 的 数论 问题 的 最 新 进展 , 译 者 编写 了 一 个 
简短 的 补遗 予以 介绍 . 我 当初 正 是 靠 着 这 本 著作 的 指引 , 才 找 到 了 研究 的 乐趣 , 并 最 
终 走 上 了 学 习 和 研究 数论 的 人 生 道路 .希望 这 本 书 的 中 文 版 能 对 年 轻 的 数论 爱好 者 
也 有 相当 的 帮助 和 教 益 . 

最 后 , 要 感谢 我 的 夫人 盛 徐 平 女士 , 她 的 关爱 和 帮助 大 大 减轻 了 我 们 在 翻译 这 部 
名 著 时 的 负担 和 困难 . 同时 也 要 感谢 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公司 的 诸位 领导 和 编辑 , 他 
们 的 努力 工作 和 协作 精神 使 得 这 部 著作 的 中 文 版 得 以 顺利 出 版 . 


张 明 竞 
2008 年 3 月 4 日 于 上 海 


第 1 版 前 言 


本 书 是 最 近 10 年 间 由 我 们 在 若干 所 大 学 的 讲座 逐渐 完善 而 形成 的 . 它 与 许多 由 
讲座 形成 的 书 很 相似 的 是 , 这 本 书 没有 确定 的 内 容 规 划 . 

从 任何 意义 上 讲 , 本 书 都 不 是 一 本 系统 的 数论 专著 (专家 学 者 只 要 看 一 看 本 书 的 
目录 就 会 明白 这 一 点 ). 它 甚至 并 不 包括 数论 诸多 理论 中 任何 一 个 方面 的 完整 详尽 的 
介绍 , 只 不 过 作为 一 个 或 者 一 系列 的 导 引 来 轮流 阐述 几乎 所 有 这 些 方面 的 内 容 . 我 们 
对 诸多 论题 中 的 每 一 个 都 有 所 涉及 , 虽然 人 们 通常 并 不 把 它们 合 起 来 放 在 单独 的 一 本 
书 之 中 . 我 们 同时 也 探讨 某 些 并 不 总 是 被 视 为 数论 的 内 容 , 例如 像 第 12 章 至 第 15 章 
属于 数 的 “代数 的 ”理论 , 第 19 章 至 第 21 章 属于 数 的 “加 性 的 * 理论 , 第 22 章 属于 
“解析 的 ”理论 , 而 第 3 章 、 第 11 章 、 第 23 章 以 及 第 24 章 讲述 的 是 通常 归属 于 “ 数 
的 几何 ”或 者 “Diophantus 逼近 ”这 一 范 酶 的 内 容 . 我 们 所 规划 的 内 容 极其 丰富 , 但 少 
有 深度 . 因为 在 四 五 百 页 的 篇 幅 里 完全 不 可 能 对 这 么 多 论题 中 的 任何 一 个 进行 深入 的 
研究 . 

本 书 有 很 大 的 漏洞 , 任何 一 位 专家 学 者 都 能 立即 看 得 出 来 . 最 显而易见 的 一 个 问 
题 是 对 于 二 次 型 的 理论 没有 任何 介绍 . 这 个 理论 比 数论 的 任何 其 他 部 分 都 有 更 为 系 
统 的 发 展 , 而 且 常见 的 书 中 对 此 都 有 充分 的 讨论 . 我 们 不 得 不 略 去 某 些 东西 , 因为 我 
们 对 那 部 分 理论 的 现存 结果 没有 什么 新 鲜 的 东西 可 以 添加 . 

我 们 经 常 根据 个 人 兴趣 来 决定 写作 计划 , 我 们 选取 某 些 论题 , 很 少 是 因为 它们 的 
重要 性 (尽管 它们 中 大 多 数 都 很 重要 ), 而 是 因为 它们 很 合 我 们 的 心意 , 也 因为 其 他 的 
作者 给 我 们 留 下 了 写作 的 空间 ， 我 们 的 本 意 是 写 一 本 有 趣 的 书 , 一 本 与 众 不 同 的 书 . 
或 许 我 们 已 经 取得 了 成 功 , 而 成 功 的 代价 是 书 中 有 不 少 怪异 之 处 ; 或 许 我 们 已 经 失败 
了 , 但 是 我 们 很 难 完全 失败 , 因为 所 研究 的 论题 如 此 引人入胜 , 除非 我 们 实在 无 能 才 
会 使 它 变 得 乏味 . 

本 书 是 为 从 事 数学 工作 的 人 写 的 , 但 并 不 要 求 读者 具有 任何 高 深 的 数学 知识 或 者 
技巧 . 前 18 章 只 需要 读者 具备 中 学 程度 的 数学 知识 , 任何 一 个 聪明 的 大 学 生 都 会 发 
现 本 书 浅 显 易 懂 . 后 6 章 要 困难 一 些 , 需要 读者 有 稍微 多 一 点 的 预备 知识 , 但 也 绝 不 
超出 比较 简单 的 大 学 课程 内 容 ， 

本 书 书 名 与 L. E. Dickson 教授 的 一 本 非常 有 名 的 书 同 名 (但 本 书 与 他 的 书 几乎 
没有 共同 之 处 ). 有 一 段 时 期 我 们 打算 更 名 为 An introduction to arithmetic( 算 术 导 引 )， 
这 是 一 个 更 为 新 颖 且 在 某 些 方面 来 说 也 更 加 合适 的 书 名 , 但 是 有 人 提出 用 这 个 书 名 可 
能 会 误导 读者 . ' 

有 若干 位 朋友 在 本 书 的 出 版 过 程 中 给 予 了 帮助 . H. Heilbronn 博士 阅读 了 全 部 
手稿 以 及 清 样 ， 他 的 批评 和 建议 使 本 书 有 了 许多 重要 的 改进 ， 其 中 最 重要 的 一 些 已 
在 正文 中 予以 致谢 ，H. S. A. Potter 博士 和 S. Wylie 博士 阅读 了 书 中 的 证 明 , 并 帮 
助 我 们 去 掉 了 许多 错误 以 及 含糊 不 清 之 处 ， 他 们 还 检查 了 每 一 章 后 面 的 附注 中 的 大 
部 分 参考 文献 ， H. Davenport 博士 和 R. Rado 博士 也 阅读 了 本 书 的 部 分 内 容 , 特 
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别 是 最 后 一 章 , 由 于 他 们 以 及 Heilbronn 博士 的 建议 , 与 初稿 相 比 几乎 有 了 全 新 的 
面貌 . 

我 们 还 从 参考 书目 所 列举 的 其 他 图 书 (特别 是 从 Landau 和 Perron 的 著作 ) 中 不 
受 限制 地 借用 了 许多 东西 . 特别 是 对 于 Landau, 我 们 与 所 有 热衷 于 学 习 数论 的 学 生 一 
样 , 无 论 如 何 感谢 他 都 是 毫 不 过 分 的 . 


G.H.H. 
E.M.W. 
1938 年 8 月 于 英国 牛津 


关于 记号 的 说 明 
我 们 从 形式 逻辑 中 借用 4 个 符号 , 它们 是 


“一 " 读 作 "效仿 ". 于 是 
lm 一 ln 
的 含义 是 “! 是 m 的 因子 ' 蕴含 4 是 n 的 因子 ' ", 或 者 “如 果 1 整除 m, 那么 ! 整除 
mn. 而 
bla, clb 一 cla 
的 含义 是 “如 果 6b 整除 a 且 c 整除 b, 那么 c 整除 a”. 
“三 " 读 作 “等 价 于 ". 于 是 


ml(ka — ka’) 三 mil(a — a’) 


的 含义 是 “m 整除 ka - ka” 这 一 结论 等 价 于 ‘m1 整除 a 一 a” 这 一 结论 ", 或 者 说 其 
中 任何 一 个 结论 都 列 含 另 一 个 结论 . 

这 两 个 符号 必须 和 符号 “一 "( 趋 向 于 ) 以 及 符号 “三 "( 同 余 于 ) 仔细 区 别 开 来 . 这 
些 符 号 的 不 同 含义 之 间 不 大 可 能 会 产生 任何 误解 , 因为 “ 一”( 落 含 ) 和 “ 三"( 等 价 
于 ) 总 是 指 命题 之 间 的 关系 . 

“3 读 作 “有 (存在 ) 一 个 ". 于 是 


3l, 1<l<m, lm 


的 含义 是 “存在 一 个 1 使 得 (1)1 < 1 < m 和 (2)ilm 成 立 ”. 
“Ee" 表达 的 是 一 个 集合 的 元 素 和 这 个 集合 之 间 的 关系 . 于 是 


meES, neS— (m+itn)es 


的 含义 是 “如 果 m 和 n 都 是 5S 的 元 素 , 那么 m +n 和 mn 也 都 是 5 的 元 素 ”. 

一 个 定理 的 编号 上 加 星 号 (例如 , 定理 15*) 表明 该 定理 的 证 明 较 有 难度 , 不 适合 
放 在 本 书 中 .那些 未 加 星 号 但 也 未 加 以 证 明 的 定理 可 以 利用 本 书 中 的 类 似 方法 予以 
证 明 . 
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第 1 章 素 数 (1) 


1.1 整 除 性 
数 
外 
称 为 有 理 整 数 (rational integer), 或 简称 为 整数 (integer). 数 
0,1,2,3,... 


称 为 非 负 整数 (non-negative integer)， 数 1,2,3,.… 称 为 正 整数 (positive integer)， 正 
整数 构成 算术 的 主要 对 象 , 但 它 基本 上 常 被 视 为 整数 或 者 某 个 更 大 范围 内 的 数 的 一 个 
子 集 . 

以 后 我 们 用 字母 

a by ,ny Pye TY 

表示 整数 , 它们 有 时 (但 并 不 总 是 如 此 ) 会 服从 某 些 进一步 的 限制 条 件 , 比如 正 数 或 非 
负数 这 样 的 限制 . 我 们 也 常用 “ 数 " 来 指 代 “整数 ” (或 表示 “ 正 整数 ”等 ), 在 正文 中 的 
含义 明确 无 误 时 , 我 们 考虑 的 就 仅仅 是 这 种 特殊 类 型 的 数 . 

称 一 个 整数 a 能 被 另 一 个 整数 b(b 关 0) 整 除 (divisible), 如 果 存 在 第 3 个 整数 c 使 


得 
a= bc. 


如 果 a 和 5 都 是 正 数 , c 必 为 正 数 . 用 记号 
bla 
来 表示 a 被 b 整除 , 或 b 是 a 的 一 个 因子 (divisor). 于 是 有 
lla, ala, 
且 对 每 个 不 为 零 的 数 b 均 有 bl0. 有 时 也 用 
bhla 
来 表示 与 bla 相反 的 含义 . 显然 有 
bla, clb — cla, 
bla 一 bclac (如 果 c 冯 0)， 
以 及 
cla, clb 一 cl(ma 十 nb) (对 任何 整数 m 和 m). 
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1.2 素 数 


在 1.2 节 到 2.9 节 中 , 我 们 考虑 的 数 一 般 都 是 正 整 数 .? 正 整数 中 有 一 个 特别 重要 
的 子 集 , 即 素数 集合 . 数 p 称 为 素数 (prime), 如 果 

p>1, 

(人 i) p 没有 除了 1 和 p 以 外 的 正 因子 . 
例如 , 37 是 一 个 素数 . 要 特别 注意 1 不 算 作 素数 . 在 第 1 章 以 及 第 2 章 里 , 我 们 始终 
用 字母 p 表示 素数 .> 

大 于 1 且 不 是 素数 的 数 称 为 合 数 (composite). 

下 面 引 入 第 一 个 定理 : 


定理 1 除了 1 以 外 的 每 个 正 整 数 都 是 素数 的 聚积 . 


n 要 么 是 素数 (此 时 不 需要 证 明了 ), 要 么 n 有 大 于 1 且 小 于 n 的 因子 . 设 m 是 
这 些 因子 中 最 小 的 一 个 , 那么 m 必 为 素数 , 否则 ， 


3,1<l<m, llm, 


则 


lm — iln, 


这 与 m 的 定义 矛盾 . 
因此 , n 要 么 是 素数 , 要 么 可 以 被 一 个 小 于 n 的 素数 (比方 说 mi) 整除 . 在 后 一 种 
情形 中 , 有 


n=pn, l<n<n. 


这 里 ni 要 么 是 素数 (此 种 情形 证 明 已 经 完成 ), 要 么 ni 可 以 被 一 个 小 于 ni 的 素数 ps 
整除 , 此 时 有 


n=pm=pnpna, l<n<nm<n. 


重复 这 个 方法 , 得 到 一 列 递减 的 数 n,ni,… ,ns-1,…, 它们 全 都 大 于 1, 对 其 中 每 个 
数 都 同样 有 以 上 两 种 可 能 性 成 立 . 但 迟早 我 们 必定 会 接受 第 一 种 可 能 性 , 此 时 得 到 的 
ng-1 已 经 是 一 个 素数 , 比如 记 之 为 pk, 这 样 就 得 到 


n= pip2* PK (1.2.1) 
例如 
666=2x3x3x37. 


人 偶尔 也 有 例外 , 如 在 1.7 节 中 , e= 是 分 析 中 的 指数 函数 . 

加 需要 注意 的 是 ,如 果 本 书 自始至终 都 严格 遵守 这 个 约定 会 很 不 方便 ， 因 而 有 时 也 不 坚持 用 它 表 示 素 数 . 
例如 第 9 章 用 p/q 表示 典型 的 有 理 分 数 ， 其 中 的 p 并 不 总 是 表示 素数 .不 过 p 是 表示 素数 的 “自然 
的 ”字母 , 因此 只 要 方便 的 话 , 我 们 总 用 这 个 字母 米 表示 素数 . 
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如 果 ab=n, 那么 a 和。 不 可 能 都 大 于 VN. 于 是 任何 合 数 n 必 可 被 一 个 不 超过 
Vn 的 素数 p 整除 . 

(1.2.1) 式 中 的 素数 不 一 定 是 互 不 相同 的 , 也 不 一 定 非 要 按照 某 个 特定 的 次 序 排 
列 . 如 果 把 它们 按照 递增 的 顺序 排列 , 把 相同 的 素数 合 写成 单一 的 因子 , 并 适当 改变 
记号 , 就 得 到 


用 一 PiD22 ph (al > 0,a2 >0,. ,Pp1 <p2 <*). (1.2.2) 


称 n 被 表示 成 了 标准 型 (standard form). 


1.3 ”算术 基本 定理 的 表述 


在 定理 1 的 证 明 中 没有 证 明 (1.2.2) 式 是 n 的 唯一 表示 , 换 名 话说, 除了 因子 可 
以 重新 排列 外 , (1.2.1) 式 是 唯一 的 . 然而 考虑 几 个 特殊 情形 可 以 立即 看 出 这 是 正确 的 . 


定理 2( 算 术 基本 定理 ) n 的 标准 型 是 唯一 的 . 也 就 是 说 , 除了 因子 可 以 重新 排 
列 以 外 , 只 能 用 唯一 一 种 方式 表示 成 素数 的 乘积 . 


定理 2 是 算术 理论 体系 的 基础 , 但 本 章 不 会 用 到 它 , 关于 它 的 证 明 将 在 2.10 节 给 
出 . 但 是 , 证 明 它 是 下 面 较为 简单 的 定理 的 一 个 推论 还 是 很 方便 的 . 


定理 3(Buclid 第 一 定理 ) ”如 果 p 是 素数 , 且 plab, 那么 pla 或 者 plb. 


眼下 先 将 此 定理 视 为 已 经 成 立 , 由 它 来 推导 出 定理 2. 这 样 一 来 , 定理 2 的 证 明 
就 简化 为 证 明定 理 3, 而 定理 3 的 证 明 在 2.10 节 中 给 出 . 
显然 
plabc…1 一 pla 或 者 plb 或 者 plc:… 或 者 pll 


是 定理 3 的 一 个 推论 . 特别 地 , 如 果 a,b,…… ,1 都 是 素数 , 那么 p 是 a,b,…. ,i 中 的 一 
个 . 现在 假设 
n=pPpy .ph = gg 
其 中 每 个 乘积 都 是 标准 型 中 的 素数 乘积 . 从 而 对 每 个 i 都 有 pilgh.…q, 于 是 每 个 p 
都 是 某 个 g. 类 似 地 , 每 个 g 都 是 某 个 p. 所 以 有 上 大 = j, 又 由 于 这 两 个 素数 集合 都 是 
按照 递增 次 序 排列 , 因此 对 每 个 i 有 pi = gi. 
如 果 a; > bi, 用 ps* 来 除 即 得 


ai—bs i dei b 
pi “ph = pr "Pi Pet Pk- 


左边 可 以 被 p; 整除 , 然而 右边 则 不 能 : 这 是 一 对 矛盾 . 类 似 地 , b; > at 也 同样 推出 矛 
盾 . 由 此 得 出 有 ai = bi. 这 就 完成 了 定理 2 的 证 明 . 

现在 就 会 清楚 为 什么 不 把 1 作为 素数 . 因为 如 果 把 1 作为 素数 的 话 , 定理 2 就 不 
能 成 立 , 这 是 因为 此 时 可 以 插入 任意 多 个 1 作为 乘积 因子 . 


pi 
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1.4 素数 序列 
最 前 面 的 几 个 素数 是 
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29,31,37,41,43,47,53,…… . 


通过 “Eratosthenes 筛 法 ”程序 , 不 难 构造 出 某 个 界限 N 内 的 素数 表 来 . 我 们 已 经 看 
到 , 如 果 n < N, 且 n 不 是 素数 , 那么 n 必定 被 一 个 不 大 于 VN 的 素数 整除 . 记 下 数 


2, 3, 4 5, 6 …，N， 


相继 划 掉 以 下 的 数 : 

(i) 4, 6, 8, 10, …, 即 划 掉 22 及 其 后 的 每 个 偶数 ; 

(i 9, 15, 21, 27, .…, 即 划 掉 32 及 其 后 的 每 个 未 被 划 掉 的 3 的 倍数 ; 

(说 ) 25, 35, 55, 65, .…, 即 划 掉 52(3 后 面 剩 下 的 那个 数 的 平方 ), 及 其 后 的 每 个 未 
被 划 掉 的 5 的 倍数 ; 继续 此 程序 直到 下 一 个 剩 下 的 数 (在 它 的 倍数 最 终 被 删除 之 后 ) 
大 于 VN 为 止 . 这 样 剩 下 的 数 均 为 素数 . 目前 所 有 的 素数 表 都 是 通过 对 这 个 程序 加 以 
修改 得 到 的 . 

素数 表 表 明 : 素数 数列 是 无 限 的 ， 人 们 已 经 做 出 了 100 000 000 以 内 的 素数 表 . 
10 000 000 以 内 的 素数 共有 664 579 个 , 介 于 9 900 000 和 10 000 000 之 间 的 素数 有 6 
134 个 . 1 000 000 000 以 内 的 素数 总 共有 50 847 478 个 , 但 是 所 有 这 些 素数 并 不 是 每 
一 个 都 知道 . 已 知 一 些 很 大 的 素数 , 它们 大 多 数 是 形 如 2 一 1 的 数 (参见 2.5 节 ). 迄 
今 已 发 现 的 最 大 的 素数 超过 了 6 500 位 . 

这 些 数据 使 人 联想 到 下 面 的 定理 . 


定理 4(Euclid 第 二 定理 ) ”素数 无 限 . 
2.1 节 将 证 明 这 个 定理 . 
素数 的 “平均 "分布 是 很 有 规则 的 : 它 的 密度 显现 出 稳定 而 缓慢 地 减少 . 如果 每 
1 000 个 数 一 组 , 则 前 5 组 所 含 的 素数 个 数 分 别 为 
168，135，127，120，119. 
10 000 000 以 内 的 最 后 5 组 所 含 的 素数 个 数 分 别 为 
62，58，67，64，53. 


把 最 后 的 1 000 个 数 等 分 成 10 组 , 则 最 后 的 53 个 素数 也 被 分 到 了 这 10 组 中 , 每 组 
中 分 别 含有 
5,4,7,4,6,3,6, 4,5,9 
个 素数 . 
另 一 方面 , 素数 分 布 从 细节 上 来 说 仍 是 极 不 规则 的 . 


1.5 关于 素数 的 某 些 问题 5 


首先 ,素数 表 显示 在 区 间 里 有 很 长 的 由 合 数组 成 的 片段 ， 像 素数 370 261 的 后 
面 就 接连 有 111 个 合 数 . 容易 看 出 , 这 种 由 一 长 串 合 数组 成 的 片段 是 一 定 会 出 现 的 ， 
假设 

2, 3, 5, ,Pp 


是 不 超过 p 的 所 有 素数 , 那么 所 有 不 超过 p 的 数 都 可 以 被 这 些 素数 中 的 某 一 个 数 整 
除 , 这 样 一 来 , 如 果 


2x3x5x:...xp= 9g, 


则 所 有 p 一 1 个 数 
q+2, q+3, 9 十 4 ……,g+p 


都 是 合 数 . 如 果 定 理 4 为 真 , 那么 了 可 以 任意 大 , 因为 如 车 不 然 , 则 从 某 处 开始 往 后 所 
有 的 数 均 为 合 数 . 


定理 5。 对 任意 给 定 的 数 NN, 都 存在 长 度 超过 NN 的 仅 由 连续 合 数 组 成 的 片段 . 


另 一 方面 , 素数 表 指 出 存在 像 3, 5 或 者 101, 103 这 样 的 始终 相差 2 的 、 不 确 
定 的 然而 持续 的 素数 对 .这 样 的 素数 对 (p,p + 2) 在 100 000 以 下 有 1 224 对 , 而 在 
1 000 000 以 下 有 8 169 对 . 如 果 仔细 检查 的 话 , 似乎 有 证 据 支持 如 下 的 猜想 ; 


素数 对 (p,p 十 2) 有 无 穷 多 个 . 


的 确 还 可 以 合理 地 给 出 更 多 的 猜想 . 数 六 p+2,p+4 不 可 能 全 都 是 素数 , 因为 它们 
中 必 有 一 个 能 被 3 整除 . 然而 却 没 有 显而易见 的 理由 说 明 mp+2,p+6 不 能 全 是 素数 ， 
有 证 据 表 明 这 样 的 三 元 素数 组 也 是 可 能 持续 出 现 的 . 类 似 地 , 三 元 数组 (p,p 十 4p+6) 
似乎 也 可 能 持续 出 现 . 于 是 可 以 猜想 : 

形 如 (p,p 十 2,p 十 6) 以 及 形 如 {p,p 十 4,p 十 6) 的 三 元 素数 组 有 无 穷 多 个 . 

这 种 关于 多 个 素数 的 集合 的 猜想 还 可 以 举 出 许多 来 , 但 迄今 为 止 , 无 论 是 证 明 这 
些 猜 想 还 是 否定 它们 都 超出 当今 数学 力所能及 的 范围 之 外 . 


1.5 ”关于 素数 的 某 些 问题 


对 于 像素 数 这 样 的 数列 , 提出 什么 问题 是 比较 自然 的 呢 ? 我 们 已 经 给 出 过 一 些 问 
题 , 现在 要 再 来 问 几 个 问题 . 

(1) 对 于 第 n 个 素数 pr, 是 否 有 一 般 性 的 简单 公式 (这 里 的 公式 指 的 是 , 可 以 对 
任何 给 定 的 n 用 它 来 计算 pn 的 值 , 其 计算 量 要 小 于 用 Eratosthenes 得 法 所 需 的 计算 
量 )? 现在 还 不 知道 有 这 样 的 公式 , 且 看 起 来 不 像 有 这 样 的 公式 存在 . 

另 一 方面 , 有 可 能 对 mo 设计 出 若干 个 “公式”. 这 些 公式 中 有 一 些 不 过 是 奇特 的 
小 玩意 而 已 , 因为 这 些 公式 是 用 pn 来 定义 zw 自己 , 而 前 面 未 知 的 p 是 不 能 用 这 些 
公式 计算 出 来 的 . 在 定理 419 中 我 们 将 给 出 一 个 例子 . 其 他 一 些 公式 在 理论 上 能 保证 
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我 们 计算 出 pw, 但 其 代价 是 所 用 的 计算 量 比 用 Eratosthenes 得 法 的 计算 量 要 多 得 多 . 
还 有 另外 一 些 公式 本 质 上 与 Eratosthenes 得 法 等 价 . 我 们 将 在 2.7 节 以 及 附录 1 和 附 
录 2 中 回答 这 些 问题 . 

类 似 的 注解 对 于 另 一 个 同类 问题 也 一 样 适用 , 此 问题 即 

(2) 从 一 个 给 定 的 素数 得 到 下 一 个 素数 是 否 存在 一 般 性 的 简单 公式 ( 即 像 pn+1 = 
各 十 2 这 样 的 递 推 公式 )? 

` 另 一 个 自然 的 问题 是 : 

(3) 有 没有 这 样 一 个 法 则 存在 , 使 得 对 于 任何 给 定 的 素数 p, 都 可 以 得 到 一 个 更 大 
的 素数 g? 

当然 这 个 问题 预先 假设 了 素数 个 数 无 穷 ( 即 定理 4). 如 果 已 知 有 一 个 简单 的 函数 
jn), 它 能 对 所 有 的 整数 值 n 均 取 素数 值 , 那么 这 个 问题 就 可 以 给 出 肯定 的 回答 . 除 
了 已 经 提 到 的 那 种 没什么 意思 的 奇特 的 小 玩意 而 外 , 并 不 知道 有 这 样 的 函数 存在 . 关 
于 这 种 函数 的 形式 , 仅 有 的 合乎 情理 的 猜想 是 由 Fermat 给 出 的 ,了 然而 Fermat 的 猜想 
是 错误 的 . 

下 一 个 问题 是 : 

(4) 小 于 一 个 给 定 的 数 z 的 素数 有 多 少 个 ? 

这 个 问题 是 一 个 有 用 得 多 的 问题 , 不 过 需要 加 以 仔细 的 解释 . 像 通 常 那样 , 假设 
我 们 定义 r(z) 是 不 超过 z 的 素数 个 数 , 于 是 有 r(1) = 0,r(2) = 1,7(20) = 8. 如 果 pn 
表示 第 n 个 素数 , 那么 就 有 r(pn) = n, 从 而 r(z)( 作 为 z 的 函数 ) 和 pn( 作 为 n 的 函 
数 ) 是 一 对 反 函 数 . 为 寻求 r(z) 的 任何 形式 简单 的 精确 公式 , 实际 上 就 是 重复 提出 问 
题 (1). 

这 样 一 来 ， 我 们 必须 换 一 种 方式 来 解释 这 个 问题 . 我 们 要 问 “ 大 约 有 多 少 个 素 
数 .……. ?” 究竟 是 大 多 数 的 数 都 是 素数 呢 , 还 是 只 有 一 小 部 分 数 是 素数 呢 ? 是 否 存在 
一 个 简单 的 函数 f(z), 它 是 r(z) 的 “一 个 好 的 度量 ” 呢 ? 


1.8 节 以 及 第 22 章 将 回答 这 些 问 题 . 
1.6 若干 记号 
我 们 将 经 常 使 用 符号 
O，o, ~, (1.6.1) 
偶尔 会 使 用 符号 
-< > 江 -。 (1.6.2) 
这 些 符号 定义 如 下 . 


设 是 一 个 趋向 于 无 穷 的 整数 变量 , z 是 一 个 趋向 于 无 穷 或 趋向 于 零 或 趋向 于 某 
个 另外 的 极限 值 的 连续 变量 . p(n) 和 p(z) 是 n 和 z 的 正 值 函数 , f(n) 和 f(z) 是 n 
和 z 的 任何 其 他 的 函数 . 那么 


外 见 2.5 节 . 
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人 了 = 0(9) 表示 ? 
If| < 44， 
其 中 4 与 m 或 者 z 无 关 (对 问题 中 涉及 的 n 或 者 z 的 所 有 的 值 而 言 ); 
(让 了 = ol9) 表示 f/$ 一 0; 
(ii) 了 一 由 表示 //98 一 1. 
于 是 当 z 一 oo 时 有 


107 = O(z),， sinz = 0(1),， z= O(z?)， 
Z=olz2?)，sinz= olz)，z+1~z. 


而 当 z 一 ce 时 有 
z2 = O(z)， 2Z2 = o(z)， sinz wz 1 二 zw 人 1. 


要 注意 的 是 f = o(g) 蕴含 且 强 于 了 = O(g). 

关于 符号 (1.6.2), 有 

(iv) f < 表示 f/9 一 0, 它 等 价 于 f = o(9); 

(v) f > 9 表示 f/$ 一 oo 

(vi) fp 表示 A$ < f < 4 
其 中 的 两 个 4 (它们 自然 不 相同 ) 都 是 正 的 且 与 ”或 者 z 无 关 . 于 是 f < # 断言 “f 
与 $ 的 大 小 同 阶 ”. 

我 们 常会 像 在 (vi) 中 那样 用 4 作为 未 明确 给 出 的 正 的 常数 . 不 同 的 4 通常 有 不 
同 的 值 , 即便 是 当 它们 出 现在 同一 个 公式 中 时 亦 如 此 . 此 外 , 即便 是 可 以 给 它们 指定 
确定 的 值 , 这 些 数 值 也 与 讨论 无 关 . 

到 目前 为 止 , 已 经 定义 了 如 “f = 0O(1)”, 但 没有 单独 定义 “O(1)”. 而 让 记号 更 为 
灵活 是 非常 方便 的 . 约定 “O(g)” 表示 一 个 未 指定 的 函 教 f 它 满足 /= O(9). 例如 ， 
可 以 写 出 

OU+OH=OU)=olz) (z 一 oo)， 
它 的 含义 是 : “如 果 f = O(1) 且 g = 0O(1), 那么 就 有 f +g = O(1), 当然 更 有 f +g = 
o(z)”. 或 者 我 们 还 可 以 写 出 向 
D00) = om)， 
一 1 


它 的 含义 是 : 每 项 都 小 于 一 个 常数 的 个 项 的 和 也 小 于 n 的 一 个 常数 倍 . 
注意 到 介 于 符号 O 和 o 之 间 的 关系 “=" 通常 并 不 是 对 称 的 . 比如 o(1) = O(1) 
总 是 正确 的 , 然而 O(1) = o(1) 通常 是 错误 的 . 还 要 注意 f ~ $ 等 价 于 f = 十 o(9)， 
或 者 等 价 于 
f=9{1+0(D)}. 


人 外 如 通常 在 分 析 中 那样 , |/| 表示 f 的 模 或 者 绝对 值 
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此 时 就 说 f 和 4 是 渐 近 等 价 的 (asymptotically equivalent), 或 者 说 成 1 渐 近 于 从 
还 有 另外 一 个 术语 在 此 定义 比较 方便 . 假设 P 是 正 整 数 的 一 个 可 能 具有 的 性 质 ， 
而 P(z) 是 小 于 z 的 数 中 有 此 性 质 的 数 的 个 数 . 如 果 当 z 一 oo 时 有 


P(z)~z, 


也 就 是 说 , 如 果 小 于 z 的 数 中 不 具有 此 性 质 的 数 的 个 数 是 ofz), 那么 就 说 几乎 所 有 的 
数 (almost all numbers) 都 具有 这 个 性 质 . 于 是 , 将 有 8r(z) = o(z), 从 而 几乎 所 有 的 数 
都 是 合 数 . 


1.7 对 数 函 数 


素数 分 布 的 理论 要 求 了 解 对 数 函数 Inz 的 性 质 . 假定 读者 了 解 对 数 和 指数 的 通 
常 解析 理论 , 但 这 里 着 重要 强调 Inz 的 一 个 性 质 . 
由 于 


a i 
nl (n+1)! 
从 而 
I 
"> mr ™ (z — 00). 


于 是 er 与 z 的 任何 容 次 相 比 , 前 者 趋向 于 无 穷 大 的 速度 要 快 得 多 . 由 此 推出 , 其 反 
函数 Inz 与 z 的 任何 正 的 辕 次 相 比 ， 前 者 趋向 于 无 穷 大 的 速度 要 慢 得 多 ， 此 时 虽然 
lnz 一 oo, 然而 对 每 个 正 数 5 有 

2 0. (1.7.1) 


或 者 说 nz = o(z5). 类 似 地 , minz 与 lnz 的 任何 容 次 相 比 , 前 者 趋向 于 无 穷 大 的 速 
度 要 慢 得 多 . 
可 以 对 Inz 增长 的 组 慢性 给 出 一 个 数值 的 例证 . 如 果 x = 108 = 1 000 000 000， 
则 有 
Inz = 20.72.…. 


由 于 e3 = 20.08…, 故而 Inlnz 比 3 稍 大 一 点 , 而 nlnInzx 比 1 略 大 一 点 ， 如 果 
z= 101 "00, 则 InInInz 比 2 要 大 一 点 . 尽管 如 此 , inlnlnz 的 无 穷 大 的 阶 还 是 在 素数 
论 中 有 它 的 作用 . 

函数 


rz 
Inz 
在 素数 论 中 特别 重要 . 它 比 = 趋向 于 无 穷 要 慢 得 多 . 但 鉴于 (1.7.1), 它 比 2 趋向 于 
无 穷 要 快 得 多 , 也 就 是 说 , 它 比 z 的 任何 小 于 1 次 的 备 趋 向 于 无 穷 要 快 得 多 . 而 且 它 
是 具有 这 个 性 质 的 最 简单 的 函数 . 


对 可 由 定理 7 立即 得 出 . 
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1.8 ”素数 定理 的 表述 


在 前 面 的 绪论 之 后 , 本 节 来 叙述 一 个 定理 , 它 回答 了 1.5 节 中 的 问题 (4). 
定理 6( 素 数 定理 ) ”不 起 过 z 的 素数 个 数 渐 近 于 二 ， 即 r(z) ~ 二 


lnz 
这 个 定理 是 素数 分 布 理 论 的 核心 定理 . 第 22 章 将 给 出 它 的 证 明 . 这 个 证 明 并 不 
容易 , 不 过 在 同一 章 里 会 对 下 面 的 较 弱 的 结果 给 出 一 个 简单 得 多 的 证 明 : 
定理 7(Tchebychef 定理 ) 
T(z) 的 阶 是 让-， 即 r(z) < 下 


lng 
有 意思 的 是 将 定理 6 和 素数 表 中 的 数值 进行 比较 . 对 于 z = 103,z = 105 以 及 
z = 109, r(z) 的 值 分 别 是 
168, 78 498, 50 847 478; 
而 -二 的 值 ( 取 离 它 最 接近 的 整数 ) 分 别 是 
145， 72 382, 48 254 942. 
它们 对 应 的 比值 分 别 是 
1.159.… ， 1.084.… ， 1.053.… . 
尽管 这 些 比值 并 不 是 非常 快 地 逼近 1, 但 这 些 数值 给 出 了 某 种 近似 . 实际 值 多 于 估计 
值 , 可 用 一 般 理论 给 出 解释 . 


如 果 
Ee Inz’ 
那么 
Iny=Inz— Inlnz, 
由 于 
Inlnz = ollnz), 
故 有 


Iny~Inz, z=ylnz~ylny. 
于 是 二 - 的 反 函数 浙 近 于 zInz. 
由 此 可 以 推 知 , 定理 6 等 价 于 
定理 8 pn~nlnn. 
类 似 地 , 定理 7 等 价 于 
定理 9 pn = nlnn. 


第 664 999 个 素数 是 10 006 721, 读者 可 以 将 这 些 数字 与 定理 8 加 以 比较 . 
我 们 把 要 讲 的 有 关 素数 及 其 分 布 的 内 容 安排 在 第 1 章 、 第 2 章 以 及 第 22 章 这 三 
章 里 . 本 章 作为 导 引 , 除了 定义 和 初步 的 说 明之 外 , 几乎 没有 什么 内 容 . 除了 较 容易 证 
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明 的 定理 1( 但 它 也 很 重要 ) 以 外 , 我 们 没有 证 明 其 他 什么 结论 . 第 2 章 要 证 明 得 更 多 
一 些 : 特别 是 Euclid 的 定理 3 和 定理 4. 其 中 定理 3 可 以 推导 出 被 称 为 “基本 定理 ” 
的 定理 2( 见 1.3 节 ), 我 们 以 后 几乎 所 有 的 工作 都 依赖 于 这 个 基本 定理 , 2.10 节 和 2.11 
节 将 对 它 给 出 两 个 证 明 . 2.1 节 、 2.4 节 和 2.6 节 要 用 几 种 方法 来 证 明定 理 4, 其 中 有 的 
方法 可 以 使 这 个 定理 略 加 扩展 . 第 22 章 将 再 次 回 到 素数 分 布 理 论 , 并 尽 可 能 地 用 初 
等 方法 展开 这 个 理论 , 在 我 们 要 讨论 的 结果 中 , 包含 证 明定 理 7, 最 后 还 要 证 明定 理 6. 


本 章 附 注 


1.3 节 . 定理 3 是 Euclid 《几何 原本 》 第 7 卷 命 题 30. 定理 2 似乎 在 Gauss 之 前 还 没有 人 明 
确 地 叙述 过 ( 见 D.A., 第 16 章 ). 当然 , 早期 的 数学 家 是 知道 这 个 结果 的 , 不 过 Gauss 是 将 算术 发 
展 成 为 一 门 系统 科学 的 第 一 人 . 参见 本 书 12.5 节 . 

1.4 节 , 最 好 的 因子 表 是 D. N. Lehmer 的 Factor Table for the first ten millions[Carnegie 
Institution, Washington 105(1909)], 它 给 出 了 不 超过 10 017 000 且 不 能 被 2, 3, 5, 7 整除 的 所 有 
数 的 最 小 因子 . 同一 作者 的 List of prime numbers from 1 to 10, 006, 721 [Carnegie Institution, 
Washington 165(1914)] 被 Baker 和 Gruenberger 扩展 到 了 108(The first siz million prime 
numbers, Rand Corp., Microcard Found.,Madison 1959). 有 关 更 早期 的 表 的 信息 可 以 在 Lehmer 
的 两 卷 著作 的 引言 以 及 Dickson 的 数论 史 第 1 卷 第 13 章 中 找到 . 我 们 给 出 的 素数 个 数 比 Lehmer 
给 出 的 要 少 1 个 , 因为 他 把 1 也 当 作 了 素数 . Mapes [Math. Computation 17(1963), 184-185] 给 
出 r(z) 的 一 张 表 . 其 中 的 = 取 值 从 10 000 000 的 倍数 直到 1 000 000 000. 

在 D. H. Lehmer 的 Guide to tables in the 雪 eory of numbers(Washington, 1941) 中 , 给 出 
了 一 张 带 有 客观 表述 性 注 记 的 素数 表 . 

定理 4 是 Euclid《 几 何 原本 》 第 9 卷 命题 20. 

关于 定理 5, 请 参见 Lucas 的 Théorie des nombres, i(1891), 359-361. 

Kratchick [Sphinz, 6(1936), 166; 以 及 8(1938), 86] 列 出 了 1022 一 104 ~ 1012 + 104 的 所 有 素 
数 , 而 Jones、 Lal 和 Blundon [Math，Comp. 21(1967), 103-107] 则 列 出 了 从 10* ~ 10* 十 150 000 
的 所 有 素数 [对 于 上 = 8(1)15]. 已 知 最 大 的 素数 对 p,p 十 2 是 


1 159 142 985 x 22 304 + 1. 


见 Atkin 和 Richert, American Math. Soc. Notices, 26(1979), No. 4, A-373. 

22.20 节 将 简要 地 讨论 所 猜想 的 不 超过 z 的 素数 对 (p,p + 2) 的 个 数 所 满足 的 公式 . 它 和 已 知 
的 事实 吻合 得 很 好 . 这 个 方法 可 以 用 来 寻求 关于 素数 对 、 三 元 素数 组 以 及 更 大 的 素数 组 的 许多 其 他 
猜想 的 定理 . 

1.5 节 . 我 们 这 里 的 问题 表 是 对 Carmichael 在 Theory of numbers, 29 中 给 出 的 问题 表 进 行 
修改 而 得 到 的 . 

1.7 节 . Littlewood 关于 r(z) 比 “对 数 积分 "li z 稍 大 的 证 明 依赖 于 当 z 相当 大 时 minlnz 
的 大 小 . 见 Ingham 的 书 的 第 5 章 , 或 者 参看 Landau, Vorlesungen, ii 123-156. 

1.8 节 . 定理 7 是 由 Tchebychef 在 大 约 1850 年 证 明 的 , 而 定理 6 是 由 Hadamard 和 de la 
Vallée Poussin 在 1896 年 证 明 的 . 见 Ingham 的 书 , 4-5; Landau，Handbuch,3-55; 以 及 本 书 第 
22 章 , 特别 是 22.14 节 至 22.16 节 的 附注 . 


第 2 章 素 数 (2) 


2.1 Euclid 第 二 定理 的 第 一 个 证 明 


Euclid 自己 对 定理 4 给 出 的 证 明 如 下 . 
设 2,3,5,… ,p 是 不 大 于 p 的 所 有 素数 组 成 的 集合 , 令 


q=2x3x5x... xp+1, (2.1.1) 


则 g 不 能 被 2,3, 5,… ,p 中 任何 一 个 数 整除 . 于 是 g 要 么 是 一 个 素数 , 要 么 可 以 被 介 
于 p 和 4g 之 间 的 某 个 素数 整除 . 无 论 哪 一 种 情形 都 会 有 一 个 大 于 p 的 素数 存在 , 这 就 
证 明了 该 定理 . 
该 定理 等 价 于 
T(Z) 一 co. (2.1.2) 


2.2 Euclid 方法 的 推论 
如 果 p 是 第 n 个 素数 mw, g 的 定义 与 (2.1.1) 式 中 的 相同 , 那么 显然 , 对 n > 1 有 
gq<pn+t+l1, 


从 而 有 
Pn+i <pn+1. 


这 个 不 等 式 使 我 们 能 对 pn 的 增长 速率 给 出 一 个 上 限 , 并 对 r(z) 的 增长 速率 给 出 一 个 
下 限 


然而 可 以 如 下 得 到 更 好 的 界限 , 假设 对 二 1,2,…,N 有 


me (2.2.1) 
那么 Euclid 方法 就 给 出 
PN+1 < Pip2* “PN +1 < 2H 1 < 22 (2.2.2) 
由 于 (2.2.1) 对 n= 1 为 真 , 从 而 它 对 所 有 n 也 为 真 . 


现在 假设 n>4, 且 


中 当 n=1,p=2,4 = 3 时 , 等 式 成 立 . 
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那么 就 有 ? i 
wi i i 
于 是 根据 (2.2.1) 式 就 有 
T(z) > 7(e” ) > (22) >n. 
由 InInz gn 可 推出 : 对 z> ee 有 
T(z) > Inlnz. 


显然 此 不 等 式 对 2 < z < es 也 成 立 , 于 是 就 证 明了 : 
定理 10 rr(z) > Ininz (z > 2). 


这 样 就 超越 了 定理 4, 得 到 了 r(z) 的 阶 的 一 个 下 限 . 当然 这 个 下 限 太 小 , 因而 不 
大 合理 . 例如 , 根据 此 不 等 式 它 对 x = 108 才 给 出 r(z) > 3, 而 此 时 实际 上 r(z) 的 值 
已 超过 50 000 000 了 . 


2.3 ” 某 种 算术 级 数 中 的 素数 


Euclid 方法 还 可 以 沿 另 外 的 方向 发 展 . 
定理 11 存在 无 穷 多 个 形 如 4m 十 3 的 素数 . 
我 们 不 用 (2.1.1) 式 , 而 改 用 


q=22x3x5x.… xp—1 


来 定义 数 g, 那么 g 就 是 形 如 4n + 3 的 数 , 且 它 不 能 被 不 超过 p 的 任何 素数 整除 . 它 
也 不 可 能 仅仅 是 形 如 4n + 1 这 样 的 素数 的 乘积 , 这 是 因为 两 个 形 如 dn + 1 的 数 的 乘 
积 仍然 是 一 个 形 如 4n + 1 的 数 . 于 是 它 一 定 能 被 一 个 大 于 p 且 形 如 dn + 3 的 素数 
整除 . 


定理 12 存在 无 穷 多 个 形 如 6n 十 5 的 素数 . 
证 明 是 类 似 的 . 用 
q=2x3x5x...xp—1 


来 定义 g, 并且 注意 到 , 除了 2 和 3 以 外 的 任何 素数 都 形 如 6n -+ 1 或 者 形 如 6n 十 5， 
且 两 个 形 如 6n + 1 的 数 的 乘积 仍 是 一 个 形 如 6n + 1 的 数 . 

证 明 形 如 4n+ 1 的 素数 的 无 穷 性 要 更 困难 一 些 . 我 们 需要 假设 后 面 (20.3 节 ) 要 
证 明 的 一 个 定理 的 真实 性 . 


加 它 对 n= 3 并 不 成 立 . 


2.4 Euclid 定理 的 第 二 个 证 明 13 


定理 13 如果 a 和 b 没有 公约 数 , 那么 a? 十 如 的 任何 奇 素 因子 都 必定 形 如 
dn+1. 

如 果 事 先 假设 这 个 定理 成 立 , 就 能 证 明 存在 无 穷 多 个 形 如 4n + 1 的 素数 . 事实 上 
可 以 证 明 

定理 14 ”存在 无 穷 多 个 形 如 8n 十 5 的 素数 . 


取 
g=32x52x72x .… xp +22, 


这 是 两 个 没有 公约 数 的 平方 数 之 和 . 奇数 2m + 1 的 平方 是 
dm(m+1)+1, 


这 是 一 个 形 如 8n +1 的 数 , 故而 g 是 一 个 形 如 8n + 5 的 数 . 根据 定理 13, 9 的 任何 素 
因子 均 形 如 4n 十 1, 也 即 均 形 如 8n 十 1 或 者 8n 十 5, 而 形 如 8n+ 1 的 两 个 数 的 乘积 仍 
然 是 一 个 形 如 8n + 1 的 数 , 这 样 就 可 以 和 以 前 一 样 完成 证 明了 . 

所 有 这 些 定理 都 是 著名 的 Dirichlet 定理 的 特殊 情形 . 


定理 15*(Dirichlet 定理 )” 如 果 a 是 一 个 正 数 , 且 a 和 b 没有 除了 1 以 外 的 
公约 数 , 那么 就 有 无 穷 多 个 形 如 an 十 b 的 素数 存在 . 


这 个 定理 的 证 明 过 于 困难 , 不 适合 放 在 本 书 中 . 而 当 等 于 1 或 -1 时 则 有 较为 
简单 的 证 明 . 


2.4 ”Euclid 定理 的 第 二 个 证 明 


定理 4 的 第 二 个 证 明 (该 证 明 由 Pdlya 给 出 ) 依赖 于 所 谓 的 “Fermat 数 ” 的 一 个 
性 质 . 
Fermat 数 定义 为 
2 


于 是 有 五 = 5, F2 = 17, Fs =257, Fy = 65 537. 

Fermat 数 在 很 多 方面 都 令 人 感 兴趣 : 比方 说 , Gauss 曾经 证 明 过 ?, 如 果 玉 是 一 
个 素数 p, 那么 边 数 为 p 的 正 多 边 形 可 以 用 Euclid 的 方法 内 切 到 一 个 圆 的 内 部 .? 

与 这 里 的 问题 有 关 的 Fermat 数 的 性 质 如 下 . 

定理 16 ”任何 两 个 Fermat 数 都 没有 大 于 1 的 公约 数 . 

2 于 检 叶 用 有 一个 和 站 本 书 臣下 这 个 和 天 人 四 

5.8 节 . 
图 这 个 结果 可 以 等 价 表述 为 ， 如果 Fn 是 一 个 素数 p, 那么 边 数 为 p 的 正 多 边 形 可 以 用 加 规 与 直 尺 作出 . 
译 者 注 
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假设 及 和 Fk(k > 0) 是 两 个 Fermat 数 , 且 
mlFn, ml|Fntk. 
如 果 z= 22", 就 有 


Furrr—2 22 人 一 1 


Fh 22"+1 z+1 


从 而 有 及 | 有 + 一 2. 于 是 就 有 


2 
和” 一 上 区 本 和 
= -一 22 -2 二 一 1， 


mlFntk, ml(Fntk — 2), 


这 就 给 出 ml2. 但 由 于 及 是 奇数 , 从 而 m = 1, 这 就 证 明了 定理 . 

由 此 推出 , 五 , 肪 ，… ,Fn 中 的 每 一 个 数 都 能 被 一 个 奇 素数 整除 , 且 整 除 其 中 某 一 
个 数 的 奇 素数 必 不 能 整除 这 组 数 中 其 他 任何 一 个 数 . 这 样 就 至 少 有 ? 个 不 超过 到 的 
奇 素数 存在 , 而 这 也 就 证 明了 Euclid 的 定理 . 我 们 还 有 


pnt1 < Fn =2 +1, 


显然 , 由 这 个 不 等 式 [ 它 比 (2.2.1) 式 要 稍 强 一 点 ] 可 以 导出 定理 10 的 一 个 证 明 . 


2.5 ”Fermat 数 和 Mersenne 数 


前 4 个 Fermat 数 都 是 素数 ，Fermat 曾 猜 想 所 有 的 Fermat 数 都 是 素数 ， 然 而 ， 
Euler 在 1732 年 发 现 


Fs =27 +1=641x6700417 
是 合 数 . 因为 641 = 5 十 24 = 5 x27 十 1 既 整 除 54 x 228 + 232 又 整除 54x223 一 1, 从 
而 它 也 整除 这 两 个 数 的 差 太 . 
1880 年 Landry 证 明了 
Fe =27 +1=274177x 67 280 421 310 721. 
最 近 有 数学 工作 者 证 明了 对 于 


Tg<nsg16, n=18,19,21,23,36,38,39,55,63,73 


以 及 n 的 许多 更 大 的 值 , 玉 都 是 合 数 . Fis 尚 无 已 知 的 因子 , 而 对 于 所 有 其 余 已 证 明 
了 是 合 数 的 Fermat 数 都 有 一 个 因子 是 已 知 的 . 


2.5 Fermat 数 和 Mersenne 数 15 


在 FF 之 后 没有 发 现 过 取 素 数值 的 F。, 于 是 Fermat 猜想 一 直 未 能 被 证 明 是 一 个 
成 功 的 猜想 . 很 有 可 能 取 素 数值 的 , 的 个 数 是 有 限 的 . ?如 果 事 实 确实 如 此 , 那么 取 
素数 值 的 2" + 1 就 是 有 限 的 , 这 是 因为 容易 证 明 下 面 的 定理 . 


定理 17 ”如果 a>2 且 a" 十 1 是 素数 ,那么 a 必 为 偶数 且 nn 二 2™. 
因为 如 果 a 是 奇数 的 话 , o" 十 1 就 是 偶数 . 又 如 果 n 有 一 个 奇数 因子 ,和 且 n= 上， 
那么 a" 十 1 可 以 被 ol + 1 整除 : 
a 一 ok-DL atk-31 .二 
将 Fermat 猜想 和 另 一 个 著名 猜想 的 命运 加 以 比较 是 很 有 意思 的 , 这 个 猜想 说 的 
是 形 如 2" 一 1 的 素数 . 我 们 首先 给 出 另 一 个 与 定理 17 几乎 同一 类 型 的 平凡 定理 . 
定理 18 如 果 n>>1 且 a" 一 1 是 素数 ,那么 a 二 2 且 n 为 素数 . 


因为 如 果 a > 2, 那么 就 有 (a - 1)l(o" 一 1). 又 如 果 a = 2 且 n = kL, 那么 就 有 
(2* — 1)|(2" — 1). 

这 样 一 来 , 判断 a" 一 1 是 否 素数 的 问题 就 归结 为 判断 2? - 1 是 否 素数 . 1644 年 
Mersenne 曾 断 言 : 对 


p=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257, 


Mp = 2? 一 1 都 是 素数 , 且 对 另外 的 44 个 小 于 257 的 p 的 值 , M, 都 是 合 数 . Mersenne 
结论 中 的 第 一 个 错误 是 在 大 约 1886 年 被 发 现 的 2, 那 一 年 Pervusin 和 Seelhof 发 现 
了 Mel 是 素数 .其 后 在 Mersenne 的 结论 中 又 发 现 了 4 个 错误 , 因而 对 他 的 结论 不 
再 需要 认真 对 待 了 .1876 年 Lucas 发 现 了 一 个 方法 来 测试 Mp 是 否 素数 , 并 用 此 方 
法 证 明了 Mi27 是 素数 . 这 个 数 直到 1951 年 都 仍然 是 已 知 最 大 的 素数 , 而 在 1951 年 
Ferrier 用 不 同 的 方法 发 现 了 一 个 更 大 的 素数 ( 仅 用 到 一 台 人 台式 计算 机 ), 而 Miller 和 
Wheeler( 他 们 用 到 剑桥 的 电子 计算 机 EDSAC 1) 则 发 现 了 若干 个 大 素数 , 其 中 最 大 的 
一 个 是 
180M$%7 + 1, 
这 个 数 大 于 Ferrier 得 到 的 那个 数 . 但 是 Lucas 的 判别 法 特别 适用 于 在 二 进 制 的 数值 
计算 机 上 使 用 . 后 来 又 在 (Lehmer 和 Robinson, Hurwitz 和 Selfridge, Riesel, Gillies, 
@ 这 是 由 概率 的 考虑 提供 的 结果 . 假设 定理 7 成 立 , 可 以 粗略 地 讨论 如 下 : 一 个 数 n 为 素数 的 概率 至 多 是 
A 
i 
于 是 Fermat 素数 的 总 的 期 望 值 至 多 为 
45 {Fr} <AD 2 "<A. 
这 个 讨论 (除了 缺乏 严格 性 以 外 ) 假设 了 不 存在 特殊 的 理由 使 得 某 个 Fermat 数 像 是 素数 ， 而 定理 


16 和 定理 17 使 我 们 想到 这 种 数 中 有 一 些 是 素数 . 
加 1732 年 Euler 说 过 M4 和 M47 都 是 素数 , 但 这 是 错误 的 . 
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Tuckerman 以 及 最 后 是 Nickel 和 Noll 等 人 的 ) 一 系列 的 研究 中 得 到 了 应 用 . 现在 已 
知 M， 对 
p=2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107, 


127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2 281, 3 217, 
4 253,4 423,9 689, 9 941, 11 213, 19 937, 21 701 


皆 为 素数 , 而 对 p < 21 700 中 所 有 其 余 的 p, My 均 为 合 数 . 最 大 已 知 的 素数 是 Ma 701， 
它 是 一 个 6 533 位 的 数 . 

15.5 节 将 描述 Lucas 的 判别 法 , 并 给 出 一 个 Miller 和 Wheeler 在 定理 101 中 所 
用 的 判别 法 . 

Mersenne 数 的 问题 与 “完全 数 ”问题 有 关 , 16.8 节 中 会 考虑 完全 数 问题 . 

我 们 还 会 在 6.15 节 和 15.5 节 中 再 次 回 到 这 个 论题 . 


2.6 ”Euclid 定理 的 第 三 个 证 明 


假设 2,3,… ,p; 是 前 j 个 素数 , 令 N(z) 是 不 超过 z 且 不 能 被 任何 素数 p > p; 
整除 的 数 n 的 个 数 . 如 果 把 这 样 的 n 表 成 形式 


n= nm, 
其 中 m 是 “无 平方 因子 数 ", 即 它 不 能 被 任何 素数 的 平方 整除 , 这 样 就 有 
次 总 2 9b ee py’s 


其 中 每 个 b 的 取 值 或 者 为 0 或 者 为 1. m 的 指数 怡 有 21 种 可 能 的 选择 , 于 是 m 有 不 
多 于 2; 个 不 同 的 值 . 此 外 , ni < Vn < VE, 从 而 ni 有 不 多 于 Vz 个 不 同 的 值 . 故 有 
No) < 2VE. (2.6.1) 
如 果 定理 4 不 真 , 那么 素数 个 数 就 是 有 限 的 , 设 所 有 素数 为 2,3,… ,p;. 此 时 对 
每 个 z 有 N(z) = z, 因此 
zS<2vVz ER22， 
而 这 对 zx > 22; + 1 是 错误 的 . 
可 以 用 这 个 方法 来 证 明 两 个 进一步 的 结果 . 
定理 19 ”级 数 ， 
二 (2.6.2) 
是 发 散 的 . 


2.7 关于 素数 公式 的 进一步 结果 17 


如 果 该 级 数 收敛 , 可 以 选取 ; 使 得 第 ; 项 以 后 的 余 项 小 于 去 也 就 是 说 
1 1 1 


一 一 十 .…< 二 
Pi+1 Pi+2 2 


满足 n < z 且 能 被 p 整除 的 数 n 的 个 数 至 多 为 z/p. 因此 z - N(z)( 它 是 满足 n<z 
且 能 被 pjr1,p;+2,… 中 一 个 或 多 个 数 整 除 的 数 n 的 个 数 ) 不 多 于 


I 2 1 
一 一 十 一 一 十 …< 7- 
DJj+1 Pi+2 2 


于 是 , 根据 (2.6.1) 式 就 有 
jz < N(z) < 21VZ，z < 221+2， 
这 对 z > 221+2 是 错误 的 . 从 而 该 级 数 发 散 . 
定理 20 7(z)> a >1), pn<4". 
取 j=7(z), 于 是 pjr1 > z, N(z) = z. 从 而 
z= N(z) < 2"() Vz, 2"(®) > Vz, 
取 对 数 就 得 到 定理 20 的 第 一 部 分 . 如 果 令 z = pn, 则 有 r(z) = mw, 定理 第 二 部 分 结 


论 立即 得 出 . 
根据 定理 20 有 r(109) > 15, 这 仍然 是 一 个 远 低 于 实际 结果 的 数 . 


2.7 ”关于 素数 公式 的 进一步 结果 


暂时 回 到 1.5 节 中 提出 的 问题 . 可 以 寻求 各 种 意义 下 的 “ 索 数 公式 ”. 
(i) 可 以 寻找 一 个 简单 函数 f(n), 使 它 取 所 有 的 素数 值 且 仅 取 素 数值 . 也 就 是 说 ， 
当 n 取 值 为 1,2,… 时 , 该 函数 连续 取 素数 值 pt, po,…. 这 是 1.5 节 中 讨论 过 的 问题 . 
(ii) 可 以 寻找 n 的 一 个 简单 函数 ， 它 只 取 素数 值 . Fermat 的 猜想 如 果 正 确 的 话 ， 
那 就 会 给 出 此 问题 的 一 个 答案 .? 而 现在 的 情况 是 还 不 知道 是 否 会 有 令 人 满意 的 答案 . 
但 是 有 可 能 构造 出 一 个 (多 个 正 整数 变量 的 ) 多 项 式 , 尽管 这 个 多 项 式 所 取 的 负 值 是 
合 数 , 但 它 所 取 的 正 值 全 都 是 素数 且 包 含 了 所 有 的 素数 . 见 附录 2. 
(ii) 可 以 适当 降低 要 求 , 仅仅 来 求 n 的 一 个 简单 函数 , 它 取 无 穷 多 个 素数 值 . 由 
Euclid 定理 得 知 , f(n) = n 就 是 这 样 一 个 函数 , 关于 这 个 问题 的 不 太 显然 的 答案 由 定 
@ 有 人 建议 用 下 面 的 数列 来 代 普 Fermat 数列 : 


2+1 22+1，22 + 2 + 
它 的 前 4 个 数 是 素数 ， 但 这 个 数列 的 第 5 个 数 , 即 Fi6, 现在 已 知 是 一 个 台数 ， 另 一 个 建议 是 限制 
了 取 Mersenne 素数 , 认为 这 样 的 话 数列 Mp 就 会 只 包含 素数 了 . 然而 Mis = 8 191 和 Ms 191 都 是 
合 数 . 


18 第 2 章 素 数 (2) 


理 11 至 定理 15 给 出 . 除了 平凡 的 解 之 外 , Dirichlet 定理 15 是 已 知 的 仅 有 解答 . 迄今 
尚未 能 证 明 n? + 1 或 者 n 的 任何 一 个 另外 的 二 次 式 能 表示 出 无 穷 多 个 素数 , 所 有 这 
样 的 问题 看 起 来 都 极其 困难 . 

有 一 些 简单 否定 的 定理 , 它们 包含 了 对 于 问题 (ii) 的 很 不 完全 的 回答 . 


定理 21 不 存在 任何 非常 数 的 整 系数 多 项 式 f(n), 它 能 对 所 有 n, 或 者 对 所 有 
充分 大 的 n 都 取 素 数值 . 


可 以 假设 f(n) 的 首 项 系数 是 正 的 , 于 是 当 n 一 co 时 就 有 f(n) 一 oo, 且 比方 说 
对 n>N 还 有 f(n) > 1 成立. 如 果 z> N 且 


f(z)=a0r* +*…=y>1, 
那么 , 对 每 个 整数 7， 
f(ry+z) = ao(ry + 2)* + 
都 能 被 y 整除 , 并 且 当 r 趋向 于 无 穷 时 f(ry + z) 也 趋 于 无 穷 . 从 而 f(n) 可 以 取 到 无 
穷 多 个 合 数值. 


有 这 样 的 二 次 式 存在 , 它 对 mn 的 一 列 相当 长 的 值 都 取 素数 值 . 例如 n? 一 n 十 41 对 
于 0<n< 40 都 取 素 数值 , 而 


n?—79n+1 601= (n—40)?+(n—40)+41 


则 对 0 < n < 79 都 取 素 数值 . 
一 个 更 为 一 般 的 定理 (6.4 节 中 将 证 明 它 ) 是 
定理 22 如果 
f(n) = P(n 2n,3" ,kmn) 
是 它 的 变量 的 一 个 整 系数 多 项 式 , 且 当 n 一 co 时 有 f(n) 一 00,3 那 么 对 无 穷 多 个 nn 
的 值 , f(n) 都 取 合 数 值 . 


2.8 ”关于 素数 的 未 解决 的 问题 


1.4 节 陈 述 了 两 个 猜想 式 的 命题 , 没有 人 知道 它们 的 证 明 , 尽管 数值 证 据 表 明 它们 
很 可 能 是 正确 的 . 还 有 许多 其 他 的 同类 猜想 . 

存在 无 穷 多 个 形 如 n2 十 1 的 素数 . 更 一 般 地 , 如 果 a,b,c 是 没有 公约 数 的 整数 , a 
是 正 数 , a 十 b 和 c 不 全 是 偶数 , 且 如 一 4ac 不 是 完全 平方 数 , 那么 就 有 无 穷 多 个 形 如 
an2 十 bm 十 c 的 素数 存在 . 

2.7 节 (ii) 已 经 讨论 过 n? + 1. 如 果 a,b,c 有 公约 数 , 显然 在 规定 形式 的 数 中 最 
多 只 有 一 个 素数 存在 . 如 果 + 和 c 两 者 均 为 偶数 , 那么 N = an2 + bn 十 c 始终 是 


@ 对 此 定理 的 陈述 要 小 心 一 些 , 以 避免 f(n) 取 成 像 2"3" 一 6" + 5 这 样 的 显然 对 所 有 n 均 取 素 数值 的 
情况 . 
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偶数 . 如 果 b - 4ac = 已, 那么 
daN = (2an + 0b)? — k?. 


这 样 一 来 , 如 果 N 是 素数 , 那么 要 么 2an + + 及 要 么 2an +b 一 k 整除 4a, 而 这 只 能 
对 n 的 至 多 有 限 多 个 值 为 真 . 因此 猜想 中 所 说 的 限制 条 件 是 至 关 重 要 的 . 

mn2 和 (n 十 1)? 之 间 总 有 素数 存在 . 

如 果 n > 4 是 偶数 , 那么 n 是 2 个 奇 素数 之 和 . 

这 就 是 “Goldbach 定理 ”. 

如 果 n 之 9 是 奇数 , 那么 n 是 3 个 奇 素数 之 和 . 

从 某 个 数 开始 往 后 的 所 有 n 要 么 是 一 个 平方 数 ， 要 么 是 一 个 素数 和 一 个 平方 数 
之 和 . 

这 个 结论 并 不 是 对 所 有 的 n 都 为 真 , 比如 34 和 58 就 是 例外 . 

一 个 更 加 值得 怀疑 的 猜想 (2.5 节 中 曾经 谈 到 过 它 ) 是 : 

Fermat 素数 的 个 数 是 有 限 的 . 


2.9 整 数 模 


现在 给 出 在 1.3 节 中 未 给 出 的 定理 3 和 定理 2 的 证 明 . 另 一 个 证 明 在 2.11 节 中 
给 出 , 第 三 个 证 明 在 12.4 节 中 给 出 . 在 本 节 中 , 整数 指 的 是 正 的 或 者 负 的 有 理 整 数 . 

这 个 证 明 与 数 的 “ 模 ” 这 个 概念 有 关 . 模 指 的 是 一 个 数 系 5, 5 中 任何 两 个 数 的 
和 与 差 也 是 5 中 的 元 素 , 也 就 是 说 ， 


meES, n€ES— (m+in)es. (2.9.1) 


一 个 模 里 面 的 数 不 一 定 是 正 数 或 有 理 数 (它们 也 可 以 是 复数 , 或 者 四 元 数 ), 不 过 这 里 
我 们 只 关心 整数 的 模 . 

单独 一 个 数 0 构成 一 个 模 [ 零 模 (null modulus)]. 

由 3 的 定义 推出 


a€ES—0=a-aE€s, 2a=a+a€s. 


重复 这 个 方法 , 我 们 看 出 , 对 任何 ( 正 的 或 负 的 ) 整数 n 有 na e 5. 更 一 般 地 , 对 任何 
整数 z,y 有 
ac5， beES—ra+yWES. (2.9.2) 


另 一 方面 容易 看 出 , 如 果 给 定 a 和 5b, za -+ yb 的 值 组 成 的 集合 就 作成 一 个 模 . 

显然 , 除了 零 模 以 外 , 任何 模 S 都 含有 正 数 . 假设 d 是 5 中 的 最 小 正 数 , 如 果 ne 
是 5S 中 任何 一 个 正 数 , 那么 对 所 有 的 z, n 一 zd e 5. 如 果 c 是 n 被 d 除 得 到 的 余数 ， 
且 


n=zd+c, 
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则 有 ce5 且 0<c<d. 既然 4 是 5 中 的 最 小 正 数 , 故 有 c= 0 以 及 n= zd. 于 是 就 
得 到 
定理 23 ”除了 零 模 以 外 , 任何 模 都 是 某 个 正 数 d 的 整 倍数 组 成 的 集合 . 
定义 两 个 不 全 为 零 的 整数 a 和 b 的 最 大 公约 数 (highest common divisor)d: 如 果 
4 是 能 同时 整除 a 和 b 的 最 大 正 整 数 . 记 为 
d= (@,b). 
于 是 有 (0,a) = |al. 可 以 用 同样 的 方法 定义 任意 一 组 正 整数 a,5,c,… ,大 的 最 大 公约 


数 
(a, b,c,.* ,k). 


对 整数 z,y, 形 如 
za+wwb 


的 数组 成 的 集合 是 一 个 模 , 根据 定理 23, 它 是 某 个 正 数 c 的 倍数 zc 组 成 的 集合 . 由 于 
< 整除 5 中 的 每 一 个 数 , 所 以 它 必 整除 a 和 b, 于 是 


cgd. 
另 一 方面 ， 
dla, dlb — dl(za + yb), 
所 以 d 整除 5 中 的 每 一 个 数 , 特别 有 d 整除 c. 由 此 推 得 
c=d, 
于 是 5S 就 是 由 d 的 倍数 组 成 的 集合 . 
定理 24 模 za+yb 是 由 d= (a,b) 的 倍数 组 成 的 集合 . 
显然 我 们 还 附带 证 明了 


定理 25 方程 
ar+by=n 


有 整数 解 7,y, 当 且 仅 当 dn. 特别 地 ， 
art+by=d 
可 解 . 
定理 26 a 和 的 任何 公约 数 都 整除 d. 
2.10 ”算术 基本 定理 的 证 明 
现在 可 以 来 证 明 Euclid 的 定理 3, 从 而 也 就 可 以 证 明定 理 2 了 . 


假设 p 是 素数 且 pjab. 如 果 p /a, 那么 (a,p) = 1, 于 是 根据 定理 24 知 , 存在 一 
个 z 和 一 个 y 使 za 二 yp = 1, 也 就 是 
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Zzab + ypb = b. 


但 是 plab 且 plpb, 故 有 pjb. 
实际 上 同样 的 讨论 可 以 证 明 


定理 27 (a,b)=d, c>0 一 (acbc) = dc. 
因为 存在 一 个 z 和 一 个 y 使 有 za 二 yb = d, 也 就 是 
Zac+ ybc = dc, 


从 而 就 有 (ac, bc)ldc. 反 过 来 , 我 们 有 dla ~ dclac 以 及 dlb 一 dclbc, 故 由 定理 26 有 
dcl(ac, bc), 从 而 有 (ac, bc) = dc. 


2.11 ”基本 定理 的 另 一 个 证 明 


称 能 以 多 于 一 种 方式 分 解 成 素数 乘积 的 数 为 非 正 规 数 (abnormal). 设 n 是 最 小 的 
非 正规 数 . 同一 个 素数 P 不 可 能 在 n 的 两 个 不 同 的 因子 分 解 中 出 现 , 因为 如 果 不 然 ， 
n/P 就 是 一 个 非 正 规 数 , 且 n/P < n. 那样 就 有 


n=pp2p3** = 9 


其 中 p 和 9 都 是 素数 , 且 没 有 一 个 p 等 于 某 个 g, 也 没有 一 个 4 等 于 任何 一 个 p. 

不 妨 令 pl 是 最 小 的 p. 由 于 n 是 合 数 , 故 好 < n. 类 似 地 , 如 果 gi 是 最 小 的 9， 
则 有 中 < n. 又 由 于 pi 关 qn, 由 此 推出 mg < n， 因 此, 如 果 N = n 一 piqi, 则 有 
0 < N<m 且 N 不 是 非 正规 数 . 现在 有 pin, 于 是 pi|N. 类 似 地 有 qlN. 于 是 pl 和 
g 两 者 都 在 N 的 唯一 分 解 式 中 出 现 , 且 (piq1)|N. 由 此 推出 (p1g1)|n, 于 是 qn|(n/p1). 
但 是 n/pl 小 于 n, 从 而 有 唯一 素数 分 解 p2p3:…. 由 于 qi 不 是 任何 一 个 p, 这 是 不 可 
能 的 . 于 是 不 可 能 有 任何 非 正规 数 , 这 正 是 基本 定理 的 结论 . 
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2.2 节 . Ingham 先生 告诉 我 们 , 这 里 所 用 的 方法 属于 Bohr 和 Littlewood: 见 Ingham, 2. 

2.3 节 . 关于 定理 11, 定理 12 和 定理 14, 见 Lucas, Théorie des nombres, i(1891), 353-354; 
关于 定理 15, 见 Landau, Handbuch, 422-446 以 及 Vorlesungen, i, 79-96. 

2.4 节 . 见 P6lya 和 Szeg5, No. 94. 

2.5 节 . 见 Dickson， History, 第 1 卷 第 1, 15, 16 章 , Rouse Ball(Coxeter), 65-69, 有 关 较 早 的 
数值 结果 , 见 Kraitchik, Théorie des nombres,i(Paris,1922), 22,218 以 及 D. H. Lehmer, Bulletin 
Amer, Math. Soc. 38(1932), 383-384，Miller 和 Wheeler[Nature 168(1951), 838] 给 出 了 他 们 
的 大 素数 , 而 Tuckerman[Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 68(1971), 2319-2320] 对 p = 19 937 
给 出 了 Mersenne 素数 Mp, 并 介绍 了 用 电子 计算 机 发 现 的 其 他 较 小 的 Mersenne 素数 ，Mp 对 
于 p = 21 701 是 素数 的 发 现 刊登 在 1978 年 11 月 第 17 期 的 Times 上 .关于 合 数 Fm 的 因子 ， 
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请 见 Hallyburdon 和 Brillhart，Math，Comp.29(1975), 109-112, 关于 Fs 的 因子 , 见 Brent， 
American Math. Soc. Abstracts, 1(1980), 565. 

Ferrier 的 素数 是 (2148 + 1)/17, 这 是 不 用 电子 计算 机 所 发 现 的 最 大 素数 (很 可 能 这 个 记录 会 
保持 下 去 ). 

新 的 大 型 计算 机 使 得 大 数 分 解 以 及 大 数 的 素性 检测 成 为 十 分 有 意义 且 绝 非 浅 易 的 事情 . Guy 
(Proc， 5 中 Manitoba Conf，Numerical Math，1975, 49-89) 给 出 了 有 关 因 子 分 解 方法 的 一 个 完 
全 的 说 明 , 关于 素性 检测 的 一 些 评论 以 及 关于 这 两 个 问题 的 相当 丰富 的 参考 文献 关于 素性 检测 ， 
也 可 参见 Brilihart, Lehmer 以 及 Selfridge, Ma 雪 ，Comp. 29(1975), 620-647 以 及 Selfridge 和 
Wunderlich, Proc. 4th Manitoba Conf. Numerical Math. 1974, 109-120. 

根据 Kraitchik 和 Bennett 的 说 法 , 我 们 给 出 的 641|Fs 的 证 明 属 于 Coxeter( Introduction to 
Geometry, New York, Wiley, 1969). 

2.6 节 . 参见 Erd6s, Mathematica, B 7(1938), 1-2. 定理 19 是 Euler 在 1737 年 证 明 的 . 

2.7 节 . 定理 21 属于 Goldbach(1752), 而 定理 22 属于 Morgan Ward, Journal London Math. 
Soc. 5(1930), 106-107. 


2.8 节 . 见 附录 3. 


2.9 节 至 2.10 节 . 这 里 的 讨论 遵循 了 Hecke 第 1 章 的 路 线 . 模 的 定义 是 很 自然 的 , 但 有 点 多 
余 . 只 要 假设 


mes, n€ES—m-nes 
就 足够 了 . 因为 那样 就 有 


0=n-n€5, -n=0-n€5, m+n=m-(-n)es. 


2.11 节 . F. A. Lindemann, Quart. J. of Math. (Oxford), 4(1933), 319-320, 以 及 Davenport, 
Higher arithmetic, 20， 关 于 有 点 类 似 的 证 明 , 见 Zermelo，Géttinger Nachrichten(new series)， 
i(1934), 43-44 以 及 Hasse, Journal Jir Math. 159(1928), 3-6. 
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3.1 ”Farey 数列 的 定义 和 最 简单 的 性 质 


本 章 主要 关注 像 #3 和 去 这 样 的 “ 正 有 理 数 ”或 者 “普通 分 数 ” 的 某 些 性 质 . 这 
样 的 一 个 分 数 可 以 看 成 两 个 正 整数 之 间 的 一 个 关系 , 因而 我 们 证 明 的 定理 也 体现 了 正 
整数 的 性 质 . 

n 阶 Farey 数列 g 是 介 于 0 和 1 之 间 且 分 母 不 超过 n 的 递增 的 不 可 约 分 数 序 
列 . 如 果 

0<h<kgn, (hk)=1, (3.1.1) 


那么 h/k 就 属于 Sn. 数 0 和 1 包含 在 形式 9 和 二 之 中 . 例如 gs 是 
O1112132341 


Farey 数列 的 特征 性 质 由 下 面 几 个 定理 表 出 . 
定理 28 ”如 果 h/k 和 及 /kr' 是 和 中 两 个 相连 的 项 , 那么 

Ki — hk’ = 1. (3.1.2) 
定理 29 如 果 h/k、 hr/k"” 和 J/k' 是 全 ,中 3 个 相连 的 项 , 那么 

hh+h’ 


Kr k++ S39 


3.2 节 将 证 明 这 两 个 定理 是 等 价 的 , 然后 3.3 节 、3.4 节 和 3.7 节 将 分 别 给 出 这 两 
个 定理 的 3 个 不 同 的 证 明 . 我 们 将 通过 证 明 5, 的 两 条 较 简单 的 性 质 来 结束 本 节 . 


定理 30 如果 h/k 和 有/k' 是 gr 中 两 个 相连 的 项 , 那么 
k+k' >n. (3.1.4) 
h/k 和 j/k 的 “中 位 数 ” 


落 在 区 间 


@ 或 这 个 分 数 的 既 约 分 数 . 
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中 . 因此 , 除非 (3.1.4) 式 为 真 , 否则 在 8 中 就 会 有 另外 一 项 位 于 hjk 和 hr/k' 之 间 . 
定理 31 如 果 n>1, 则 Fn 中 不 存在 两 个 相连 的 项 能 有 相同 的 分 母 . 
如 果 大 > 1 且 h'/k 紧 跟 在 h/k 的 后 面 , 则 有 二 1 < h' <k, 于 是 就 有 


hh htlk 
RE EI  k “Ek 


从 而 h/(k 一 1)? 在 针 , 中 就 位 于 h/k 和 lr/k 之 间 , 这 是 一 对 矛盾 . 


3.2 ”两 个 特征 性 质 的 等 价 性 


现在 来 证 明定 理 28 和 定理 29 中 的 每 一 个 都 蕴含 另外 一 个 . 
(1) 定理 28 蔓 含 定理 29. 
如 果 假 设 定理 28 成 立 , 对 hr 和 必 来 解 方程 


kh” — hk” =1, kh — hk =1, (3.2.1) 


则 得 到 
Rk’ — hk) 一 下士 天 (KR hk’) = kt 


这 就 得 到 (3.1.3) 式 . 
” (2) 定理 29 副 售 定理 28. 

假设 定理 29 成 立 , 并 假设 定理 28 对 和 -1 成 立 , 要 推出 定理 28 对 $, 也 成 立 . 
显然 只 要 证 明 : 当 h”/k” 属于 $n 但 不 属于 $n-1( 即 有 kh” =n) 时 (3.2.1) 式 成 立 . 此 
时 , 根据 定理 31 可 知 , kk 和 Kr 两 者 都 小 于 以 , 于 是 hj/k 和 tv/k' 是 Sn-1 中 相连 的 


由 于 根据 假设 有 (3.1.3) 式 为 真 , 且 心 /kx 是 不 可 约 的 , 于 是 就 有 
让 k= A 
其 中 和 是 一 个 整数 . 既然 和 kr 两 者 都 小 于 以 , 和 必定 等 于 1. 从 而 
这 一 请 二 用， 起 二 大 十 大 
Ki — hk’ = kh’ — hk’ = 1. 


类 似 地 有 
Wh’ — Wk = 1. 


@ 或 这 个 分 数 的 既 约 分 数 . 
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3.3 ”定理 28 和 定理 29 的 第 一 个 证 明 


我 们 的 第 一 个 证 明 是 3.2 节 中 所 用 的 思想 的 一 个 自然 展开 . 
这 两 个 定理 对 n = 1 均 为 真 . 假设 它们 对 8n-i 成 立 , 要 证 它们 对 3, 也 成 立 . 
设 h/k 和 hv/k' 是 -1 中 两 个 相连 的 项 , 但 它们 在 8。 中 被 必 / 信 隔 开 .2 令 


kh”—hk"=r>0, kh’—h’k =s>0. (3.3.1) 


对 hr 和 入 解 这 些 方程 , 记 住 有 


kh’ — hk’ = 1, 
于 是 得 到 
h"=shi+rh, k= sk+rk'. (3.3.2) 
这 里 有 (r,s) = 1, 这 是 因为 (h”,k") = 1. 
现在 考虑 所 有 分 数 H ht a 
K pk+tAk’ 


的 集合 S, 其 中 入 和 上 都 是 正 整数 , 且 (和 ,1) = 1. 于 是 hv/jr' 属于 5. 5 的 每 个 分 数 
都 在 hjk 和 hv/k' 之 间 , 且 都 是 既 约 分 数 , 这 是 因为 五 和 K 的 任何 公约 数 都 能 整除 
k(ph+ Ah’) — h(pk + AkR) 一 入 


和 

h(nk + AK) — kph+ Ah’) = 4. 
从 而 5 的 每 个 分 数 或 迟 或 早 都 会 出 现在 某 个 $4 中, 且 显 然 首次 出 现 的 那个 分 数 即 是 
使 得 K 取 最 小 值 者 , 也 即 是 使 和 = 1,4 = 1 者 . 这 个 分 数 必 为 /Kr", 所 以 


让 二 hk 二 十 (3.3.4) 
如 果 用 这 些 值 来 代替 (3.3.1) 式 中 的 jr 和 kr", 则 可 得 + = s = 1. 这 就 对 gr" 证 明 


了 定理 28. 对 于 $n 的 3 个 连续 的 分 数 来 说 , (3.3.4) 式 一 般 来 说 并 不 为 真 , 然而 (如 前 
面 已 经 指出 的 ) 当中 间 那 个 分 数 在 g 中 第 一 次 出 现时 , 这 些 方程 是 成 立 的 . 


3.4 ”定理 28 和 定理 29 的 第 二 个 证 明 
这 个 证 明 不 是 归纳 证 明 , 它 给 出 8 中 紧 跟 在 h/k 之后 的 那 一 项 的 构造 法 则 . 由 
于 (如 K) = 1 故 方程 
kz—hy=1 (3.4.1) 
加 根据 定理 31, h”/k” 是 Sn 中 位 于 hi/k 和 bt/k' 之 间 仅 有 的 一 项 , 但 证 明 中 并 没有 假设 这 一 点 ， 
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有 整数 解 (定理 25). 如 果 zo,yo 是 一 组 解 , 那么 对 于 任何 正 的 或 者 负 的 整数 
zo+rh, yo+rk 


仍然 是 该 方程 的 解 . 可 以 选择 的 值 , 使 得 有 n 一 上 < yo 十 rk < n. 这 样 一 来 (3.4.1) 
式 就 有 一 组 解 (z,y) 使 得 


(w=1 0g<n-k<ysgn. (3.4.2) 


由 于 z/y 已 经 约 分 , 且 y < n, 故而 z/y 是 gr 中 的 一 个 分 数 . 同样 有 
2 hbh,l1 h 
了 -+> 


于 是 在 8n 中 z/y 位 于 h/k 的 后 面 . 如 果 它 不 是 r/k', 它 就 位 于 j/k 的 后 面 , 且 


y Kk ky ky 
然而 

必 RA 

ki kk kk kk’” 
从 而 根据 (3.4.2) 就 有 


Op el: pM PR SS 
Wy "FR Ry mR” 
这 是 一 对 矛盾 . 于 是 z/y 必定 等 于 h'/kr', 且 有 kh' 一 hk = 1. 

比方 说 , 要 在 8is 中 求 志 的 后 继 分 数 , 我 们 先 要 求 9c 一 4y = 1 的 某 一 组 解 (zo,yo)， 
例如 解 zo = 1,yo = 2. 然后 来 选择 7 使 得 2+9r 在 13-9=4 和 13 之 间 . 这 给 出 
r=lz=1+4r=54=2+9r= 11, 于 是 所 求 的 分 数 就 是 天， 


3.5 整 数 格 


第 三 个 也 是 最 后 一 个 证 明 有 赖 于 一 个 简要 的 几何 思想 . 

假设 在 平面 上 给 定 了 原点 O 以 及 两 个 与 O 不 共 线 的 点 已 @. 作出 平行 四 边 形 
OPQR?, 让 它 的 边 不 确定 , 画 出 两 组 等 距 的 平行 线 , 其 中 OP QR 以 及 OQ, PR 是 
这 两 组 平行 线 中 相 邻 的 两 条 平行 线 , 这 样 它们 就 把 平面 分 成 无 穷 多 个 相等 的 平行 四 边 
形 . 这 样 一 个 图 形 就 称 为 一 个 格 (lattice). 德语 称 为 Gitter. 

一 个 格 是 由 线 作成 的 一 个 图 形 , 它 定义 了 一 个 由 点 构成 的 图 形 , 也 就 是 说 由 线 的 
交点 系 (或 称 为 格 点 ) 构成 的 图 形 . 我 们 称 这 样 的 一 个 系统 为 一 个 点 格 (point-lattice). 


名 原 书 如 此 . 我 国 的 平行 四 边 形 表示 法 与 此 不 同 , 应 为 之 OPRQ， 一 一 编者 注 
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两 个 不 同 的 格 有 可 能 确定 同样 的 点 格 . 例如 在 图 1 
中 , 基于 OP,OQ 的 格 和 基于 OP, OR 的 格 所 确定 的 


是 同一 个 格 点 系 . 决定 同样 点 格 的 两 个 格 称 为 等 价 的 . 
显然 , 一 个 格 的 任何 格 点 都 可 以 看 成 是 原点 O, 而 R 
且 格 的 性 质 与 原点 的 选取 无 关 , 且 格 是 关于 任意 的 原 
点 为 对 称 的 . 
这 里 有 一 种 类 型 的 格 特别 重要 . 这 就 是 ( 当 给 定 直 
角 坐 标 系 时 ) 由 平行 于 坐标 轴 且 相距 单位 距离 的 平行 
线 作成 的 格 , 这 些 平行 线 把 平面 划分 成 单位 正方 形 . 我 
们 把 这 样 的 格 称 为 基本 格 (fundamental lattice)j, 它 所 
确定 的 点 格 [也 就 是 由 整数 坐标 的 点 (z,y) 作成 的 系 


统 ] 称 为 基本 点 格 {fundamental point-lattice)A. | 
任何 点 格 都 可 以 看 作 是 一 个 由 数 或 者 向 量 组 成 的 
系统 , 其 中 格 点 的 复数 坐标 为 > 十 这 , 而 向 量 是 从 原点 图 1 
出 发 到 格 点 的 向 量 . 这 样 的 一 个 系统 显然 作成 在 2.9 节 意义 下 的 一 个 模 . 如 果 已 和 
Q 是 点 (Zz1, 妇 ) 和 (z2,yz), 则 基于 OP 和 OQ 的 格 中 的 任何 一 点 3 的 坐标 是 


T=mrt+nr, Y= m+ny, 


其 中 m 和 n 是 整数 . 换言之 , 如 果 xz 和 z2 是 P 和 Q 的 复 坐 标 , 那么 5 的 复 坐 标 
就 是 


z= mz1 + nz2. 


3.6 ”基本 格 的 某 些 简 单 性 质 


(1) 现在 来 考虑 由 
T=art+bhy, Y=crt+dy (3.6.1) 
定义 的 变换 , 其 中 wb c,d 是 给 定 的 正 的 或 者 负 的 整数 . 显然 , A 的 每 个 点 (z,y) 都 会 
变 成 A 的 另 一 个 点 (z',y). E 
对 z 和 y 求解 (3.6.1) 式 , 得 到 
_ dr’ — by' _r -ay 


2 一 per (3.6.2) 


ad 一 bc， 
如 果 
A=ad 一 bc= 二 1 (3.6.3) 


那么 z' 和 y 的 任何 一 组 整数 值 都 给 出 z 和 y 的 一 组 整数 值 , 且 每 个 格 点 (z',yY) 对 
应 于 一 个 格 点 (z,y). 此 时 , A 被 变换 成 自己 . 
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反 过 来 , 如 果 A 被 变换 成 自己 , 每 一 个 整数 点 (z',yW) 必定 给 出 一 个 整数 点 (z,y). 
特别 地 , 取 (z',y) 为 (1,0) 和 (0,1), 可 以 看 出 


Ald, Alb, Alce Ala, 
于 是 


从 而 有 A = 土 1. 
这 样 就 证 明了 : 


A?l(ad - bc), A?IA. 


定理 32 ”变换 (3.6.1) 把 A 变 成 自己 的 充分 必要 条 件 是 A 一 士 1. 
称 这 样 一 个 变换 为 么 模 变 换 (unimodular). 


(2) 现在 假设 PP 和 Q@ 是 A 的 格 点 (a,c) 和 (4,d). 由 OP 和 OQ 所 定义 的 平行 四 
边 形 的 面积 是 
6=+(ad— be) = |ad— bc, 


其 中 符号 的 选取 是 使 5 取 正 数 . 基于 OP 和 0Q 的 格 A' 中 的 点 (z',y) 由 
r=zat+Ww, y=zc+yd 

给 出 , 其 中 > 和 y 是 任意 整数 ， 根 据 定理 32, A' 与 A 完全 相同 的 充分 必要 条 件 是 

6=1. 


定理 33 基于 OP 和 0Q 的 格 L' 等 价 于 格 工 的 充分 必要 条 件 是 由 OP 和 OQ 
所 定义 的 平行 四 边 形 的 面积 为 1. 
(3) 称 格 A 的 一 个 点 已 是 可 视 的 ( 即 从 原点 看 去 为 可 视 的 ), 如 果 在 OP 上 没有 
， A 中 的 介 于 O 和 之 间 的 点 存在 . 为 使 得 点 (z,y) 是 可 视 的 , 其 充分 必要 条 件 是 z/y 
| 不 可 约 , 即 (z,y) = 1 


定理 34 设 P 和 是 人 中 的 可 视点 , 且 6 是 由 OP 和 OQ 所 定义 的 平行 四 边 
形 J 的 面积 . 那么 


0 
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(i) 如 果 5=1, 则 在 J 的 内 部 没有 A 的 点 ; 

( 训 如 果 5 > 1, 那么 A 至 少 有 一 个 点 在 J 的 内 部 , 且 除 非 该 点 是 J 的 对 角 线 的 
交点 , 否则 A 至 少 有 两 个 点 在 J 的 内 部 , 每 个 点 都 在 J 被 PQ 所 分 成 的 两 个 三 角形 
的 一 个 之 中 . 


当 且 仅 当 基 于 OP 和 OQ 的 格 L' 与 格 工 等 价 时 , 也 就 是 当 且 仅 当 5 = 1 时 , 在 
J 的 内 部 没有 A 的 点 . 如 果 5 > 1, 就 至 少 有 一 个 这 样 的 点 5. 如 果 RR 是 平行 四 边 形 
J 的 第 四 个 顶点 , 且 RT 与 OS 平行 且 相等 , 但 其 方向 相反 , 那么 (由 于 格 的 性 质 是 对 
称 的 , 且 与 选取 哪个 特定 的 点 作为 原点 无 关 )T 也 是 A 的 一 个 点 , 这 样 在 7 中 就 至 少 
有 A 的 两 个 点 , 除非 了 与 5 重合 . 这 就 是 情形 (ii) 中 的 特例 . 

不 同 的 情形 由 图 2a, 2b, 2c 给 出 . 


3.7 ”定理 28 和 定理 29 的 第 三 个 证 明 


满足 条 件 
0<hg<sk<n, (hk)=1 

的 分 数 h/k 都 是 ,中 的 分 数 , 且 对 应 A 中 的 可 视点 (k, 及, 该 点 在 由 直线 y = 0， 
y = zz = 所 定义 的 三 角形 的 内 部 或 边界 上 

如 果 画 出 一 条 经 过 O 的 射线 , 并 将 它 绕 原点 从 起 始 位 置 x 轴 开 始 沿 逆 时 针 方向 
旋转 , 它 就 依次 经 过 Farey 分 数 所 代表 的 每 个 点 (k, 门 . 如果 已 和 P' 是 代表 相连 分 
数 的 两 个 点 (k,h) 和 (k', 及), 那么 在 三 角形 OPP' 的 内 部 以 及 在 连 线 PP' 上 就 没有 
所 表示 的 点 存在 , 于 是 由 定理 34 就 有 

kh’ — hk’ = 1. 


3.8 ”连续 统 的 Farey 分 割 


在 一 个 贺 上 表示 实数 而 不 是 像 通 常 那样 在 一 条 直线 上 表示 实数 ,常常 更 加 方便 ， 
圆周 所 表示 的 实数 去 掉 了 整数 部 分 . 取 一 个 由 单位 圆周 作成 的 圆 C, 取 圆 周 上 任意 一 
个 点 O 表示 数 0, 用 点 PP 来 表示 z, 该 点 在 圆周 上 沿 逆 时 针 方向 度量 的 离 点 O 的 距 
离 就 是 z. 显然 所 有 的 整数 都 由 同一 个 点 O 来 表示 , 且 相差 一 个 整数 的 数 有 同样 的 表 

有 时 把 C 的 圆周 按照 下 述 方式 加 以 划分 是 有 用 的 . 取 Farey 数列 gw, 对 相连 的 
分 数 对 h/k 和 tv/k' 作出 所 有 的 中 位 数 


其 中 第 一 个 以 及 最 后 一 个 中 位 数 是 
1 -入 n—l+l eg 


il+n n+l’ n+l 用 十 1 
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当然 , 这 些 中 位 数 本 身 并 不 属于 rn. 
现在 用 点 P 来 表示 每 一 个 中 位 数 人 圆 就 被 分 成 了 若干 弧 段 [ 称 为 Farey 弧 (Farey 
arc)], 每 一 段 弧 都 介 于 两 个 点 已 , 之 间 , 且 包 含 一 个 Farey 点 (Farey point), 此 即 Sn 中 


一 项 的 表示 . 于 是 SR 
人 


就 是 包含 一 个 Farey 点 O 的 一 段 Farey 弧 . 把 Farey 弧 的 集合 称 为 圆 的 一 个 Farey 分 
划 (Farey dissection). 
下 面 假设 n > 1. 如 果 Pijk 是 一 个 Farey 点 , 且 hi/ki,h2/ko 是 Gn 中 的 紧 接 在 
h/k 的 前 面 以 及 紧 四 在 它 后 面 的 项 , 那么 环绕 Pj 的 Farey 弧 由 两 部 分 组 成 , 这 两 部 
分 的 长 度 分 别 为 
h 大 十 证 1 九 二 jia h 六 


天 一 十 有 一 KR 十 有) ktke k™ kK+k) 


由 于 大 和 操 不 相等 (定理 31) 且 二 者 都 不 超过 n, 故 有 大 十 后 < 2n. 又 由 定理 30 有 
上 十 ki > n. 于 是 得 到 


定理 35 在 n 阶 Farey 分 割 中 (n > 1), 包含 h/k 的 表示 点 的 缴 的 每 一 部 分 长 
度 都 介 于 RL 和 RH 之 间 . 

事实 上 , 这 种 分 割 有 某 种 “一 致 性 ", 这 种 性 质 显示 出 它 的 重要 性 . 

这 里 要 用 Farey 分 割 来 证 明 用 有 理 数 逼近 任意 实数 的 一 个 简单 的 定理 , 我 们 将 在 
第 11 章 中 再 回 到 这 个 问题 . 


定理 36 ”如 果 是 任意 一 个 实数 ,ni 是 一 个 正 整数 , 那么 必 存 在 一 个 不 可 约 分 
数 jh/ 使 得 


h 1 
-hs (3.8.1) 
可 以 假设 0<& < 1. 则 & 落 在 由 5, 中 两 个 相连 的 分 数 , 比方 说 就 是 h/k 和/K 
所 界限 的 区 间 之 中 , 从 而 它 也 就 落 在 区 间 


h h+h’ h+h hk 
中 的 某 一 个 里 . 这 样 一 来 , 根据 定理 35 知 , 要 么 是 hjk 要 么 是 j/k' 满足 定理 中 的 条 


件 : 如 果 & 落 在 第 一 个 区 间 中 , 则 有 h/k 满足 条 件 ; 如 果 & 落 在 第 二 个 区 间 中 , 则 有 
hv/k' 满足 条 件 . 


0<ksgn, 


3.9 ”Minkowski 定理 


如 果 已 和 @ 是 4 的 点 ,已 和 Q@' 是 已 和 @Q 关 于 原点 对 称 的 点 , 除了 定理 34 中 所 
给 的 平行 四 边 形 J 外 , 我 们 再 给 出 基于 OQ,OP', 基于 OP',OQ' 以 及 基于 08', OP 


3.9 Minkowski 定理 31 


的 三 个 平行 四 边 形 , 我 们 得 到 一 个 平行 四 边 形 K, 其 中 心 是 原点 , 其 面积 45 是 J 的 
面积 的 四 倍 . 如 果 5 的 值 为 1( 这 是 它 最 小 可 能 的 值 ), 那么 在 K 的 边界 上 就 有 人 的 
点 , 但 在 其 内 部 除了 O 以 外 , 没有 A 的 点 . 如 果 5 > 1, 则 在 K 的 内 部 除了 O 以 外 还 
有 人 的 点 . 这 是 Minkowski 的 一 个 著名 定理 的 一 个 非常 特别 的 情况 , Minkowski 定理 
断言 : 不 仅仅 关于 原点 对 称 的 任何 平行 四 边 形 (无 论 它们 是 否 由 A 的 点 所 生成 的 ) 具 
有 同样 的 性 质 , 而 且 关 于 原点 对 称 的 任何 “ 凸 区 域 ” 也 有 同样 性 质 成 立 . 
一 个 开 区 域 (open region)R 是 具有 下 述 性 质 的 点 的 集合 : (i) 如 果 P 属于 R, 那 
么 平面 上 充分 接近 P 的 所 有 的 点 也 都 属于 R; (i) R 的 任何 两 点 都 可 以 用 一 条 完全 
“位 于 RR 内 部 的 连续 曲线 连接 起 来 .我 们 还 可 以 将 (i) 表示 成 “R 的 任何 点 都 是 已 
的 内 点 (interior point)”. 于 是 一 个 圆 或 者 一 个 平行 四 边 形 的 内 部 都 是 开 区 域 . R 的 边 
界 (boundary)C 是 由 本 身 并 不 属于 RR 的 、 RR 的 极限 点 组 成 的 集合 . 从 而 一 个 圆 的 边界 
就 是 它 的 圆周 . 一 个 闭 区 域 (closed region)R* 是 一 个 开 区 域 R 加 上 它 的 边界 所 得 的 集 
合 . 我 们 仅 考虑 有 界 区 域 . 
廿 (convex) 区 域 有 两 个 自然 的 定义 , 可 以 证 明 它们 是 等 价 的 . 第 一 个 定义 可 以 说 
成 : R( 或 者 R*) 是 凸 的 , 如 果 R 中 任何 一 条 弦 上 的 每 一 点 ( 即 连接 R 的 任何 两 点 的 
线段 上 的 每 一 点 ) 都 属于 R. 第 二 个 定义 可 以 说 成 : R( 或 者 R*) 是 凸 的 , 如 果 经 过 C 
的 每 一 点 P 都 可 以 画 出 至 少 一 条 直线 1, 使 得 R 中 所 有 的 点 都 在 i 的 某 一 侧 . 于 是 ， 
圆 和 平行 四 边 形 都 是 凸 的 . 对 于 圆 来 讲 , ! 就 是 在 点 P 的 切线 ; 而 对 于 平行 四 边 形 来 
讲 , 每 条 直线 ! 都 是 它 的 一 条 边 (除了 在 顶点 处 以 外 ), 而 在 顶点 处 它 有 无 穷 多 条 符合 
要 求 的 直线 . 
容易 证 明 这 两 个 条 件 的 等 价 性 . 首先 假设 根据 第 二 个 定义 RR 是 凸 的 , 又 设 已 和 
Q 属于 RR 而 PQ 上 有 一 个 点 3 不 属于 R. 部 么 C 上 就 有 一 点 T( 也 可 能 就 是 8 自 
己 ) 在 PS 上 , 且 有 一 条 经 过 了 的 直线 ! 使 得 R 整个 位 于 1 的 一 侧 , 但 因为 所 有 充分 
靠近 P 或 者 Q 的 点 都 属于 R, 这 是 一 对 矛盾 . 
其 次 , 假设 根据 第 一 个 定义 R 是 凸 的 , 已 是 C 的 一 个 点 . 考虑 将 已 和 RR 的 点 联 
接 作出 的 直线 的 集合 L. 如 果 Yi 和 五 是 RR 中 的 点 ,Y 是 YY 上 的 一 个 点 , 那么 了 
就 是 尺 的 一 个 点 且 PY 是 工 中 的 一 条 线 . 于 是 就 有 一 个 角度 ZA4PB, 它 使 得 从 已 出 
发 的 每 一 条 限于 <4PB 内 部 的 直线 均 属于 元, 且 没 有 一 条 从 P 出 发 但 在 4PB 外 部 
的 直线 是 属于 工 的 . 如 果 ZAPB > x, 则 存在 RR 的 点 D, 忆 使 得 DE 通过 已 , 此 时 情 
形 忆 属于 ,但 不 属于 C, 这 是 一 对 矛盾 . 从 而 有 LAPB < x. 如 果 LAPB = x 则 
AB 就 是 一 条 直线 5 如 果 LA4PB < 7, 则 任何 一 条 位 于 这 个 角 的 外 边 且 经 过 点 PP 的 
直线 都 是 直线 1. 
显然 , 凸 性 是 关于 平移 以 及 关于 点 O 的 伸缩 变换 的 不 变量 . 
凸 区 域 R 有 面积 (area) 存在 (例如 它 的 面积 可 以 定义 为 顶点 在 R 内 部 的 小 正方 
形 网 格 总 面积 的 上 界 ). 


定理 37 (Minkowski 定理 ) 任何 关于 点 O 对 称 且 面积 大 于 4 的 西区 域 , 其 内 部 
都 至 少 含有 人 中 异 于 O 的 一 个 点 . 


产 - SS 
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3.10 “Minkowski 定理 的 证 明 


先 来 证 明 一 个 简单 的 定理 , 这 个 定理 的 真实 性 是 “直观 的 ”. 


定理 38 设 Ro 是 包含 点 O 的 一 个 开 区 域 , Rp 是 与 之 全 等 且 关 于 A 中 任 一 点 
已 位 置 类 似 的 一 个 区 域 , 且 诸 区 域 Rp 中 没有 两 个 是 重 登 的 . 那么 Ro 的 面积 不 超过 1. 


如 果 考虑 的 Ro 是 由 直线 x = 土 3,y = 土 界限 的 正方 形 , 定理 就 变 成 “显然 的 "， 
此 时 Ro 的 面积 就 等 于 1, 而 区 域 Rp 加 上 它们 的 边界 将 会 覆盖 住 整个 平面 . 可 以 给 
出 该 定理 的 确切 证 明 如 下 . 

假设 A 是 Ro 的 面积 , 4 是 Co” 的 点 离 点 O 的 最 大 距离 . 考虑 与 A 的 其 坐标 在 
数值 上 都 不 大 于 nn 的 点 所 对 应 的 (2n + 1)? 个 区 域 Rp. 所 有 这 些 区 域 都 位 于 一 个 正 
方形 的 内 部 , 这 个 正方 形 的 边 与 坐标 轴 平 行 且 到 点 O 的 距离 为 n -+ 4. 从 而 (由 于 诸 
区 域 不 相 重 又) 


站 
2 
(2n+1)2A< (2n+24)2，As (+ 全 让 
令 趋向 无 穷 就 得 到 所 要 的 结果 . 

值得 注意 的 是 , 在 定理 38 中 并 没有 用 到 对 称 性 或 者 凸 性 . 

现在 容易 证 明 Minkowski 定理 了 . Minkowski 本 人 给 出 过 两 个 证 明 , 这 两 个 证 明 
基于 凸 性 的 两 个 定义 . 

(1) 取 第 一 个 定义 , 并 假设 Ro 是 将 RR 关于 点 O 收缩 到 它 的 线性 维 数 一 半 所 得 
到 的 结果 . 那么 Ro 的 面积 大 于 1, 于 是 定理 38 中 的 诸 区 域 Rp 中 有 两 个 是 重 登 的 ， 
从 而 有 一 个 格 点 已 存在 , 使 得 Ro 与 Rp 重 登 . 设 8 是 Ro 和 Rp 的 一 个 公共 点 (图 
3a). 如 果 OQ' 与 PQ 相等 且 平行 , 9” 是 Q' 关于 O 的 映像 , 于 是 8', Q” 都 在 Ro 
中 . 这 样 一 来 , 根据 凸 性 的 定义 , QQ" 的 中 点 在 Ro 中 . 但 这 一 点 是 OP 的 中 点 , 于 是 
书 在 尺 中 . 


| (2) 取 第 二 个 定义 , 假设 除了 点 O 以 外 没有 格 点 在 RR 中 . 环绕 O 扩大 R*( 与 R* 
' 一 样 ), 直到 它 首次 包含 一 个 格 点 PP 为 止 . 那么 已 是 C' 的 一 个 点 , 且 有 经 过 点 户 的 


外 我 们 经 常用 C 来 表示 与 R 对 应 的 边界 . 
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一 条 线 1, 比方 说 就 是 (图 3b). 如 果 Ro 是 由 Re 环绕 点 O 将 其 线性 维 数 收缩 到 原 
来 的 一 半 得 到 的 结果 , 又 lo 经 过 OP 的 中 点 且 与 1 平行 ,于 是 lo 对 Ro 来 说 就 是 一 
条 直线 1. 它 显然 也 是 对 Rp 来 说 的 一 条 直线 1, 且 使 得 Ro 和 Rp 各 在 它 相 反 的 两 侧 ， 
从 而 Ro 和 Rp 不 会 互相 重 有 到. 进而 Ro 也 不 和 任何 其 他 的 Rp 重 登 . 但 由 于 Ro 的 
面积 大 于 1, 这 与 定理 38 矛盾 . 

还 有 若干 个 可 供 选择 且 有 意思 的 证 明 , 其 中 最 简单 的 一 个 证 明 由 Mordell 给 出 . 

如 果 已 是 凸 的 且 关 于 点 O 对 称 , 且 Pl 和 忆 是 站 中 的 坐标 为 (zi 加 ) 和 (x2, yo) 
的 点 , 那么 (一 z2, 一 yz), 从 而 坐标 为 3(zl - zz) 和 3( 一 yz) 的 点 M 也 是 RR 的 点 . 

直线 z = 2p/t,y = 24/t( 其 中 t 是 一 个 固定 的 正 整数 , 而 p 和 4 是 任意 的 整数 ) 
把 平面 分 成 面积 为 4/#? 的 正方 形 , 它 的 角 点 是 (2p/t,24/t). 如 果 N(t) 是 R 中 角 点 
的 个 数 , 而 4 是 R 的 面积 , 那么 显然 当 t 一 oo 时 有 4t-2N( 一 4. 如 果 4 > 4 则 对 
大 的 + 有 N(t) > 妇 . 但 是 当 p 和 gq 被 t 除 的 时 候 , 数 对 (p,q) 至 多 给 出 妇 个 不 同 的 
余数 对 . 这 样 一 来 , R 中 就 有 两 个 点 PL 和 环 , 其 坐标 为 2p1/t,2q1/t 以 及 2p2/t,2q2/t， 
使 得 pi -ps 和 qi - qz 两 者 都 能 被 t 整除 . 因此 点 M( 它 属于 R) 是 A 的 一 个 点 . 


3.11 ”定理 37 的 进一步 拓展 


定理 37 的 一 些 进一步 推广 是 第 24 章 中 所 希望 得 到 的 , 在 这 里 我 们 证 明 这 些 结 
果 . 我 们 首先 给 出 一 个 一 般 性 的 说 明 , 这 个 说 明 对 于 3.6 节 以 及 3.9 节 和 3.10 节 中 的 
所 有 定理 都 适用 . 

我 们 始终 主要 对 “基本 的 ” 格 L( 或 者 人 ) 感 兴趣 , 但 是 我 们 能 以 各 种 方式 看 到 , 基 
本 格 的 性 质 是 如 何 作为 格 的 一 般 性 质 再 次 被 陈述 的 . 现在 用 工 或 者 人 来 表示 由 直线 
或 者 由 点 构成 的 格 . 如 果 如 3.5 节 中 那样 , 格 是 以 点 O, P,Q 为 基础 构建 的 , 那么 就 称 
平行 四 边 形 OPRQ 为 工 或 者 A 的 基本 平行 四 边 形 (fundamental parallelogram). 

(i) 可 以 建立 一 个 以 OP, OQ 为 坐标 轴 的 笛 卡 儿 斜 坐标 系 , 并 约定 P 和 Q@ 是 点 
(1,0) 和 (0,1). 那么 基本 平行 四 边 形 的 面积 就 是 


6=OP.OQ.sinw， 
其 中 w 是 OP,OQ 之 间 的 夹 角 .， 在 这 个 坐标 系 中 对 3.6 节 中 的 论证 加 以 解释 就 
证 明了 下 面 的 定理 ，“ 
定理 39 ”变换 (3.6.1) 把 人 变 成 自身 的 充分 必要 条 件 是 A = 土 1. 


定理 40 ”如 果 已 和 加 是 A 的 任意 两 点 那么, 基于 OP 和 OQ 的 格 L' 与 格 卫 
等 价 的 充分 必要 条 件 是 : 由 OP 和 OQ@ 所 定义 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 A 的 基本 平 
行 四 边 形 的 面积 . 

(i 变换 

T=artBy, y=77+6y 
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(现在 这 里 的 a, 6,m,6 是 任意 实数 )? 把 3.5 节 中 的 基本 格 变换 成 由 原点 以 及 点 (ay ?)， 
(8,5) 所 确定 的 格 . 它 把 直线 变 成 直线 , 把 三 角形 变 成 三 角形 . 如 果 三 角形 记 户 P|[ 其 
中 Ri 是 点 (zi,w)] 被 变换 成 三 角形 8182Q@s, 则 这 两 个 三 角形 的 面积 为 


1 T1 1 1 
二 二 
2 rz2 ya 1 
zs3 ys 1 
和 
arit+pBy ?zi+b 1 1 rz1 hn 1 
二 | ore+Pys yr2+i6ye 1 =+5(06 - AB") z2 yp 1|. 

arsa+Bys 7r3+éys 1 z3 ys 1 


于 是 这 两 个 三 角形 的 面积 相差 一 个 常数 因子 |a5 - By|. 同样 的 结论 对 一 般 情形 的 面 
积 也 仍然 为 真 , 这 是 因为 在 一 般 情形 它们 要 么 是 三 角形 的 面积 之 和 , 或 者 是 三 角形 面 
积 之 和 的 极限 . 

这 样 一 来 , 可 以 把 一 个 基本 格 在 适当 的 线性 变换 之 下 的 任何 性 质 加 以 推广 . 定理 
38 的 推广 是 : 


定理 41 假设 和 是 含有 原点 O 的 一 个 格 , 且 Ro( 关 于 A) 满足 定理 38 中 的 条 
件 . 那么 Ro 的 面积 不 超过 A 的 基本 平行 四 边 形 的 面积 . 


既然 要 在 下 一 个 定理 的 证 明 中 用 到 类 似 的 思想 , 所 以 在 这 里 将 这 个 定理 的 证 明 从 
头 到 尾 详尽 地 给 出 是 恰如其分 的 . 这 个 证 明 依照 上 面 (i) 的 路 线 , 实际 上 和 3.10 节 中 
的 方法 相同 . 

直线 


z=+tn, y=+n 


定义 了 一 个 面积 为 4n25 的 平行 四 边 形 TI, 有 A 的 (2n 十 1)? 个 点 记 在 I 的 内 部 或 者 
在 它 的 边界 上 . 来 考虑 与 这 些 点 所 对 应 的 (2n + 1)? 个 区 域 Rp. 如 果 4 是 |z| 和 加 
在 Co 上 的 最 大 值 , 那么 所 有 这 些 区 域 都 在 一 个 面积 为 4(n + 4)26 的 平行 四 边 形 II 
的 内 部 , 该 平行 四 边 形 以 直线 


z= 土 (n 二 A)，y= 土 (n 二 44) 
为 其 边界 , 且 有 
(2n 十 1D)2A<4(m 十 4)265. 


于 是 , 令 n 一 co 就 得 到 
Ag56. 


本 节 中 的 5 与 (i) 中 的 5 无 关 , 它 在 下 面 还 会 重复 出 现 . 
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我 们 还 需要 一 个 关于 极限 情形 A = 5 的 定理 . 假设 Ro 是 一 个 平行 四 边 形 , 在 此 
假设 下 我 们 所 证 明 的 结果 对 于 第 24 章 中 的 目的 来 说 是 足够 的 了 . 

称 两 个 点 (z,y) 和 (z',y) 是 关于 工 等 价 的 (equivalent with respect to 工 ), 如 果 它 
们 在 工 的 两 个 平行 四 边 形 中 有 相似 的 位 置 (因此 , 如 果 一 个 平行 四 边 形 被 平行 移动 到 
与 另 一 个 平行 四 边 形 重合 时 , 这 两 点 就 会 重合 ). 如 果 工 基于 OP 和 0Q, 且 已 和 Q 
是 (zu 如) 和 (zx2,yo), 那么 点 (z1,y) 和 (z2,y2) 等 价 的 条 件 就 是 


T—T=7rT1+sT2, VY —Yy=ry+t sy 
其 中 + 和 s 是 整数 . 


定理 42 ”如 果 Ro 是 一 个 平行 四 边 形 , 其 面积 与 工 的 基本 平行 四 边 形 的 面积 相 
等 , 且 在 Ro 的 内 部 没有 两 个 点 是 等 价 的 , 那么 在 Ro 的 内 部 或 边界 上 就 存在 一 个 点 ， 
它 与 平面 上 任何 给 定 的 点 均等 价 . 


使 用 RS 来 记 与 Rp 对 应 的 闭 区 域 . 

“Ro 不 包含 两 个 等 价 的 点 ”这 一 假设 等 价 于 “任意 两 个 Rp 皆 不 重 登 ” 这 一 假 
设 . 而 “Rs 中 有 一 个 点 与 平面 的 任意 一 点 等 价 ”这 个 结论 等 价 于 “R? 覆盖 整个 平 
面 ” 这 一 结论 . 从 而 要 证 明 的 就 是 : 如 果 A= 5 且 Rp 均 不 重 登 , 那么 Rp 就 一 盖 整 
个 平面 . 

假设 相反 的 情形 出 现 , 则 在 所 有 R$ 的 外 部 就 存在 一 个 点 Q. 这 个 点 Q 在 工 中 
的 某 个 平行 四 边 形 的 内 部 或 者 边界 上 , 且 在 这 个 平行 四 边 形 中 有 一 个 区 域 D, 它 有 正 
的 面积 m 且 在 所 有 Rp 的 外 部 , 又 在 工 的 每 一 个 平行 四 边 形 中 有 一 个 对 应 的 区 域 . 
此 , 在 面积 为 4(n + 4)25 的 平行 四 边 形 II 的 内 部 , 所 有 的 Rp 的 面积 不 超过 

4(6 —n)(n+ A+1)?, 
由 此 得 出 
(2n+1)5 < 4(6—n)(n+ A+1)?. 
这 样 一 来 , 令 一 co 就 有 
6<6—7. 

这 是 一 对 矛盾 , 由 此 就 证 明了 定理 . 

最 后 , 要 说 明 的 是 所 有 这 些 定理 都 可 以 推广 到 任意 维 数 的 空间 中 去 . 比方 说 , 如 
果 A 是 三 维 空间 中 的 基本 点 格 , 即 形 如 (z,y,z) 且 坐 标 为 整数 的 点 的 集合 , R 是 一 个 
关于 原点 对 称 的 凸 区 域 , 且 其 体积 大 于 8, 那么 在 R 中 就 存在 A 的 异 于 O 的 点 . 在 n 
维 空间 中 8 应 代 之 以 2". 第 24 章 还 要 讨论 一 下 这 个 推广 , 但 并 不 需要 新 的 思想 . 


本 章 附 注 


3.1 节 . “Farey 数列 " 的 历史 非常 有 趣 . 定理 28 和 定理 29 似乎 是 在 1802 年 由 Haros 首先 提 
出 并 予以 证 明 的 , 见 Dickson, History, i, 156. Firey 直到 1816 年 才 在 Philosophical Magazine 的 “ 
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一 篇 注 记 中 陈述 了 定理 29. 他 没有 给 出 证 明 , 且 这 个 定理 也 不 像 是 他 所 发 现 的 , 因为 他 充其量 似乎 
也 就 一 直 是 一 位 很 平凡 的 数学 家 而 已 . 

然而 Cauchy 看 到 了 Farey 的 陈述 并 补充 了 证 明 ( Erercices de mathématique, i, 114-116). 
通常 数学 家 们 都 依照 Cauchy 的 说 法 , 把 这 个 结果 归功 于 Farey, 于 是 这 个 数列 就 一 直 冠 以 他 的 名 
字 . 

有 关 Farey 数列 的 更 完整 的 说 明 , 见 Rademacher，Lectures in elementary number the- 
ory(New York，Blaisdell，1964)。 更 详细 的 内 容 参 见 Huxley, Acta Arith 18(1971), 281-287 
以 及 Hall, J. London Math. Soc. (2)2 (1970), 139-148. 

3.3 节 . Hurwitz，Math、4mnnalem 44(1894), 417-436，H. G. Diamond 教授 使 我 们 注意 到 在 
较 早 的 版 本 中 这 处 证 明 的 不 完整 性 . 

3.4 节 . Landau, Vorlesungen, i, 98-100. 

3.5 节 至 3.7 节 . 这 里 我 们 采用 了 P6lya 教授 的 讲义 中 的 路 线 . 

3.8 节 . 定理 36 见 Landau, Vorlesungen, i. 100. 

3.9 节 . 读者 不 必 对 这 一 节 里 给 出 的 “区 域 *、“ 边 界 ” 等 定义 给 予 太 多 关注 , 他 们 可 以 通过 像 
平行 四 边 形 、 多 边 形 或 者 椭圆 这 样 的 初等 区 域 来 进行 思考 而 不 会 失去 什么 . 凸 区 域 是 一 类 简单 区 
域 , 而 不 涉及 “拓扑 ”方面 的 难度 . 凸 区 域 有 面积 这 一 结论 是 由 Minkowski 首先 证 明 的 (Geometrie 
der Zahlen, 第 2 章 ). 

3.10 节 .Minkowski 的 第 一 个 证 明 可 以 在 Geometrie der Zahlen, 73-76 中 找到 , 他 的 第 二 个 
证 明 给 出 在 Diophantische Approrimationen，28-30 中 .Mordell 的 证 明 是 在 Compositio Math. 
1(1934), 248-253 中 给 出 的 . 另外 一 个 有 趣 的 证 明 是 由 Hajés, Acta Univ. Hungaricae(Szeged)， 
6(1934), 224-225 给 出 的 : 这 在 本 书 第 1 版 中 作 了 详尽 的 疼 述 . 


第 4 章 无 理 数 


4.1 概 论 


如 同 在 分 析 教 科 书 中 解释 的 那样 “无 理 数 ” 的 理论 被 划分 在 算术 范围 之 外 . 数论 
首先 是 研究 整数 , 接 下 来 是 研究 有 理 数 ( 它 可 以 看 成 是 整数 之 比 ), 然后 才 是 特殊 形式 
的 无 理 数 、 实 数 或 者 复数 , 比如 


ri+sV3, r+svV-s, 


其 中 > 和 s 是 有 理 数 . 数论 一 般 并 不 研究 全 体 无 理 数 或 者 无 理性 的 一 般 判 别 法 (尽管 
这 是 一 个 我 们 并 不 很 重视 的 限制 ). 

然而 , 还 有 许多 无 理性 的 问题 可 以 看 成 是 算术 的 一 部 分 . 关于 有 理 数 的 定理 可 以 
被 重新 表述 成 关于 整数 的 定理 . 因此 , 定理 


“m3 十 83 = 二 3 没有 有 理 数 解 ” 
可 以 被 重新 表述 成 下 述 形式 : 
“a3g3 + 303 = 303d3 没有 整数 解 ”. 
对 于 涉及 “无 理性 " 的 许多 定理 而 言 , 同样 也 可 以 进行 重新 表述 . 比方 说 
“V5 是 无 理 数 ” (P) 


的 含义 是 
“a2 = 2b? 没有 整数 解 ”， (9) 
这 样 它 就 作为 一 个 真正 的 算术 定理 出 现 了 ， 我 们 用 不 着 超出 算术 的 正常 范围 就 可 以 
问 :“V3 是 无 理 数 吗 ?”, 而 且 也 不 必 问 “V3 的 意义 是 什么 ? ” 我 们 不 需要 对 单个 符 
号 V2 作 任何 解释 , 因为 (P) 的 意义 是 作为 一 个 整体 定义 的 , 且 与 (Q) 的 含义 相同 .? 
本 章 将 研究 问题 
“z 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ?”， 


这 里 > 是 一 个 像 V2, e 或 者 x 这 样 的 数 , 这 些 数 很 自然 地 出 现在 分 析 中 . 


站 简 言 之 , 这 里 V2 可 以 在 Principia Mathematica 的 意义 下 作为 “不 完全 的 符号 ”来 处 理 . 
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4.2 ”已 知 的 无 理 数 


我 们 考虑 的 问题 一 般 来 说 是 很 困难 的 , 只 对 少数 不 同类 型 的 数 > 找到 了 问题 的 
解答 . 在 本 章 里 , 我 们 仅 把 注意 力 集中 在 几 个 最 简单 的 情形 , 不 过 首先 对 这 方面 已 知 
的 结果 给 出 一 个 概述 也 许 更 加 方便 . 这 个 陈述 必定 是 粗略 的 , 因为 任何 精确 的 陈述 都 
需要 我 们 在 此 基础 上 进行 定义 . 

概括 地 说 , 在 分 析 中 出 现 的 各 种 数 之 中 , 有 两 种 类 型 的 数 的 无 理性 已 经 得 到 确认 . 

(a) 代数 无 理 数 . V2 的 无 理性 是 由 Pythagoras 或 者 他 的 学 生 证 明 的 , 后 来 希腊 
数学 家 把 这 个 结论 推广 到 了 V3 及 其 他 的 平方 根 . 现在 容易 证 明 : 一 般 来 说 , 对 整数 
m 和 N，YN 都 是 无 理 数 . 更 一 般 地 , 由 整 系数 代数 方程 所 定义 的 数 , 除了 “明显 ” 是 
有 理 数 的 以 外 , 可 以 用 Gauss 的 一 个 定理 证 明 它 们 都 是 无 理 数 . 我 们 要 在 4.3 节 中 来 
证 明 这 个 定理 (定理 45). 

(b) 数 e 和 以 及 由 它们 得 出 的 数 . 容易 证 明 e 是 无 理 数 ( 见 4.7 节 ). 证 明 很 简 
单 , 且 只 涉及 该 定理 后 来 的 推广 中 所 含 的 最 基本 的 思想 , x 是 无 理 数 , 但 对 此 并 没有 真 
正 简单 的 证 明 . e 和 x 的 所 有 赛 以 及 e 和 x 的 有 理 系数 多 项 式 都 是 无 理 数 . 像 


ev3, ev5， Vie¥a, ln2 


这 样 的 数 都 是 无 理 数 ， 我 们 将 在 第 11 章 中 (11.13 节 至 11.14 节 ) 回 过 来 讨论 这 个 
问题 . 

直到 1929 年 才 发 现 的 一 些 定理 , 它们 在 所 有 重要 的 方面 都 超越 了 11.13 节 至 
11.14 节 中 的 那些 结果 . 最 近 又 有 人 证 明了 还 有 某 些 种 类 的 数 也 是 无 理 数 , 诸如 数 


人 2v5， ex 
就 位 列 其 中 . 而 像 

Fa TV 
以 及 “Euler 常数 "Y? 这 样 的 数 的 无 理性 仍 未 获得 证 明 . 


4.3 ” ”Pythagoras 定理 及 其 推广 
首先 要 来 证 明 
定理 43(Pythagoras 定理 ) V5 是 无 理 数 . 


我 们 将 对 此 定理 给 出 两 个 证 明 . 这 个 定理 及 其 最 简单 的 推广 (虽然 其 价值 微 不 足 
道 ) 仍 值得 深入 研究 . 古 希腊 关于 比例 的 理论 以 同 种 的 量 一 定 是 可 公 度 的 这 一 假设 作 


D7= imo(1 十 到 十 … 十 圭一 inm). 


n 
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为 基础 , 是 Pythagoras 的 发 现 揭示 了 这 个 理论 的 缺陷 , 从 而 为 Budoxus 建立 更 为 深入 
的 理论 ( 见 《几何 原本 》 第 5 卷 ) 打通 了 道路 . 
(i) 第 一 个 证 明 . 如 果 V2 是 有 理 数 , 那么 方程 


a2 = 2b? (4.3.1) 


就 有 整数 解 a,b, (a,b) = 1. 故 有 bla?, 于 是 对 b 的 任何 素 因子 p 都 有 pla2. 由 此 推出 
有 pla. 既然 有 (a,5) = 1, 这 是 不 可 能 的 . 从 而 有 b= 1, 而 这 显然 也 是 错误 的 . 

(ii) 第 二 个 证 明 . Pythagoras 的 传统 证 明 叙 述 如 下 . 由 (4.3.1) 可 以 看 出 a? 是 偶 
数 , 于 是 a 也 是 偶数 , 也 即 a = 2c. 从 而 好 = 2c?, 且 b 也 是 偶数 , 这 与 假设 (a,b) = 1 
了 矛盾. 

这 两 个 证 明 非 常 相似 , 不 过 有 一 个 重大 的 区 别 . (i) 中 考虑 的 是 被 一 个 给 定 的 数 2 
整除 的 性 质 . 显然 , 如 果 2la?, 则 有 2la, 这 是 因为 奇数 的 平方 必 为 奇数 . 另 一 方面 , (i) 
中 考虑 的 是 被 未 知 的 素数 p 整除 的 性 质 , 且 事 实 上 假设 了 定理 3 成 立 . 所 以 从 逻辑 上 
讲 (i 是 更 为 简单 的 证 明 . 然而 , 下 面 就 会 看 到 , (i) 更 有 助 于 进行 推广 . 

现在 来 证 明 更 一 般 的 定理 . 


定理 44 WN 是 无 理 数 , 除非 N 是 一 个 整数 nn 的 m 次 紧 . 


(者 ) 假设 
am = Nbm， (4.3.2) 


其 中 (a,5) = 1. 则 有 bla™, 于 是 对 5 的 任何 素 因子 p 都 有 pla™. 因此 有 pla, 由 此 与 
前 一 样 得 出 有 b= 1. 可 以 看 出 这 个 证 明 与 定理 43 的 第 一 个 证 明 几 乎 完全 一 样 . 
(iv) 为 了 不 用 定理 3 来 对 m = 2 证 明定 理 44, 假设 


My ee 
C 
其 中 a,b,c 是 整数 , 0 < b<c 且 b/c 是 使 此 式 为 真 的 具有 最 小 分 子 的 分 数 . 因此 有 
ON = (ca+b)? = a?c? + 2abc+b, 
故而 clt?, 也 即 有 妇 = cd. 从 而 有 
VN = oA 
路 b 


以 及 0 < d<b, 这 是 一 对 矛盾 . 由 此 推 得 VN 是 整数 或 者 是 无 理 数 . 
一 个 更 为 一 般 的 定理 是 : 


定理 45 “如果 z 是 首 项 系数 为 1 的 整 系数 方程 


2m 十 clzm -1 十 … 十 cm 一 0 
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的 一 个 根 , 那么 7 要 么 是 整数 , 要 么 是 无 理 数 . 

特别 地 , 如 果 方 程 为 

z™—N=0, 

则 定理 45 转化 为 定理 44. 

显然 可 以 假设 cm 冯 0. 我 们 如 上 面 的 (ii) 那样 来 进行 讨论 . 如 果 > = a/b, 这 里 
(a;,b) = 1, 那么 

am 十 clam b+ +cmb™ = 0. 

于 是 bla™, 于 是 与 前 面 一 样 推出 b= 1. 

有 可 能 对 一 般 的 m 来 证 明定 理 44, 而 且 不 用 定理 3 也 可 以 证 明定 理 45, 不 过 这 
样 的 论证 要 稍微 元 长 一 点 . 


4.4 ”基本 定理 在 定理 43 至 定理 45 证 明 中 的 应 用 


鉴于 4.5 节 中 关于 历史 的 讨论 , 所 以 应 该 特别 注意 在 4.3 节 的 证 明 、 算 术 其 本 定 
理 的 证 明 或 者 “等 价 的 ”定理 3 的 证 明 中 所 用 到 的 东西 . 
定理 44 的 证 明 (过 ) 中 的 关键 推理 是 


“pla™ 一 pla”. 


这 里 用 到 了 定理 3， 同 样 的 说 明 对 定理 43 的 第 一 个 证 明 也 适用 , 唯一 的 简化 是 对 
m 二 2 的 情形 . 在 这 些 证 明 中 定理 3 起 着 至 关 重 要 的 作用 . 

在 定理 43 的 第 二 个 证 明 中 情形 有 所 不 同 , 因为 这 里 考虑 的 是 被 特殊 的 数 2 整除 
的 性 质 . 我 们 需要 “2|a? 一 2|a”, 这 可 以 用 枚 举 法 加 以 证 明 , 而 不 必 求 助 于 定理 3. 由 
5 导 


(2s+1)?= 4s?+4s+1, 
如 我 们 已 经 说 明 过 的 , 奇数 的 平方 是 奇数 , 由 此 即 得 结论 . 
对 于 任何 特殊 的 m 和 N, 可 以 用 类 似 的 枚 举 法 来 证 明定 理 44， 比 方 说 , 假设 
m = 2, N = 5. 我 们 需要 “5|a? 一 5la”. 现在 任何 不 是 5 的 倍数 的 数 都 有 下 列 形式 之 
一 : 5m 十 1, 5m 十 2, 5m 十 3, 5m 十 4, 这 些 数 的 平方 被 5 除 的 余数 是 1, 4, 4, 1. 
如 果 m = 2, N = 6, 我 们 对 6 的 最 小 素 因子 2 来 进行 讨论 , 其 证 明 与 定理 43 的 
第 二 个 证 明 几乎 完全 一 样 . 对 于 m = 2 和 


和 = 2,3,5,6,7,8,10,11,12, 13, 14, 15, 17, 18, 


用 因子 

d = 2,3,5,2,7,4,2,11,3,13,2,3,17,2 
来 加 以 讨论 : 在 N 是 一 个 奇数 倍数 的 情形 , a 是 N 的 最 小 素 因 子 ; 而 在 N = 8 的 情 
形 , d 是 这 个 素 因子 的 一 个 适当 的 血 . 对 于 其 中 的 某 些 情形 实地 进行 证 明 是 有 益 的 , 仅 


45 历史 杂谈 4 


仅 是 在 N 为 素数 时 , 其 证 明 才 完全 按照 原来 的 格式 进行 , 而 如 果 N 的 值 很 大 , 证 明 
会 变 得 繁琐 宛 长 . 

可 以 类 似 地 处 理 像 m = 3, N = 2,3 或 者 5 这 样 的 情形 , 但 我 们 仅 限于 讨论 4.5 
节 至 4.6 节 中 所 涉及 的 那些 情形 . 


4.5 历史 杂谈 


我 们 并 不 清楚 是 在 什么 时 候 以 及 由 谁 发 现 了 “Pythagoras 定理 ”. Heath" 说 :“ 这 
个 发 现 很 难说 是 由 Pythagoras 本 人 做 出 的 . 但 这 个 发 现 肯定 是 在 他 的 学 派 中 做 出 的 .” 
Pythagoras 生活 在 大 约 公元 前 570 至 前 490 年 . 诞生 在 大 约 470 年 2 的 Democritus 
曾经 写 过 “在 无 理 线 以 及 立体 上 ”这 样 的 话 , 并 且 还 说 过 “很 难 拒绝 V2 的 无 理性 在 
Democritus 的 时 代 之 前 就 已 经 被 人 发 现 的 结论 ”. 

看 起 来 在 超过 50 年 的 时 间 里 没有 对 此 定理 作出 推广 . Plato 的 Theaetetus 这 篇 对 
话 中 有 一 段 很 著名 的 论述 , 其 中 提 到 Theodorus(Plato 的 老师 ) 证 明了 


的 无 理性 ,“( 他 ) 取 所 有 个 别 的 情形 一 直 做 到 17 平方 英尺 的 平方 根 , 就 在 这 儿 , 由 于 
某 种 原因 , 他 止步 不 前 , 停 了 下 来 ". 对 此 我 们 缺乏 确切 的 信息 , 而 且 我 们 对 Theodorus 
的 其 他 发 现 也 一 无 所 知 , 但 是 Plato 生活 在 公元 前 429 至 前 348 年 , 因而 这 项 发 现 的 
合理 日 期 应 该 是 在 公元 前 大 约 410 至 前 400 年 . 

至 于 Theodorus 如 何 证 明 他 的 定理 , 这 个 问题 使 每 个 历史 学 家 都 绞 尽 了 脑汁 . 自 
然 会 猜想 他 是 用 了 如 同 在 4.4 节 里 讨论 过 的 Pythagoras“ 传 统 " 方法 的 某 种 修改 . 在 那 
种 情形 中 , 由 于 他 不 可 能 已 经 知道 基本 定理 ,2 而 且 他 也 不 可 能 知道 Euclid 的 定理 3 ， 
因而 他 可 能 像 我 们 在 4.4 节 末 尾 讨论 的 那样 来 进行 论证 . 对 此 的 反对 意见 是 (反对 意 
见 系 由 Zeuthen 和 Heath 这 样 的 历史 学 家 给 出 ); (i) 这 个 证 明 非常 明显 地 采用 了 对 于 
V2 的 证 明 , 因而 不 应 该 被 看 成 新 东西 ; (ii) 早 在 证 明 V17 之 前 就 明显 可 以 看 出 , 这 个 
证 法 是 通用 的 . 然而 , 对 于 这 种 观点 , 应 该 注意 到 Theodorus 不 得 不 重新 考虑 每 个 不 
同 的 d, 且 处 理 VI、V13 以 及 V17( 在 V17 之 后 还 潜藏 有 V19 和 V23) 时 的 工作 量 
非常 大 , 这 才 是 公正 的 . 

然而 , 有 关 Theodorus 的 证 明 方法 还 有 另外 两 个 猜想 . 这 些 方法 非常 复杂 , 一 个 
是 在 V17, 另 一 个 是 在 V19. 它们 中 的 哪 一 个 与 希腊 词汇 jexp7[ 它 被 Heath 翻译 成 
“直到 *, 它 的 含义 是 指 “ 直 到 且 不 包含 " 还 是 “直到 且 包 含 "(“through” 一 词 的 美国 用 
法 ) 呢 ?] 的 精确 含义 关系 更 密切 呢 ? 正统 的 学 者 们 告诉 我 前 者 更 有 可 能 , 如 果 是 这 样 ， 
下 面 的 由 MeCabe 提出 的 方法 就 是 一 个 很 有 可 能 的 证 法 . 它 的 优点 是 本 质 上 依赖 于 
奇数 和 侦 数 之 间 的 区 别 , 这 在 古 希 腊 数 学 中 是 很 重要 的 . 

@ Thomas Heath, A manual of Greek mathematics, 54-55. 引号 中 所 引用 的 内 容 , 除非 特别 指出 是 其 他 

作者 所 作 , 否则 均 取 自 这 本 书 或 者 取 自 同一 作者 的 A history of Greek mathematics 一 书 . 
加 另 一 说 为 公元 前 460 年 . 一 一 译 者 注 
图 有 关 这 一 点 的 进一步 讨论 , 见 12.5 节 . 
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对 NN 的 连续 值 考虑 VN, 由 于 Theodorus 已 经 处 理 了 Vn, 所 以 他 可 能 会 忽略 
N= hn 的 情形 . N 的 其 他 偶数 值 形 如 2(2n + 1), 而 V2 的 证 明 可 以 立即 推广 到 这 种 
情形 . 这 样 一 来 , 我 们 只 需要 考虑 N 为 奇数 的 情形 . 对 这 样 的 N, 如 果 VN = a/b 且 
(a,6) = 1, 我 们 就 有 Nb? = a?, 且 a 和 4 两 者 必定 均 为 奇数 . 记 a =24+1,b=2B+1， 
于 是 就 得 到 

N(2A+1)? = (2B +1)2. 
数 NN 必定 有 下 述 形式 之 一 : 


4n+3,， 8n+5, 8n+l1. 
如 果 N = 4n 十 3, 将 该 等 式 乘 开 并 除 以 2 就 得 到 
8nA(A+1)+6A(A+1)+2n+1=2B(B+1), 


这 是 不 可 能 的 , 因为 它 的 一 边 是 奇数 , 而 另 一 边 却 是 偶数 . 如 果 N = 8n +5, 再 次 将 该 
等 式 乘 开 并 除 以 4 就 有 


8nA(A+1)+5A(A+1)+2n+1= B(B+1), 


这 仍然 是 不 可 能 的 , 因为 A(4 +1) 和 B(B + 1) 都 是 偶数 . 
剩 下 的 是 形 如 8n + 1 的 数 , 也 即 1,9,17,…, 其 中 1 和 9 是 平凡 的 , 困难 首先 出 
现在 N = 17 上 . 如 前 面 一 样 进行 讨论 , 得 到 方程 


17(B?+B)+4= A?+A, 


它 的 两 边 都 是 偶数 . 这 样 就 必须 考虑 多 种 可 能 性 , 因而 问题 就 变 得 复杂 多 了 . (读者 不 
妨 动手 尝试 一 下 .) 因此 , 如 果 这 就 是 Theodorus 的 方法 , 他 会 很 自然 地 恰好 在 V17 之 
前 止步 . 

Zeuthen 提出 一 个 有 意思 的 方法 , 这 个 方法 涉及 经 过 几 个 变换 后 开始 无 限 循环 的 
比值 , 这 就 引导 出 一 个 反 证 法 . 这 项 工作 一 直 延 伸 到 17 并 包含 17, 而 18 当然 是 平凡 
的 , 但 是 19 在 达到 无 限 循环 的 链 之 前 需要 8 个 比值 . 我 们 在 4.6 节 中 要 给 出 他 对 V5 
的 证 明 . 但 是 , 即使 yexpr 在 这 段 文字 中 的 含义 是 “直到 且 包 含 ", Plato 或 许 更 有 理 
由 说 过 “直到 且 包含 18”. 总 而 言 之 , McCabe 的 猜想 看 起 来 是 最 合理 的 . 


4.6 ”V5 无 理性 的 几何 证 明 


Zeuthen 提出 的 证 法 随 着 数 的 变化 而 变化 .其 变化 本 质 上 依赖 于 表示 VN 的 周 
期 连 分 数 ” 的 形式 , 我 们 取 最 简单 的 情形 (N = 5) 作为 一 个 有 代表 性 的 例子 . 
用 


z=3(V5-1) 


四 见 10.12 节 . 
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来 进行 讨论 . 这 样 就 有 


2Z2 一 1 一 2. 
从 几何 上 说 , 如 果 AB = 1, 4C = z, 那么 
AC?= AB.CB 


且 4B 被 C 点 划分 成 “黄金 分 割 比例 ”. 这 些 关系 在 圆 内 接 正 五 边 形 的 构造 中 是 基本 
的 (Buclid 《几何 原本 》 第 4 卷 , 命题 11). 

如 果 用 z 来 除 1, 取 最 大 可 能 的 整数 商 , 也 就 是 1,? 余数 是 1 - z = z?. 如 果 用 
xz2 来 除 zx, 商 再 次 为 1, 而 余数 是 z - z2 = zx3. 接 下 去 再 用 z3 来 除 r?, 并 无 限 继续 
这 个 过 程 . 在 每 一 步 , 被 除数 、 除 数 以 及 余数 的 比值 都 是 同样 的 . 从 几何 上 说 , 如 果 取 
CC 与 CB 相等 且 方 向 相反 , C4 在 C1 被 分 成 的 比例 与 4B 在 C 被 分 成 的 比例 相 
同 , 也 即 黄金 分 割 比 . 如 果 取 C1C2 与 C14 相等 且 方 向 相反 , 那么 C1C 在 C2 被 分 成 
黄金 分 割 比 . 如 此 下 去 ( 见 图 4). ?由 于 每 一 步 我 们 都 在 处 理 被 分 成 同样 比例 的 线段， 
故而 这 个 过 程 是 不 可 能 终结 的 . 


A CQ G C B 
OC 


图 4 
容易 看 出 , 这 与 z 的 有 理性 的 假设 矛盾 . 如 果 z 是 有 理 数 , 那么 4B 和 4C 都 是 
同一 个 长 度 5 的 整 倍数 , 同样 的 结论 对 
CiC=CB= AB- AC, CiC;2= AC1= AC — C1C,:.: 


也 为 真 , 也 就 是 说 , 所 有 这 些 线段 都 在 该 图 中 . 因此 可 以 构造 一 个 由 6 的 整 倍数 组 成 
的 递减 的 无 穷 序列 , 而 这 显然 是 不 可 能 的 . 


4.7 ”更 多 的 无 理 数 


根据 定理 44 可 以 知道 , V7, ?5, V11.…. 都 是 无 理 数 . 根据 定理 45, z = V2+ V3 
是 无 理 数 , 这 是 因为 它 不 是 整数 且 满 足 方程 


24 一 10z2 十 1= 0. 
如 同 我 们 将 在 第 9 章 和 第 10 章 中 看 到 的 那样 , 可 以 利用 十 进 制 小 数 或 者 连 分 数 任意 


地 构造 出 无 理 数 . 但 是 , 如 果 没 有 我 们 在 11.13 节 和 11.14 节 要 证 明 的 那些 定理 , 要 想 
把 在 分 析 中 自然 出 现 的 许多 数 添加 到 我 们 的 无 理 数 行列 中 来 , 可 不 是 一 件 容易 的 事 . 
加 因为 去 <z < 1. 
加 CzCs 与 CaC 相等 且 方 向 相反 ,CsCs 与 C3C1 相等 且 方 向 相反 ，……… - 所 定义 的 新 线段 交替 地 向 
左边 和 右边 进行 度量 . 
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定理 46 lg2 是 无 理 数 . 


这 个 结论 是 平凡 的 , 因为 2 
lg2= 5 


就 将 含 2 = 10", 而 这 是 不 可 能 的 . 更 一 般 地 , log,, m 是 无 理 数 , 如 果 m 和 m 是 整数 ， 
且 二 者 中 有 一 个 数 有 一 个 另 一 个 数 所 没有 的 素 因子 . 


定理 47 e 是 无 理 数 . 
假设 e 是 有 理 数 , 比方 说 。= oa/ 其 中 a 和 5b 是 整数 . 如 果 上 >b 上 且 


LE 1 
a=M(e-1- 击 -让 一 让 )， 
那么 blk! 和 a 是 一 个 整数 . 但 是 
0 号 1 下 
< 可 二 
而 这 是 一 对 矛盾 . 


在 这 个 证 明 中 , 假设 定理 不 真 , 从 而 推导 出 a(i) 是 整数 , ( 是 正 数 , (iii) 小 于 1， 
这 就 得 到 一 个 明显 的 矛盾 .通过 对 同样 思想 的 更 加 精致 的 应 用 再 来 证 明 两 个 进一步 
的 定理 . 

对 任意 的 正 整数 n, 记 


2n 
f=10) = 0 - 古 》 oozm， 


其 中 cm 均 为 整数 , 对 0 < zx <1 我们 有 
0< f(z) < 二 (4.7.1) 
又 有 f(0) = 0 以 及 f("(0) = 0( 如 果 mm < 或 者 m > 2n). 但 是 , 如果 n < m < 2n, 
A 7 = 于 on 
是 一 个 整数 . 因此 f(z) 和 它 的 所 有 导数 在 x = 0 都 取 整 数值 . 由 于 f(1 - z) = f(z)， 
故 同样 的 结论 对 z = 1 也 为 真 . 
定理 48 ”对 每 个 有 理 数 y 关 0, ev 都 是 无 理 数 . 


如 果 y = h/k 且 ev 是 有 理 数 , 则 exv = er 亦 然 . 再 次 , 如 果 e-* 是 有 理 数 , 则 en 
亦 然 . 于 是 只 要 证 明 “ 如 果 hh 是 正 整 数 , 则 et 不 可 能 是 有 理 数 ” 就 够 了 . 假设 此 结论 
不 真 , 则 有 en = a/b, 其 中 a 和 b 都 是 正 整 数 . 记 


F(z) = he" f(z) — her f(z) + hf D(z) + f(z), 


本 章 附注 


从 而 F(0) 和 F(1) 都 是 整数 . 我 们 有 

于 {esF(z)} = er {hF(z) + F(z)} = hentlehs f(z). 
于 是 

中 ptehs f(z)dz = 0 [ers F(z)] | = aF(1) ~ bPF(0) 
是 一 个 整数 . 但 由 (4.7.1) 知 , 对 足够 大 的 n 有 


bh2nen 
nl 


1 
0< 可 ji2n+lehzf(zjdz < 
0 
这 是 一 对 矛盾 . 
定理 49 区 和 并 是 无 理 数 . 
设 m2 是 有 理 数 , 则 有 x? = a/b, 其 中 a 和。 都 是 正 整数 . 记 
GO) = 6" {10) — m0) tO z) -+ 1) (ae)}, 
从 而 G(0) 和 G(1) 都 是 整数 有 
二 {G'(z)sin rz — xnG(T) cosrz} 


= {G"(z) + 2G(z)} sinnz = or2n+2f(z)sin rz 
= ma" sin xrf (7). 


于 是 ， 
工 | a" sinnrf(r)dr 
0 


是 一 个 整数 . 但 是 由 (4.7.1) 知 , 对 足够 大 的 n 有 


1 1 
= [= Ge) eos = G(0) + G(1) 
pa 0 


0< | esinrz/ (oe 4 到 we 
这 是 一 对 矛盾 . 
本 章 附 注 


45 


4.2 节 ，e 和 x 的 无 理性 是 由 Lambert 在 1761 年 证 明 的 , 而 er 的 无 理性 是 由 Gelfond 在 


1929 年 证 明 的 . 见 第 11 章 的 “本 章 附 注 ”. 


4.3 节 至 4.6 节 ， 对 希腊 数学 感 兴 趣 的 读者 请 参看 4.5 节 中 提 到 的 Heath 的 书 , 也 见 van 
der Waerden, Science Awakening(Gronnigen, Nordhoff, 1954) 以 及 Knorr, Evolution of the 
Buclidean Elements(Boston, Reidel, 1975). 至 于 McCabe 对 Theodorus 证 明 方 法 的 猜想 , 请 见 


McCabe, Math. Mag. 49(1976), 201-203. 
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我 们 并 未 给 出 专门 的 参考 文献 , 也 不 打算 对 希腊 定理 指定 它们 真正 的 发 现 者 . 所 以 我 们 是 在 用 
“Pythagoras” 来 代表 “Pythagoras 学 派 的 某 些 数学 家 ”. 

4.3 节 . Alexander Oppenheim 性 十 发 现 了 定理 44 的 证 明 (iv)( 由 R. Rado 教授 作 了 改进 )， 
而 定理 45 的 对 应 的 证 明 参 见 4.3 节 的 末尾 . 在 Gauss, D.A. 一 书 第 42 章 中 对 定理 45 以 更 一 般 
的 形式 给 出 了 证 明 . 

4.7 节 . 我 们 给 出 的 定理 48 的 证 明基 于 Hermite 的 证 明 (Buvres, 3，154), 而 我 们 给 出 的 定 
理 49 的 证 明基 于 Niven 的 证 明 [Bulletin Amer. Math. Soc. 53(1947), 509]. 


第 5 章 ” 同 余 和 剩余 


5.1 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 
我 们 已 经 定义 了 两 个 数 a 和。 的 最 大 公约 数 (a,5). 关于 这 个 数 有 一 个 简单 的 公 
分 别 用 min(z,y) 和 max(z,y) 表示 z 和 y 中 较 小 的 和 较 大 的 那个 数 . 例如 ， 


min(1,2) = 1， max(1l,1) = 1. 
定理 50 ”如 果 


a=TIz* (a>0%,” 5=IIr (>0), 
p p 
那么 
(5) = TIr™™®. 
p 


本 定理 是 定理 2 以 及 最 大 公约 数 (a, 5) 的 定义 的 直接 推论 . 
两 个 整数 c 和 bb 的 最 小 公 倍 数 (least common multiple) 是 同时 能 被 a 和。b 整除 
的 最 小 正 数 . 用 {a,5} 来 表示 , 于 是 有 


al{a,b} , bl{a,b}, 
并 且 {a,6b} 是 有 此 性 质 的 最 小 的 数 . 
定理 51 在 定理 50 的 记号 下 , 有 


fo 中 = I 
p 


四 符号 
IIyrw) 
表示 取 放 p 的 所 有 素数 值 的 江 积 . 而 符号 ” 
II rom 
plm 


则 表示 取 遍 所 有 整除 m 的 素数 的 乘积 . 在 定理 50 的 第 一 个 公式 中 , 除非 有 pla, 否则 相应 的 a 等 于 0 
(从 而 该 索 积 中 实际 上 只 有 有 限 项 ). 也 可 以 将 它 写成 
a=Ir", 
pla 


此 时 的 每 个 a 都 是 正 数 . 
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由 定理 50 和 定理 51 可 以 推出 
ab 
定理 52 f{a,b} = ro 
如 果 (a,b) = 1, 则 称 a 与 5 互 素 (coprime). 诸 数 a,b,c,:… ,大 称 为 互 素 的 , 如 果 其 
中 任意 两 个 数 都 互 素 . 说 这 些 数 是 互 素 的 要 强 于 说 


(a, bc .…, k)=1, 


后 者 仅 表示 除了 1 以 外 , 不 存在 其 他 的 数 能 同时 整除 a,b,c,… ,k 中 所 有 的 数 . 
有 了 时候 我 们 说 “a 和 6 没有 公约 数 ” 是 指 它们 没有 大 于 1 的 公约 数 , 也 即 它们 互 
素 . 


5.2 ” 同 余 和 剩余 类 
如 果 m 是 z -a 的 一 个 因子 , 就 说 z 和 a 关于 模 m 同 余 , 并 记 为 
Za (mod m). 


这 个 定义 并 没有 引进 任何 新 的 思想 , 因为 “z=a (mod m)” 和 “ml(z 一 a)” 有 同样 的 
含义 , 但 是 每 一 种 记号 都 有 它 自己 的 优点 . 我 们 已 经 在 2.9 节 中 使 用 “ 模 " 这 个 词 表 
示 另 外 的 意义 , 但 是 这 种 多 义 性 不 会 产生 任何 混淆 .2 

用 z 关 a (mod m) 表示 z 和 a 不 同 余 . 

如 果 zsa (mod m), 那么 a 就 叫做 z 模 m 的 一 个 剩余 (residue). 若 0<a< 
m 一 1, 那么 a 称 作 是 z 模 m 的 最 小 剩余 (least residue).” 因 此, 关于 模 m 同 余 的 两 
个 数 a 和 b 就 有 相同 的 剩余 (mod m). 模 m 的 一 个 剩余 类 (class of residue) 是 由 与 
某 个 给 定 的 剩余 (mod m) 同 余 的 所 有 数 所 组 成 的 一 个 类 , 这 个 类 的 每 一 个 成 员 都 叫 
做 这 个 类 的 一 个 代表 (representative). 显然 , 总 共有 mm 个 剩余 类 , 它们 分 别 由 


0, 1,2, .5m-1 


作为 代表 . 这 m 个 数组 成 的 集合 , 或 者 任何 m 个 分 别 属于 这 m 个 镜 余 类 的 数组 成 的 
一 个 集合 , 都 称 为 模 mm 的 一 个 完全 剩余 系 (complete system of incongruent residues to 
modulus m), 或 简称 为 模 m 的 一 个 完 系 (complete system). 

同 余 在 日 常生 活 中 极为 重要 . 比如 “今天 是 星期 六 ”就 是 从 某 个 确定 的 日 期 开始 
所 经 过 的 天 数 关于 模 7 的 一 个 同 余 性 质 , 这 个 性 质 通常 要 比 从 某 个 时 间 点 (例如 创 世 
伊始 ) 开始 所 经 过 的 天 数 重要 得 多 . 课程 表 和 列车 时 刻 表 同样 也 是 同 余 表 , 课程 表 中 
涉及 的 模 是 365、7 和 24. 

@ 一 词 双 用 是 有 意 的 , 这 是 因为 “关于 一 个 数 作 成 的 模 的 同 余 ” 这 一 - 概 含 要 在 这 个 理论 的 后 面 阶段 中 才 会 


出 现 , 虽然 我 们 在 木 书 中 不 会 用 到 这 个 概念 . 
加 严格 地 说 , 应 该 是 指 最 小 非 负 剩余 


5.3_ 同 余 式 的 初等 性 质 和 9 


想 知道 发 生 了 某 个 特定 事件 的 某 一 天 究竟 是 星期 几 , 实际 上 就 是 对 模 7 解 一 个 算 
术 问题 . 在 这 样 的 算术 中 , 同 余 的 数 是 等 价 的 , 因此 这 种 算术 完全 是 有 限 的 系统 , 其 中 
所 有 的 问题 都 可 以 通过 尝试 来 获得 解答 . 例如 , 一 个 讲座 每 两 天 举办 一 次 (包括 星期 
天 ) 且 第 一 次 讲座 在 星期 一 举行 , 那么 第 几 次 讲座 首次 在 星期 二 举办 呢 ? 如 果 这 次 讲 
座 是 第 = 十 1 次 , 那么 有 
27 三 1 (mod 7), 


通过 尝试 可 以 求 得 最 小 的 正 数 解 是 
了 一 4. 


从 而 第 五 次 讲座 将 会 在 星期 二 开讲 , 而 且 这 也 将 是 第 一 次 在 星期 二 举办 的 讲座 . 
类 似 地 , 可 以 用 尝试 法 求 得 同 余 式 


2? 三 1 (mod 8) 


有 4 个 解 , 即 为 
7 三 1,3,5,7 (mod 8). 


有 时 候 , 即使 出 现 的 变量 不 是 整数 , 我 们 也 使 用 同 佘 符号, 这 样 做 有 时 是 很 方便 的 . 比 
方 说 , 只 要 z -y 是 z 的 整数 倍 , 就 可 以 写成 


z=y (mod z), 


例如 , 这 样 就 有 


ey: a 
2=3 (mod 1)， —nx==x (mod 27). 


5.3 ” 同 余 式 的 初等 性 质 
显然 , 对 于 给 定 的 模 m, 同 余 式 有 如 下 性 质 : 


(D a=b — b=a; 

{ii) a=b, b=c 一 a=c; 

(ii) a=a’, b=b’ — a + b=a’ + tb. 
又 如 果 a=a', 5 三, …, 就 有 

(iv) ka 十 二 十 … 二 ka’ 十 W 十 

(Vv) a2 王 o2,a3 三 a3. 
如 此 类 推 . 最 后 , 如 果 p(a,b,… ) 为 任意 的 整数 系数 多 项 式 , 就 有 

(vi $l(a,b,…)=9(a, op 

定理 53 ”如 果 a=b (mod m) 以 及 a= (mod n), 那么 a=b (mod {m, 7n}). 特 
别 , 如 果 (m,n) = 1, 那么 a=b (mod mn). 
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这 可 以 由 定理 50 推出 . 如 果 ze 是 能 够 整除 {m,n} 的 p 的 最 高 宪 , 那么 pelm 或 
者 peln, 于 是 有 pe|(a -是 . 这 对 于 {m,n} 的 每 个 素 因子 来 说 都 成 立 , 故而 


a 三 b (mod {m,n}). 


这 条 定理 很 容易 推广 到 任意 多 个 同 余 式 的 情形 . 


5.4 ”线性 同 余 式 


5.3 节 介绍 的 性 质 (i) 至 性 质 (vi) 与 普通 的 代数 方程 的 性 质 相像 , 但 是 我 们 很 快 
就 会 遇 到 它们 之 间 的 一 个 差别 . 下 面 的 性 质 在 同 余 式 中 就 未 必 成 立 ; 


ka=ka’ 一 a=a’. 
比如 
2 x 2=2 x 4 (mod 4), 
但 是 
2 关 4 (mod 4). 
接 下 来 我 们 要 研究 在 这 个 方向 上 有 什么 结果 是 成 立 的 . 
定理 54 ”如 果 (k,m) = d, 那么 
ka=ka’ (mod m) 一 a=a’ (mod 3) 
反 过 来 也 成 立 . 
因为 (k,m) = d, 则 有 
k=kd, m=md, (kh,mi)=1. 
那么 
ka 一 ka ki(a—a’) 
m ma 
又 因为 (tara) = 1 故 有 
mka 一 ka' 三 majae 一 ao 
这 就 证 明了 定理 . 特别 地 , 有 
定理 55 ”如 果 (k,m) = 1 那么 


ka=ka’ (mod m) — a=a’ (mod m). 


QD 这 里 ， 三 ， 是 逻辑 等 价 的 符号 : 如 果 已 和 Q 都 是 命题 , 那么 P 三 Q@ 成 立 当 且 仅 当 忆 一 Q@ 以 及 
Q 一 PP 成 立 . 
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反 过 来 也 成 立 . 


定理 56 ”如 果 a1,42,… ,am 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , 且 有 (k,m) = 1, 那么 
kalykaz，,… ,kam 也 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 


根据 定理 55, 由 kai kaj 三 0 (mod m) 可 以 推导 出 ai - o 三 0 (mod m), 这 只 有 
当 i=j 时 才 可 能 成 立 . 更 一 般 地 , 如 果 (k,m) = 1, 那么 


kar +!l (r= 1,2,3,... ,m) 


也 是 模 m 的 完全 剩余 系 . 
定理 57 如 果 (k,m) =d, 那么 
kz=! (mod m) (5.4.1) 
有 了 和解， 当 且 仅 当 dll, 且 有 解 时 它 恰 有 d 个 解 . 特别 地 , 如 果 (上,m) = 1, 那么 该 同 余 式 
只 有 一 个 解 . 
定理 57 中 的 同 余 式 等 价 于 
kr — my=1, 


因此 , 这 个 结果 部 分 地 包含 在 定理 25 之 中 . 当 我 们 说 到 同 余 式 “ 恰 有 d 个 "” 解 的 时 
候 , 自然 理解 成 把 同 余 的 解 看 成 是 同样 的 解 . 
如 果 d= 1, 定理 57 就 是 定理 56 的 推论 . 如 果 d > 1, 则 同 余 式 (5.4.1) 显然 是 不 
可 解 的 , 除非 有 dli. 如 果 dll, 那么 
m=dm, k=dk, l=dl, 
故而 该 同 余 式 等 价 于 
kr=! (mod m'). (5.4.2) 
由 于 (k',m') = 1, 所 以 (5.4.2) 恰 有 一 个 解 . 如 果 这 个 解 是 
z=t (mod m’"), 
那么 
z= t+ym’, 
而 (5.4.1) 的 完全 解 集 就 可 以 通过 给 y 取 所 有 的 值 来 求 得 , 这 里 y 的 取 值 要 使 得 诸 
t 十 ym’ 关于 模 mm 互 不 同 余 . 
由 于 
t+ym’'=t+ zm’ (mod m)=m|m’(y — 2) =d|(y — z), 
从 而 恰 有 d 个 解 , 这 些 解 可 以 表示 成 
t,t+m’, t+2m, ,t+ (d— 1)m. 
这 就 证 明了 定理 . 


| EN = Ee I 
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5.5 了 Euler 函数 jp(m) 
用 dtm) 来 记 不 大 于 m 的 正 整数 中 与 m 互 素 的 整数 的 个 数 , 也 就 是 说 满足 
0<ngm, (nm)=1° 


的 整数 n 的 个 数 . 如 果 a 与 mm 互 素 , 那么 任何 一 个 与 a 同 余 (mod m) 的 数 z 也 与 
m 互 素 . 于 是 有 p(m) 个 与 m 互 素 的 剩余 类 , 从 每 个 这 样 的 剩余 类 中 任 取 一 个 数 所 得 
到 的 任何 一 组 p(m) 个 剩余 作成 的 集合 都 称 为 一 个 与 m 互 素 的 完全 剩余 系 (complete 
set of residues prime to m)? 一 个 这 样 的 完全 系 是 $(m) 个 小 于 mm 且 与 m 互 素 的 数 
组 成 的 集合 . 


定理 58 ”如 果 a1,a2,… ,a4(m) 是 一 个 与 m 互 素 的 完全 剩余 系 , 且 (k,m) = 1， 
那么 
kai, ka2，… ,kag(m) 
仍然 是 一 个 与 mm 互 素 的 完全 剩余 系 . 


显然 , 第 二 组 数 也 都 与 m 互 素 , 且 如 同 定理 56 的 证 明 中 那样 , 它们 中 没有 任何 
两 个 数 是 同 余 的 . 


定理 59 ”假设 (mm') = 1, 且 a 取 遍 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 , a 取 遍 模 mm 的 
一 个 完全 剩余 系 . 那么 om 十 am’ 取 遍 模 mm 的 一 个 完全 剩余 系 . 


这 里 有 mm 个 数 om + am'. 如 果 


aim + am’=asm 十 azm' (mod mn)， 


那么 
arm/ 三 azm' (mod m), 
所 以 
al 三 az (mod m). 
类 似 地 有 


ql 三 as (mod m’). 
从 而 这 mm 个 数 都 是 互 不 同 余 的 , 于 是 它们 构成 了 模 mm’ 的 一 个 完全 剩余 系 . 
一 个 函数 f(m) 称 为 是 积 性 的 , 如 果 (m,m/') = 1 就 蕴含 
f(mm') = f(m)f(m'). 
定理 60 ”p(n) 是 积 性 的 . 


轩 仅 当 m = 1 时 n 才 可 能 等 于 m. 此 时 有 4(1) = 
四 现代 的 数论 著作 中 不 再 用 这 个 术语 ， 而 改称 世 是 二 个 m 的 绽 利 余 系 (或 阐 化 着 余 系 )， 一 一 译 者 注 
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如 果 (m,m’) = 1, 那么 根据 定理 59 可 知 , 当 a 和 a 分 别 取 记 模 m 和 模 m' 的 完 
全 剩余 系 时 , a'm + am/ 取 遍 模 mm’ 的 一 个 完全 剩余 系 . 又 有 


(amt+am,mm)=1=(adm+am,m)=1, (Am+am’,m’)=1 
三 (am’,m)=1, (am,m’)=1 
三 (@,m)=1, (a,m)=1. 
从 而 这 plmm) 个 小 于 mm 且 与 mm’ 互 素 的 数 是 这 $(m)g(m?) 个 数 om +am’ 的 
最 小 正 剩余 , 其 中 a 与 m 互 素 , 而 o' 与 m' 互 素 , 从 而 有 
ga) = Bm) om’). 
附带 我 们 还 证 明了 
定理 61 ”如 果 (mm') = 1, a 取 遍 一 个 与 m 互 素 的 完全 剩余 系 , 而 o' 则 取 遍 
一 个 与 m' 互 素 的 完全 剩余 系 , 那么 am’ 十 om 取 遍 一 个 与 mm' 互 素 的 完全 剩余 系 . 
现在 可 以 对 m 的 任意 的 值 求 出 %m) 的 值 . 根据 定理 60 可 见 , 只 要 对 m 为 素数 
等 的 情形 来 计算 %(m) 就 行 了 . 小 于 pe 的 正 数 一 共 有 pr 一 1 个, 其 中 有 pe-1 一 1 个 是 
p 的 倍数 , 剩 下 的 数 均 与 p 互 素 , 从 而 有 
所 ES 
gp5) = 下 一 1 一 人 1) = Q 32), 
故而 pl(m) 的 一 般 的 值 可 由 定理 60 得 出 . 
定理 62 如果 n=T]P", 那么 
1 
$m) =m 1—- =). 
me 
我 们 将 需要 下 面 的 结果 . 
定理 63 》 9(d) =m. 


dm 


如 果 m = 了 [xzr, 那么 m 的 因子 就 是 诸 数 d = ze , 其 中 对 每 个 p 都 有 0 < 以 < 
c, 且 根据 %(m) 的 积 性 性 质 有 


Sm = 60) = I(r)=II{ + +6(p) + + 6(p)}. 
dim pe p 
但 是 
1+9(PD)++9(p) =1+(p-D)+p(p-—l)+.+p™ (p—1)=p, 


从 而 有 
$(m) = IIz = mm, 
了 了 
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5.6 ”把 定理 59 和 定理 61 应 用 到 三 角 和 中 


在 数论 中 有 某 种 重要 的 三 角 和 , 它们 要 么 是 在 5.5 节 的 意义 下 是 “ 积 性 的 ", 要 么 
具有 十 分 类 似 的 性 质 . 
记 ? 
e(r) = ezrir， 


我 们 只 关心 + 的 有 理 值 . 显然 , 当 mm 三 m' (mod n) 时 有 


m m 
(2)=e(¥). 
正 是 这 个 性 质 给 出 了 三 角 和 的 算术 重要 性 . 
(1) Gauss 和 的 积 性 性 质 . Gauss 和 定义 为 


Wi ml /pam 
S(m,n)= So m/n 一 De ( 守 )， 


h=0 h=0 


它 在 二 次 剩余 的 理论 中 特别 重要 . 由 于 对 任何 > 有 


es- 人) 


故而 只 要 如 三 ho (mod n), 就 有 
ss) 


S(m,n)= We ( 空 )， 


h(n) 


这 个 记号 表示 h 取 遍 模 n 的 任意 一 个 完全 剩余 系 . 当 不 致 产生 混淆 时 , 用 h 来 代替 
h(n). 


定理 64 ”如 果 (n,n') =1, 那么 


于 是 可 以 记 


S(m,nn’) = S(mn’,n)S(mn,n’). 
设 hv 分别 取 遍 模 n,n’ 的 完全 剩余 系 . 那么 , 根据 定理 59 可 知 ， 
H= hn + hn 
取 遍 模 nm' 的 一 个 完全 剩余 系 . 我 们 还 有 
中 在 本 节 里 ，e5 者 是 复 变 最 《 的 指数 函数 e = 1 + 《 十 .…. 假设 读者 了 解 指数 函数 的 初等 性 质 . 
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mH? = m (hn’ + hin)? =mh2n’? + mh2n? (mod nn’). 


于 是 


S(mn',n)S(mn,n’) = 位 e (2 ) } 位 站 (A) } 


万 


和 h2mn’ 人 h2mn 中 Fe m (h2n’? + pr2n?2) 
n mm/ 3 nn’ 


hh’ 


(2) Ramanujan 和 的 积 性 性 质 . Ramanujan 和 是 
hm 

ca(m) = e(— |), 

(人 


这 里 的 记号 表示 h 仅 取 遍 与 4 互 素 的 剩余 类 . 当 不 致 产生 混淆 时 , 我 们 有 时 用 h 来 
代替 h*(q). 

可 以 将 ca(m) 表示 成 另外 的 形式 , 其 中 引进 了 一 个 有 更 一 般 的 重要 性 的 记号 . 称 
P 是 一 个 本 原 g 次 单位 根 (primitive q-th root of unity), 如 果 pr = 1, 但 是 对 > 的 任何 
小 于 4 的 正 值 , or 都 不 等 于 1. 

假设 oa = 1, 且 > 是 使 得 Pr = 1 成 立 的 最 小 正 整数 , 那么 g = kr + s, 其 中 
0<s<r. 从 而 

PP "= 


所 以 有 s=0 以 及 rlg. 从 而 有 
定理 65 ”任何 9 次 单位 根 都 是 对 9 的 某 个 因子 r 而 言 的 一 个 本 原 次 单位 根 .， 
定理 66 ”4 次 单位 根 是 下 列 诸 数 


(4) (Hs 0 = 


一 个 根 是 本 原单 位 根 的 一 个 充分 必要 条 件 是 h 与 4 互 素 . 
现在 可 以 将 Ramanujan 和 表 成 形式 


ca(m) = 》 pm， 
其 中 p 取 遍 本 原 4 次 单位 根 . 
定理 67 如果 (gg) =1, 那么 


cae' (m) = ce(mm)jcw (mm) 
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因为 根据 定理 61 有 
,(m) = Le mh tig),, 
calm)ev(m) 总 "人 (G+)}= 忆 {9 }=aw my). 
(3) Kloosterman 和 的 积 性 性 质 . Kloosterman 和 ( 它 要 更 困难 一 些 ) 是 
Uh 十 
| sou) = De (Se ) 
其 中 h 取 遍 与 n 互 素 的 一 个 完全 剩余 系 , 而 万 定义 为 
hi=1 (mod n). 


定理 57 表明 : 给 定 任何 h, 则 存在 唯一 的 (mod n) 满足 这 个 条 件 . 我 们 用 不 到 
Kloosterman 和 , 但 是 对 它 的 积 性 性 质 的 证 明 过 程 极 好 地 解释 了 前 面 几 节 中 的 思想 . 


定理 68 如果 (nnm') = 1, 那么 


S(u,v,n)S(u,v,n’) = S(u, V,nn’), 


其 中 
V = wn? + vn?. 
如 果 
hi=1 (mod n), h'f!'s1 (mod n'), 
那么 
ye 
S(w vn)S(u vn’) = Ye (2 和 
Et n nm 
hn’ + hn viin’ + vf/n 
= Ye Me 
入 nn nn 
K 
=- 一 (入 ) (5.6.1) 
A nn 
其 中 


H=hn+hn, K= vin +vhn. 
根据 定理 61, HH 取 遍 与 nn' 互 素 的 一 个 完全 剩余 系 . 于 是 , 如 果 能 证 明 
K=VH (mod nn’), (5.6.2) 


其 中 万 定义 为 
HH=1 (mod nn’), 
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那么 (5.6.1) 将 被 化 简 成 


Stanstu wn) = De (EH) = st vn 
现在 有 
(hn’ +h'n)H = HH=1 (mod nn'). 
从 而 
hn'H=1 (mod n), nH=hhn'H=h (mod n), 

所 以 有 

nH=n'h (mod nn’). (5.6.3) 
类 似 地 , 可 以 看 出 

nH=nh (mod nn'), (5.6.4) 


而 由 (5.6.3) 和 (5.6.4) 可 以 推出 
VH= (wn? +vn)H=vnh+vni!sK (mod nn'). 


这 就 是 (5.6.2), 由 此 得 出 定理 . 


5.7 ”一 个 一 般 性 的 原理 


我 们 暂时 回 到 证 明定 理 65 时 用 到 的 论证 方法 . 如 果 我 们 用 更 一 般 的 方式 来 对 这 
个 定理 及 其 证 明 重新 加 以 表述 , 以 后 就 会 避免 掉 许 多 重复 . 用 P(a) 来 记 断 言 非 负 整 
数 a 所 具有 的 某 个 性 质 的 任意 命题 . 


定理 69 ”如 果 

(i) 对 每 个 a 和 b( 只 要 在 第 二 种 情形 下 有 b < a 即 可 )，P(a) 和 Plb) 就 兹 含 
Pla+b) 和 Pla—b); 

( 训 jr 是 使 得 P(7) 成 立 的 最 小 的 正 整 数 ; 
那么 

(a) 对 每 个 非 负 整数 ,PP(kr) 也 为 真 ; 

(b) 任何 使 得 P(q) 成 立 的 gq 都 是 7 的 倍数 . 

首先 (a) 是 显然 的 . 

为 证 明 (b), 注意 到 , 根据 > 的 定义 有 0 < r < 9. 从 而 可 以 记 


q=kr+s, s=4q— kr, 
其 中 上 >1 且 0<s<r. 但 是 根据 (a) 有 P(r) 一 P(kr), 从 而 根据 (i) 就 有 


P(g), P(kr) 一 P(s). 
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故而 再 次 利用 r 的 定义 知 , s 必须 为 0, 且 有 9 = kr. 
我 们 还 能 从 定理 23 推导 出 定理 69. 在 定理 65 中 , P(a) 是 p* = 1. 


5.8 ” 正 十 七 边 形 的 构造 


我 们 将 简要 地 补充 介绍 初等 几何 的 一 个 著名 问题 , 也 就 是 正 n 边 形 (或 者 说 内 角 
为 a = 2r/m 的 正 多 边 形 ) 的 构造 问题 , 以 此 来 结束 本 章 . 

假设 (n1,n2) = 1, 并 假设 该 问题 对 n = ni 以 及 n = ma 均 可 解 . 则 存在 整数 7 
和 72 使 得 


T1m1 二 T7272 一 1 


或 者 


2r 
四 
na ml ninz 


因此 , 如 果 该 问题 对 n= ma 以 及 n= ma 均 可 解 , 它 就 对 n= nin2 也 可 解 . 由 此 可 知 ， 
只 需要 考虑 n 是 一 个 素数 罕 的 情况 即 可 . 下 面 假设 n =p 是 素数 . 

如 果 能 够 作出 cos a( 或 者 sin a), 就 能 作出 a. 诸 数 

coska +isinka (k= 1,2,...… ,nC— 1) 
天 2 一 1 
了 一 】 

的 根 . 所 以 , 如 果 能 作出 (5.8.1) 的 根 , 那么 就 能 作出 a 了 . 

从 分 析 上 来 说 , “Buclid” 作 图 法 ( 即 用 直 尺 和 圆规 作 图 ) 等 价 于 求解 一 系列 的 线 
性 方程 或 者 二 次 方程 .? 因此 , 如 果 能 将 (5.8.1) 的 求解 问题 转化 成 一 系列 这 样 的 方程 ， 
那么 相应 的 作 图 就 是 可 能 的 . 

这 个 问题 被 Gauss 所 解决 , 他 证 明了 ( 详 见 2.4 节 ): 这 种 转化 是 可 能 的 , 当 且 仅 
当 n 是 一 个 “Fermat 素数 "2 


一 3p-i 十 an-2 二 .+1=0 (5.8.1) 


n=p=2 +1=F,. 
前 面 的 5 个 值 , 也 即 0, 1, 2, 3, 4, 给 出 
n= 3,5,17,257,65 537, 


它们 全 都 是 素数 , 因而 在 这 些 情形 下 , 该 问题 是 可 解 的 . 
对 于 n= 3 和 n = 5, 相应 的 正三 边 形 和 正 五 边 形 的 作法 是 熟知 的 。 这 里 给 出 
n = 17 的 构造 法 . 我 们 不 打算 对 Gauss 的 理论 给 出 系统 的 说 明 , 但 是 这 个 特定 的 构造 


四 见 11.5 节 . 
四 见 2.5 节 . 
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法 对 于 他 的 方法 步骤 给 出 了 一 个 恰当 的 例子 , 读者 应 当 明白 (从 一 开始 就 是 合情合理 
的 ): 当 n=p 且 p 一 1 不 含有 除了 2 以 外 的 任何 其 他 素数 因子 时 , Euclid 作 图 法 是 能 
够 完成 这 一 构造 的 . 这 就 要 求 p 是 形 如 2m + 1 的 素数 , 而 仅 有 的 这 种 特征 的 素数 就 
是 Fermat 素数 .了 

然后 假设 n = 17. 对 应 的 方程 是 


Zl17 一 1 


a 一 zl16 二 zl5 十 .… 十 1=0. (5.8.2) 
2r 天 
a= 了， EKE 一 e (和 ) = cos ka + isin ka, 
所 以 (5.8.2) 的 根 是 


T= E162,°°° ,£16. (5.8.3) 


由 这 些 根 可 以 作出 某 种 和 , 它们 称 为 周期 (period), 它们 皆 为 二 次 方程 的 根 . 
诸 数 
3" (0<m<15) 


按照 某 种 次 序 分 别 与 上 = 1,2,… ,16 同 余 (mod 17),2 对 应 关系 如 下 : 


m=0, 1, 2, 3 4, 5, 6 7， 8, 9, 10 11, 12, 13,，14, 15, 
k=1, 3, 9 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6. 
用 
Zi 一 多 ek=el+egtestes+ e+ es+ ete2, 
2|m 
ra = Dek=e3tel0t+esten 十 El4 十 67 十 El2 ee. 
21m 


来 定义 z: 和 zz, 而 用 


狼 辐 > Ek =E1+E13+ E16 十 £4 
m=0 (mod 4) 

m= 》 ek=eotes+este, 
m=2 (mod 4) 

y= > Ek 一 E3 十 E5 十 E14 十 El12， 
m=1 (mod 4) 

WU= DD) ek=elot+entertee. 


m3 (mod 4) 


四 见 2.5 节 定 理 17. 
@ 事实 上 , 在 我 们 将 要 在 6.8 节 中 解释 的 那 种 意义 下 , 3 是 “17 的 一 个 原 根 ". 
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来 定义 ,yo,ys, ya. 由 于 
a Ek + E17-k = 2 cos koa, 
故而 有 
ZT1 =2(cosa + cos8a +cos4a + cos2a), 
Z2 = 2 (cos3a 十 cos7a + cos5a + cos6a), 
=2(cosa+cosda), ya = 2(cos8a+ cos2a), 
Y3 =2(cos30+cos5a), y=2(cos7a + cos6a). 
首先 证 明 zl 和 zo 是 一 个 有 有 理 系数 的 二 次 方程 的 根 . 由 于 (5.8.2) 的 根 是 (5.8.3) 
诸 数 , 所 以 有 机 
Zl 十 Ta2 一 2D coska = De 一 一 1. 
k=1 k=1 


又 有 
T172 = 4(cosa + cos8a + cos4a + cos2a)] x (cos 3a + cos7a 十 cos5a + cos 6a) . 


如 果 把 它 的 右边 乘 开 来 , 并 利用 恒等式 


2c0smacosna = cos(m + n)a + cos(m — n)a, (5.8.4) 
就 可 以 得 到 riza = 4(z1 + zz) = -4. 
因此 z: 和 rz 是 
Z2+ZT 一 4=0 (5.8.5) 
的 根 . 又 有 
cosa 十 cos2a > 2cos jz = VI > 一 cos8a， cos4a > 0. 
从 而 zl >0 且 


zl > 72. (5.8.6) 


接 下 来 证 明 yi,y。 和 ys,ys 都 是 关于 zi 和 za 的 、 系 数 为 有 理 数 的 二 次 方程 的 
根 . 因为 


及 十 加 =2Zl1 
再 次 利用 (5.8.4) 有 
Yiy2 =4(cosa + cos4a) (cos8a + cos2a) 
8 
= 2D cos ka = 一 1. 
k=1 
于 是 , yu yo 是 方程 
-zwy-1=0 (5.8.7) 
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的 根 , 而 且 显然 有 

Nh > 2. (5.8.8) 
类 似 地 有 

V3+Ya = x2, yays = —l1, 
所 以 ya,ys 是 方程 
-zr2y-1=0 (5.8.9) 

的 根 , 且 有 

ys > ya. (5.8.10) 

最 后 有 


2cosa 十 2cos4a = 
4cos a cos 4a = 2 (cos 5a 十 cos3a) = ya. 
又 有 cosa > cos4a. 因此 za = 2cosa 和 zz = 2cos4a 就 是 二 次 方程 
z2—hz+y =0 (5.8.11) 


的 根 , 且 有 
21 > 22. (5.8.12) 


现在 可 以 通过 求解 4 个 二 次 方程 (5.8.5)、(5.8.7)、(5.8.9) 以 及 (5.8.11), 并 记 住 相 
关 的 不 等 式 , 从 而 可 以 定 出 z1 = 2cosa 的 值 . 得 到 


2cosa =- 人 + VIi7+ V4 -2V1} 
训 BV G8+ 12V17 — 16V34+2Vi7— 2(1 写 v1) V34—2VI7, 


这 是 一 个 仅 包含 有 理 数 以 及 平方 根 的 表达 式 ， 现 在 这 个 数 就 可 以 仅 用 直 尺 和 圆规 构 
造 出 来 , 从 而 a 可 以 (用 直 尺 和 圆规 ) 构造 出 来 . 

还 有 一 个 更 简单 的 几何 作 图 法 . 设 LC 是 使 得 tan4C = 4 成 立 的 最 小 的 正 的 锐 
角 , 从 而 CC、2ZC 以 及 4ZC 全 都 是 锐角 . 这 样 一 来 , (5.8.5) 就 可 以 写成 


22 十 4zcot4C —4=0. 


这 个 方程 的 根 是 2tan2C 和 -2cot2C. 由 于 zi > zz, 这 就 给 出 z1 = 2tan2C 以 及 
z2 = 一 2cot2C. 代入 (5.8.7) 和 (5.8.9) 中 , 并 求解 方程 即 得 


En =tan (C+ 3), y3 = tanC, 


w=tn (C- i), Ys = —cotC. 
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于 是 有 


| 2cos3a +2cos5a = ys = tanC, 


1 (5.8.13) 
2cos3a.2cos5a =2cos2a 十 2cos8a = y= tan (c- 7") 。 


现在 设 O4,OB( 图 5) 是 一 个 圆 中 两 条 互相 垂直 的 半径 . 取 OI 是 OB 的 1, 且 
ZLOIE(E 在 O04 上 ) 是 LOIA 的 于 在 AO 上 求 一 个 点 下 使 得 LEIF = 3x. 设 以 
AF 为 直径 的 圆 与 OB 相交 于 K, 并 设 中 心 在 互 、 半 径 为 BK 的 圆 与 04 相交 于 Ns 
和 Ns(Ns 在 OA 上 ,Ns 在 40 上 ). 画 出 与 O4 垂直 的 NsP, NsPs, 它们 与 原来 的 贺 
的 圆周 交 于 PB 和 Ps. 


P, BP 


NN F oFE Ns 4 
图 5 
这 样 就 有 LOIA = 4ZC 以 及 LOIE = LC. 又 有 


ONs -ON _40E _ OE 


2cosZAOPs +2cos ZAOP; =2 证 OA = 67 =tanO, 
_ ONs:ONs ,OK? 
2c08 ZAOPs*2006LZAOBs = DR = OF 
OF OF 
-4 (c-7) 


将 这 些 方程 与 (5.8.13) 比较 , 可 以 看 出 ZA4OP = 3a 以 及 LAOPs = 5a. 由 此 推出 , 
4, 己 , Ps 是 圆 内 接 正 十 七 边 形 的 第 一 、 第 四 和 第 六 个 顶点 , 于 是 怎样 作出 这 个 正 多 边 
形 就 是 显然 的 事 了 . 


本 章 附 注 


5.1 节 . 本 章 的 内 容 全 部 都 是 “经 典 的 "(除了 在 5.6 节 中 证 明 的 Ramanujan 和 以 及 Klooster- 
man 和 的 性 质 之 外 ), 它们 均 可 在 教科 书 中 找到 . 同 余 式 的 理论 首先 是 由 Gauss, D.A. 系统 发 展 出 
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来 的 , 虽然 其 中 主要 的 结果 已 经 为 像 Fermat 和 Euler 这 样 的 更 早期 的 数学 家 已 知 . 我 们 会 偶尔 给 
出 一 些 参考 资料 (特别 是 当 某 个 有 名 的 函数 或 者 定理 习惯 上 与 一 个 特殊 的 数学 家 的 名 字 相连 在 一 起 
时 ), 但 是 不 打算 给 出 系统 的 阐述 . 
5.5 节 . Euler, Novi Comm. Acad. Petrop. 8(1760-1761), 74-104 [Opera (1), ii. 531-544]. 
称 f(m) 为 积 性 的 , 如 果 对 所 有 m,m' 都 有 


f(mm’) = f(m)f(m'). 


这 个 定义 虽然 看 起 来 更 自然 , 但 不 免 限制 性 太 强 . 而 正文 中 给 出 的 较为 宽松 的 定义 要 有 用 得 多 

5.6 节 .， 本 节 里 的 和 出 现在 Gauss, “Summatio quarumdam serierum singularium” (1808)， 
Werke, ii. 11-45; Ramanujan, Trans. Camb. Phil. Soc. 22(1918), 259-276 (Collected Papers, 
179-199); Kloosterman， Acta Math，49(1926), 407-464 之 中 ; “Ramanujan 和 ”可 以 在 更 早期 
的 论著 中 找到 , 可 参见 Jensen, Beretning d. tredje Skand. Matematikercongres (1913), 145 以 
及 Landau，Handbuch, 572. 但 是 Ramanujan 是 看 到 它 的 重要 性 并 系统 地 应 用 它 的 第 一 位 数学 
家 . 这 种 和 在 用 平方 和 来 表示 数 的 理论 中 是 特别 重要 的 . 有 关 Gauss 和 的 计算 、 它们 的 应 用 以 及 历 
史 , 见 Davenport, Multiplicative number theory, (Markham; Chicago, 1967) 有 关 Kloosterman 
和 的 信息 以 及 参考 文献 , 见 Weil, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 34(1948), 204-207. 

5.8 节 ， 一 般 的 理论 是 由 Gauss，D.4., 第 335-366 章 发 展 起 来 的 ， 正 十 七 边 形 的 第 一 个 明 
显 的 几何 作 图 是 由 Erchinger 给 出 的 ( 见 Gauss，Werke, ii，186-187)， 正 文中 给 出 的 作 图 法 属 
于 Richmond, Quarterly Journal of Math 26(1893), 206-207 以 及 Math. Annalen, 67(1909), 
459-461. 我 们 的 图 是 从 Richmond 的 论文 中 取 来 的 . 

Gauss(D.4., 第 341 章 ) 证 明了 : (5.8.1) 式 是 不 可 约 的 . 也 就 是 说 , 当 n 为 素数 时 , 它 的 左边 不 
可 能 分 解 成 更 低 次 数 的 有 理 系 数 因子 之 积 . 更 加 一 般 地 , Kronecker 和 Eisenstein 证 明了 : 由 $(n) 
个 本 原 n 次 单位 根 所 满足 的 方程 是 不 可 约 的 . 可 参见 Mathews, Theory of numbers (Cambridge, 
Deighton Bell, 1892), 186-188，Grandjot 指出 了 , 该 定理 可 以 很 简单 地 从 Dirichlet 的 定理 15 推 
导出 来 , 见 Landau,，Vorlesungen, 这 .219. 


@ 如 果 对 所 有 m,m’ 都 有 f(mm') = f(m)f(m'), 这 样 的 数论 函数 在 现代 数论 著作 中 通常 称 为 是 完全 
积 性 的 , 以便 与 书 中 定义 的 积 性 函数 相 区 别 ， 一 一 译 者 注 
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6.1 Fermat 定理 


本 章 要 运用 第 5 章 里 的 一 般 性 思想 来 证 明 主要 是 属于 Fermat、 Euler、Legendre 
以 及 Gauss 的 一 系列 经 典 定理 . 


定理 70 如果 p 是 素数 , 那么 

a?=a (mod p). (6.1.1) 
定理 71(Fermat 定理 ) 如果 是 素数 , 且 p a, 那么 

ar-l=1 (mod p). (6.1.2) 


当 p /a 时 , 同 余 式 (6.1.1) 和 (6.1.2) 是 等 价 的 ; 而 当 pla 时 , (6.1.1) 是 平凡 的 ， 
这 是 因为 此 时 有 a? 二 0 三 a. 因此 定理 70 与 定理 71 是 等 价 的 . 
定理 71 是 更 为 一 般 的 定理 72 的 特殊 情形 . 


定理 72(Fermat-Euler 定理 ) ”如果 (a,m) = 1, 那么 
as(m) 三 1 (mod m). 


如 果 z 取 遍 与 m 互 素 的 完全 剩余 系 ”, 那么 , 根据 定理 58, az 也 取 遍 这 样 一 个 
(简化 ) 剩余 系 . 取 每 个 (简化 ) 剩余 系 中 诸 数 之 乘积 , 于 是 就 有 


IIcz)= TI (mod m), 
也 即 
a [Iz=ITz (mod m). 
由 于 每 个 数 > 皆 与 m 互 素 , 故而 它们 的 乘积 也 与 m 互 素 , 于 是 根据 定理 55 有 
at(m) =1 (mod m). 


如 果 (a,m) > 1, 这 个 结果 显然 不 成 立 . 


@ 用 现在 的 数论 语言 可 以 改 述 成 = 取 遍 “ 模 m 的 简化 剩余 系 "， 也 就 是 取 遍 “ 模 m 的 缩 系 ”. 
一 一 评 者 注 
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6.2 ”二 项 系数 的 某 些 性 质 
Euler 首先 发 表 了 对 于 Fermat 定理 的 证 明 . 这 个 证 明 (很 容易 加 以 拓 广 来 证 明定 
理 72) 依赖 于 二 项 系数 的 最 简单 的 算术 性 质 . 
定理 73 ”如 果 m 和 n 是 正 整数 , 那么 二 项 系数 
后 四 m(m 一 人 加 ("m+ 了 一 如 二 


n nl 

都 是 整数 . 

这 里 需要 的 是 这 个 定理 的 第 一 部 分 , 但 是 , 由 于 

Cy a 

因此 这 两 部 分 是 等 价 的 . 也 就 是 , 每 一 部 分 都 可 以 表述 成 一 种 引 人 瞩 目的 格式 . 

定理 74 ”任何 由 个 连续 正 整数 的 乘积 均 可 被 nl 整除 . 

这 些 定理 显然 起 源 于 二 项 式 系数 , 即 (1 + z)(1 + z)… 或 者 

(1—2)-1(1—2) l= (+r+r + )(l+2+ + ) 
中 的 z 的 罕 的 系数 . 可 以 如 下 用 归纳 法 来 证 明 它们 . 选取 定理 74, 该 定理 断言 
(ms = m(m+ De (m+n—l) 


可 以 被 ml 整除 . 这 对 n = 1 和 所 有 的 mm 显然 为 真 , 对 m = 1 和 所 有 n 也 显然 为 真 . 
假设 它 (a) 对 n=N 一 1 以 及 所 有 m 为 真 , (b) 对 n=N 以 及 m= M 为 真 . 那么 


(M+1)n— My = N(M+1)N-1, 


故而 (M+1l)w-i 能 被 (N 一 1)! 整除 . 从 而 (M+I)w 能 被 N! 整除 , 从 而 定理 对 n= NN 
以 及 m = M+1 为 真 . 由 此 推出 定理 对 n= NN 以 及 所 有 m 为 真 . 由 于 它 对 n= N+1 
以 及 m = 1 也 为 真 , 可 以 重复 这 个 讨论 , 从 而 该 定理 结论 成 立 . 


定理 75 如果 是 素数 ,那么 
OW: @. GY 
均 能 被 整除 . 


如 果 1<mn< 和 ep- 一 1 那么 由 定理 74 有 
nllp(p 一 1 …(p 一 m 十 1) 
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但 是 局 与 了 互 素 , 故 有 

nil(p—1)(p—2):.…(p—n+1). 
人 和 2 1 
外 -pP- Dp- Dp-n+y) 


nn 有 
能 被 p 整除 . 


定理 76 ”如 果 了 是 素数 , 那么 (1 一 7)-? 中 除了 lzP,z2p,… 之 外 , 其 余 所 有 项 
的 系数 都 能 被 p 整除 , 而 1,TP,z2p,…… 的 系数 均 同 余 于 1 (mod p). 


根据 定理 73， 
(1 一 z)-? 一 二 2 Ee > 
中 的 系数 全 都 是 整数 . 由 于 
(1—27)-!1=1+2?+2P+., 
故而 需要 证 明 
(1—z?)-1—(1—z) ?=(1—2)-?(1—27)-1{(1—z)? —1+2r} 
的 展开 式 中 的 每 一 个 系数 都 能 被 p 整除 . 由 于 (1 一 z)-? 和 (1 一 z?)-! 的 展开 式 中 的 


系数 都 是 整数 , 所 以 只 要 证 明 多 项 式 (1 - z)z - 1 + zz 中 的 每 个 系数 都 能 被 p 整除 就 
足够 了 . 对 于 p = 2, 这 是 显然 的 ; 而 对 于 p > 3, 由 于 
pl 


-zp -1t+z7= (1) =, 


r=1 


故此 时 的 结论 可 以 由 定理 75 推出 . 
第 19 章 中 将 需要 这 个 定理 . 


定理 77 如 果 p 是 素数 , 那么 
(T+Y+*+w)PEr? + + + wr (mod p). 
因为 根据 定理 75 有 
(2+ Yr? + (mod p), 


故而 一 般 性 的 结果 可 以 通过 重复 使 用 这 个 结论 而 得 到 . 
定理 75 的 另外 一 个 有 用 的 推论 是 : 
定理 78 如 果 a>0 且 
m=1 (mod p"), 
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那么 
m?=1 (mod pe+l). 
因为 m = 1+ kpa, 其 中 大 是 一 个 整数 , 且 ap > a+1. 这 样 就 有 
m? = (1 十 Kpe)p =1+lp°+!, 
其 中 1 是 一 个 整数 . 


6.3 ”定理 72 的 第 二 个 证 明 
现在 可 以 对 定理 72 给 出 Euler 的 证 明 . 假设 m = [ze. 根据 定理 53, 只 需要 证 


ag(m) 王 1 (mod pe) 


就 够 了 . 但 是 
gm) =I1¢p") = Tr! - 1)， 
所 以 只 需 证 明 当 p fa 时 有 
ar” (Pp-D=1 (mod pe) 
即 可 . 
根据 定理 77 有 


(z+yt+**)?=z? + y+ (mod p). 
取 z=y=z=…==1, 并 假设 其 中 有 a 个 数 , 可 以 得 到 


az 三 a (mod 7p), 


这 也 就 是 
ar-l=1 (mod p). 
于 是 , 根据 定理 78 就 有 
app- 三 1 (mod p?), ap"-1) 王 1 (mod pa)，.…. ，aP"(p-0 三 1 (mod pc). 


6.4 ”定理 22 的 证 明 


在 着 手 Fermat 定理 更 为 重要 的 应 用 之 前 , 先 用 它 来 证 明 第 2 章 中 的 定理 22. 
可 以 将 f(n) 写成 形式 


可 
Jm= Qr(n)ar = >) E co ar, 


r=1 r=1 \s=0 


一 一 一 
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其 中 诸 数 a 和 c 皆 为 整数 , 且 
1 和 al<az<.…<am. 


对 于 很 大 的 n, f(n) 中 的 项 按照 大 小 递增 的 次 序 排列 , 当 n 很 大 时 , f(n) 的 大 小 被 它 
的 最 后 一 项 


Cmgmmngman 
所 控制 (最 后 那个 系数 c 是 正 数 ). 
如 果 对 所 有 很 大 的 n, f(n) 都 是 素数 , 那么 就 存在 一 个 mw 使 得 
f(n) =p > am 
这 里 p 是 素数 . 那么 , 对 所 有 整数 上 和 s 有 
{n+ kp(p— DY =n’* (mod p). 
又 由 Fermat 定理 有 
aF 11 (mod p), 
故而 对 所 有 正 整数 有 
otlp-D =ar (mod p). 
从 而 
{n+ kp(p— 1)} arttPp- DY) snar (mod p), 
这 样 一 来 , 对 所 有 正 整 数 就 有 


f {n+kp(p— 1)}=f(n)=0 (mod p). 


这 是 一 对 矛盾 . 
6.5 二 次 剩余 
假设 p 是 一 个 奇 素数 , p fa, 且 z 是 诸 数 
12,3,…… ,2 一 1 


中 的 一 个 . 那么 , 根据 定理 58, 诸 数 
1:7,2:7,...,(p— 1)z 
中 恰 有 一 个 与 a 同 余 (mod p). 于 是 存在 唯一 的 z' 使 得 


zr’'=a (mod p)，0 < z' < 也 
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称 z' 是 z 的 相伴 数 (associate). 这 样 就 有 两 种 可 能 性 : 或 者 有 至 少 一 个 z 与 自己 相 
伴 , 从 而 有 z' = z; 或 者 没有 这 样 的 z 存在 . 
(D) 假设 第 一 种 情形 成 立 , 且 ri 与 自己 相伴 . 此 时 , 同 余 式 


72 三 a (mod p) 


有 解 z = zi. 此 时 就 说 a 是 p 的 一 个 二 次 剩余 (quadratic residue), 或 者 (在 没有 误解 
的 危险 时 ) 简称 为 p 的 一 个 剩余 (residue), 并 记 为 a R p. 显然 


z=p-71 -zi (mod p) 


是 这 个 同 余 式 的 另外 一 个 解 . 再 者 , 如 果 对 z 的 任何 一 个 其 他 的 值 zx 有 zx’ = z, 我 们 
就 有 
z=a, T=a, (z1— 72)(z1+72) = 7 -720 (mod p). 
故而 或 者 有 zs 三 z1, 或 者 有 
TZ2= 一 Z1 到 也 一 21. 


于 是 该 同 余 式 恰好 有 两 个 解 , 也 就 是 zl 和 p 一 zi. 
此 时 , 诸 数 
12,. pl 


可 以 分 成 z1,p 一 z1 以 及 3(p 一 3) 对 不 相等 的 相伴 数 . 现在 有 
Tip —z1)=— 2a (mod p), 
而 对 任何 一 对 相伴 数 z,z' 均 有 
zz'=a (mod p). 
从 而 
@-DI=IIz= -eir- Y= ai) (mod p). 


(2) 如 果 第 二 种 可 能 的 情形 成 立 , 且 没 有 任何 z 与 自己 相伴 , 此 时 就 说 a 是 p 的 
一 个 二 次 非 剩余 (quadratic non-residue), 或 者 简称 为 p 的 一 个 非 剩余 (non-residue), 并 
记 为 a N p. 此 时 , 同 余 式 
z=a (mod p) 
没有 解 , 而 且 诸 数 
1,2,..……,p—1 


可 以 分 成 3(p 一 1) 对 不 相等 的 数组 成 的 相伴 数 对 . 从 而 
(p—1)!= IIz=ete-2 (mod p). 
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定义 “Legendre 符号 ” (3) 如 下 : 


如 果 aN p， (3) 一 一 1. 


其 中 p 是 一 个 奇 素数 , 而 a 是 任意 一 个 不 被 p 整除 的 数 . 显然 , 如 果 a 三 b (mod p)， 
则 有 


这 样 就 证 明了 
定理 79 ”如果 p 是 一 个 奇 素数 , 且 a 不 是 卫 的 倍数 , 那么 
(p- Dis=— 人) at (mod p). 


我 们 一 直 假 设 p 是 奇数 . 显然 0 = 0?, 1 = 12, 故而 所 有 的 数 都 是 2 的 二 次 剩余 . 当 p = 2 时 ， 
我 们 不 定义 Legendre 符号 , 后 面 将 不 考虑 这 种 情形 . 当 p = 2 时 , 定理 中 有 一 些 是 成 立 的 (不 过 也 
是 平凡 的 ). 


6.6 ”定理 79 的 特例 : Wilson 定理 
两 个 最 简单 的 情形 是 a = 1 和 a = -1 的 情形 . 


(1) 首先 设 a=1, 则 
z=] (mod p) 


有 解 > = 土 1. 因此 1 是 p 的 一 个 二 次 剩余 , 且 有 


1 
B=+ 
如 果 在 定理 79 中 取 a = 1, 它 就 变 成 

定理 80(Wilson 定理 )  (p 一 1)!= -1 (mod p). 
从 而 有 1113 628 801. 
同 余 式 

(p—D!+1=0 (mod p’) 
对 于 


p=5, p=13, p=563 
为 真 , 但 对 于 小 于 200 000 的 其 他 p 值 都 不 成 立 . 关于 这 个 同 余 式 尚 无 一 般 性 的 定理 . 


6.7 二 次 剩余 和 非 剩余 的 初等 性 质 71 
如 果 m 是 合 数 , 那么 


ml(m— 1)!+1 
不 真 , 这 是 因为 存在 一 个 数 a 使 得 
dim, 1l1<d<m, 
而 d 不 整除 (m - 1)!+ 1. 从 而 我 们 得 出 : 
定理 81 如 果 m >1, 那么 m 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 


ml(m—1)!+1. 


当然 , 这 个 定理 作为 一 个 给 定 的 数 m 的 素性 的 实际 判别 法 来 说 是 没有 什么 用 处 的 . 
(2) 其 次 假设 a = -1. 此 时 定理 79 和 定理 80 表明 


(3) = (ie-Dp- 1)s(-1)ie-). 


定理 82 ” 数 -1 是 形 如 4 钛 十 1 的 素数 的 二 次 剩余 , 而 是 形 如 多 十 3 的 素数 的 二 
次 非 剩 余 . 也 即 有 
(3) 二 (—1)3(P-D). 
p 


更 一 般 地 , 定理 79 和 定理 80 合 起 来 给 出 : 
定理 83 (9 a$(p-!) (mod p). 


6.7 ”二 次 剩余 和 非 剩余 的 初等 性 质 
诸 数 A 
12,20, 3820 ,{30- »} (6.7.1) 
均 不 同 余 . 这 是 因为 ?三 s? 蕴含 r 三 s 或 者 "三 - s (mod p), 而 第 二 种 情况 在 这 里 是 
不 可 能 的 . 再 者 ， 
r=(p—r) (mod p). 
由 此 推出 有 十 (p 一 1) 个 剩余 和 3(p 一 1) 个 非 剩 余 . 
定理 84 坷 素数 p 有 当 (p 一 1) 个 剩余 和 雪 (p 一 1) 个 非 剩余 . 
接 下 来 证 明 : 


定理 85 ”两 个 剩余 或 者 两 个 非 剩余 的 乘积 是 一 个 剩余 , 而 一 个 剩余 和 一 个 非 剩 
余 的 乘积 是 一 个 非 剩余 . 
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(1) 用 mw ol, ou,… 来 表示 剩余 , 用 B,8', B1,.… 来 表示 非 剩余 . 那么 每 个 aa 都 
是 一 个 a, 这 是 因为 


T=a, y=a’ 一 (zy)2 三 aa (mod p). 
(2) 如 果 aa 是 一 个 固定 的 剩余 , 那么 
1l:a, 2.a, 3.a pv， 一 Da 


是 模 p 的 一 个 完全 剩余 系 . 既然 每 个 aan 都 是 剩余 , 所 以 每 个 ga 必定 都 是 一 个 非 
剩余 . 
(3) 类 似 地 , 如 果 扩 是 一 个 固定 的 非 剩 余 , 则 每 个 861 都 是 一 个 剩余 . 这 是 因为 


1:8, 2:B,:, (p— DA 
是 模 p 的 一 个 完全 剩余 系 , 且 每 个 a61 都 是 一 个 非 剩 余 , 故而 每 个 881 都 是 一 个 剩 
余 . 
定理 85 也 是 定理 83 的 一 个 推论 . 


再 增加 两 个 在 第 20 章 里 要 用 到 的 定理 . 第 一 个 定理 仅仅 是 定理 82 一 部 分 的 一 
个 重新 表述 . 


定理 86 ”如 果 p 是 一 个 形 如 4 十 1 的 素数 , 那么 存在 一 个 z 使 得 有 
1+z2 = mp, 
其 中 0< m < 也 


这 是 因为 , 根据 定理 82, -1 是 p 的 一 个 剩余 , 故而 它 与 (6.7.1) 中 诸 数 之 一 (比方 
说 是 z?) 同 余 , 且 有 


2 
0<1+# <1+ ($p) <p. 
定理 87 ”如 果 是 一 个 奇 素数 ,那么 存在 数 工 和 使 得 有 
1+z?+y = mp, 
其 中 0<m<p. 
p+1) 个 数 
了 (0<s<30-y) (6.7.2) 
都 是 不 同 余 的 , 所 以 如 下 3(p 二 1) 个 数 


-1 一 妨 @ <ysg 了 = 0) (6.7.3) 
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也 是 不 同 余 的 . 但 是 在 这 两 个 集合 中 一 共有 p + 1 个 数 , 却 只 有 p 个 剩余 类 (mod p)， 
于 是 (6.7.2) 中 必 有 某 个 数 与 (6.7.3) 中 某 个 数 同 余 . 从 而 有 一 个 > 和 一 个 y 存在 , 二 
者 都 小 于 #p, 使 得 


T=-1-, 1l+7 + =mp. 
又 有 2 
1 
0<1+w+ <1+2 (yn) <p, 


所 以 有 0<m<p. 
定理 86 表明 , 当 p= 处 十 1 时 可 以 取 y=0. 


6.8 a (mod m) 的 阶 
由 定理 72 可 以 知道 , 如 果 (a,m) = 1, 那么 
at(m™)=1 (mod m). 


用 d 来 记 使 得 
ar 三 1 (mod m) (6.8.1) 


成 立 的 z 的 最 小 正 值 , 则 有 d < $(m)- 
将 同 余 式 (6.8.1) 称 作为 命题 P(z), 那么 显然 P(z) 和 P(y) 蕴含 P(z +y). 再 者 ， 
如 果 y<z 且 


a®™-Y=b (mod m), 


则 有 
az 三 jay (mod m), 


从 而 P(z) 和 P(y) 蕴含 P(z - 3. 于 是 P(z) 满足 定理 69 的 条 件 , 且 
dlg(m) . 
称 d 是 a (mod m) 的 阶 (order)”, 并 说 成 a 属于 (belong to) d (mod m). 由 于 
2=2， 22 三 4， 23 三 1 (mod 7), 


故而 2 属于 3 (mod 7). 如 果 d = $(m), 则 称 a 是 m 的 一 个 原 根 (primitive root). 于 
是 2 是 5 的 一 个 原 根 , 这 是 因为 


2 三 2， 2 二 4， 23 三 3， 24 三 1 (mod 5)， 


加 常 称 为 指数 (index), 但 是 这 个 词 在 群 论 中 有 完全 不 同 的 含义 . 
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而 3 是 17 的 一 个 原 根 . m 的 原 根 这 一 概念 与 在 5.6 节 中 所 说 的 本 原单 位 根 这 个 代数 
概念 有 某 种 相似 性 . 7.5 节 中 将 证 明 : 每 个 奇 素数 p 均 有 原 根 . 
现在 可 以 将 已 经 证 明 的 结果 总 结 成 : 


定理 88 ”任何 与 m 互 素 的 数 a 都 属于 4(m) 的 一 个 因子 (mod m)， 如 果 d 
是 a 的 阶 (mod m), 那么 dlg(m)， 如 果 m 是 一 个 素数 p, 那么 d|(p -1)， 同 余 式 
7 二 1 (mod m) 成 立 与 否 , 要 根据 7 是 否 d 的 倍数 来 确定 . 


6.9 ”Fermat 定理 的 逆 定 理 
Fermat 定理 的 直接 的 逆 命题 是 不 正确 的 , 也 就 是 说 , “如 果 m fa 且 
a™l=1 (mod m), (6.9.1) 


那么 m 一 定 是 一 个 素数 " 这 个 结论 是 不 正确 的 . 甚至 下 面 的 结论 也 是 不 正确 的 : 如 果 
(6.9.1) 对 所 有 与 m 互 素 的 a 皆 为 真 , 那么 m 是 素数 . 例如 , 假设 m = 561 = 3x11x17. 
如 果 3 4 a, 11 Xa, 17 4a, 则 根据 定理 71 有 


a2 三 1 (mod 3)， al0 三 1 (mod 11)， a'=1 (mod 17). 


但 是 21560 ,101560 ,161560, 所 以 对 3, 7, 11 中 的 每 一 个 模 , 从 而 对 于 模 3 x 11 x 17 = 
561, 都 有 a560 三 1 成 立 . 

如 果 (6.9.1) 对 一 个 特别 的 a 和 一 个 合 数 m 为 真 , 则 称 m 是 关于 a 的 一 个 的 素 
数 (pseudo-prime). 如 果 m 关于 每 一 个 满足 (a,m) = 1 的 a 都 是 伪 素 数 , 则 称 m 为 一 
个 Carmichael 数 (Carmichael number). 现在 还 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 Carmichael 数 ， 
甚至 也 不 知道 是 否 存 在 无 穷 多 个 合 数 m, 使 得 有 2m = 22 和 3m = 3 (mod m) 成 立 . 
但 是 可 以 证 明 

定理 89 ”关于 每 个 a > 1 都 有 无 穷 多 个 擅 素 数 存 在 . 


设 p 是 任意 一 个 不 整除 a(a? - 1) 的 奇 素数 . 取 
apP—1 ar—l\/ar+t+l 
i (一 (人 二) ， 3 


故而 m 显然 是 合 数 . 现在 有 


(@ -lm-—1)=a?—a?=a(ar!— 1)(a +a). 


由 于 a 和 ar 两 者 同 为 奇数 或 者 同 为 偶数 , 故 有 2|(a? + a). 再 者 , a?-! 一 1 能 被 p 整除 
(根据 定理 71), ap-! 一 1 还 能 被 a? -- 1 整除 , 这 是 因为 p 一 1 是 偶数 . 由 于 p /4 (a? 一 1)， 


@ 最 好 改 为 2" 三 2. 以 下 同 此 , 不 再 重复 说 明 ， 一 一 译 者 注 
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这 就 意味 着 有 p(a? - 1) |(ar-! 一 1). 于 是 
2p(oz — 1) |(a? — 1)(m—1), 
所 以 2p|(m 一 1), 且 对 某 个 整数 有 m = 1+2pu. 现在 , 关于 模 m 有 
aP=1+m(a?—1)=1l, a™-!=aP=1, 


而 这 就 是 (6.9.1). 由 于 对 每 个 不 整除 a(a? -- 1) 的 奇 素数 p, 我 们 都 有 m 的 一 个 不 同 
的 值 , 这 就 证 明了 定理 . 
定理 71 的 一 个 正确 的 逆 命 题 是 : 


定理 90 ”如 果 am-!=1 (mod m) 且 对 m 一 1 的 小 于 m 一 1 的 任何 因子 z, 都 
有 a* 关 1 (mod m), 那么 mm 是 一 个 素数 . 


显然 (a,m) = 1. 如 果 d 是 a (mod m) 的 阶 , 则 根据 定理 88 有 dj(m ~- 1) 以 及 
dl#(m). 由 于 aa 三 1, 我 们 必定 有 d = m 一 1, 故而 (m -1)|$(m). 但 是 , 如 果 m 是 合 


数 , 就 有 
“m=mII Qi-3) <m-, 


从 而 m 必 为 素数 . 


6.10 ”2?-1 一 1 是 否 能 被 p? 整除 
根据 Fermat 定理 , 如 果 p > 2, 就 有 
2z-1 ~ 1=0 (mod p). 
同 余 式 
2P-1 — 1=0 (mod p?) 
是 否 成 立 ? 这 个 问题 在 “Fermat 大 定理 ”的 理论 中 有 重要 意义 ( 见 第 13 章 ). 这 种 情 
况 确实 有 出 现 , 不 过 非常 稀少 . 
定理 91 存在 一 个 素数 Dp, 使 得 有 
27-1 — 1=0 (mod p”). 


事实 上 , 当 p = 1 093 时 它 是 成 立 的 , 这 可 以 通过 直接 计算 来 验证 . 我 们 给 出 一 个 
更 加 简短 的 证 明 , 其 中 的 所 有 同 余 式 都 是 关于 模 p? = 1 194 649 的 . 
首先 有 
37=2187=2p+1，314= (2p+1)2 王 4p + 1. (6.10.1) 
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其 次 有 
24 = 16 384 = 15p 一 11， 223=— 330p 十 121， 
32 x 223= — 2 970p 十 1 089 = —2 969p — 4 三 — 1 876p — 4， 
所 以 
32 x 2%=— 469p—1. 
于 是 , 根据 二 项 定理 , 由 (6.10.1) 就 有 


314 x 2182= — (469p+1)'=—3283p—1=—4p-1l= 一 314. 
由 此 推出 
2182=— 1， 21 2=] (mod 1 0932). 
同样 的 结论 对 p = 3 511 也 为 真 , 但 对 其 他 的 p < 3 x 107 皆 不 成 立 . 


6.11 Gauss 引 理 和 2 的 二 次 特征 


如 果 p 是 一 个 奇 素数 , n(mod p) 就 恰好 有 一 个 剩余 "位 于 一 #p 和 各 之 间 . 称 
这 个 剩余 为 n (mod p) 的 最 小 (minimal) 剩余 . 最 小 剩余 是 正 数 还 是 负数 , 要 根据 nn 
的 最 小 非 负 剩余 是 位 于 0 和 3p 之 间 还 是 位 于 #p 和 p 之 间 而 定 . 

现在 假设 m 是 一 个 正 的 或 者 负 的 整数 , 它 不 能 被 p 整除 , 考虑 下 面 3(p 一 1) 个 数 


m, 2m, 3m, . ， Sp — Dm. (6.11.1) 
的 最 小 剩余 . 可 以 把 这 些 剩余 写成 形式 


Tira TA —14 7 
其 中 1 和 8 
A+k= 5 一 1， 0<ri<gp, 0<ri< 27: 

由 于 (6.11.1) 中 的 数 都 不 同 余 , 没有 任何 两 个 是 相等 的 , 也 没有 任何 两 个 r' 是 相等 
的 . 如 果 有 一 个 + 和 一 个 ” 是 相等 的 , 比方 说 7; = 设 am,bm 是 (6.11.1) 中 满足 
am=ri, bm=— 7; (mod p) 

的 两 个 数 , 那么 
am + bm 二 0 (mod p), 
所 以 有 
a+b=0 (mod p), 
加 当然 , 这 里 的 “剩余 ”有 它 通常 的 意义 , 而 不 是 “二 次 剩余 ”的 缩写 . 


6.11 Gauss 引 理 和 2 的 二 次 特征 


然而 , 由 于 0 < a < 入 ,0 < b < #p, 故而 这 是 不 可 能 的 . 
由 此 推出 , 诸 数 ri,7 是 诸 数 


1,2,.., 3(P-1) 
的 一 个 重新 排列 . 于 是 
m2m: 3 1D)m=(—1)}*1 x 2x.…… x jo- 1) (mod p), 

所 以 

md) 王 (一 D)* (mod p). 
但 是 根据 定理 83 有 

(2) 三 mt-D (mod p). 
这 样 就 得 到 : 


定理 92(Gauss 引 理 ) 
-er 


i St Dm 
中 最 小 正 剩 余 (mod p) 大 于 寺 的 数 的 个 数 . 
特别 地 , 取 m = 2, 故而 (6.11.1) 中 的 数 就 是 
oA 


此 时 , 和 就 是 其 中 小 于 # 的 正 偶数 的 个 数 . 


其 中 几 是 集合 
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这 里 引进 一 个 记号 , 以 后 会 频繁 地 使 用 它 . 用 [z] 来 表示 “z 的 整数 部 分 ", 即 不 


超过 z 的 最 大 整数 . 于 是 
z= 四 + 户 
其 中 0< 了 <1. 例如 


利用 这 个 记号 , 就 有 


但 是 
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所 以 
1 
k=5(P-1)— [加 |: 
如 果 p 三 1 (mod 4), 那么 
1 1 1 1 
za= 拓 -D-io-D=jo-D=|io+ 相 ， 
而 如 果 p==3 (mod 4), 则 有 
1 1 1 1 
ojio-D-io-a=3o+D=|io+a， 
从 而 
本 和 to 一 _1\[¥(p+1) 
@) =2:" "=(_1)ltP+)] (mod p), 
这 就 是 说 
(3) 三 1, 如 果 p=8n+1 或 者 p=8n 一 1， 
和 = 一 1, 如 果 p= 8n+3 或 者 p= 8n 一 3. 
如 果 p = 8n 土 1, 那么 3(p? - 1) 是 偶数 ; 而 当 p = 8n 土 3 时 , 它 是 奇数 . 从 而 有 
(Dp+D)] = (Di -1 
总 结 起 来 , 有 下 面 的 定理 . 
定理 93 @) = (t+y]. 


了 


定理 94 人 = (-1)t2-. 


定理 95 2 是 形 如 8n 士 1 的 素数 的 二 次 剩余 , 是 形 如 8n 土 3 的 素数 的 二 次 非 剩 
余 . 


Gauss 引 理 可 以 用 来 确定 以 任何 一 个 给 定 的 整数 m 作为 二 次 剩余 的 那 种 素数 . 
例如 , 取 m = 一 3, 并 假设 p> 3. 则 (6.1.1) 中 的 数 就 是 


一 3a Q <a< ij), 
且 kk 是 这 些 数 中 最 小 正 剩余 位 于 3p 和 p 之 间 的 那些 数 的 个 数 . 现在 有 


—3a=p — 3a (mod 7p), 


6.12 二 次 互 例 律 79 


而 当 1< a < 扫 时 ,p 一 3 介 于 把 和 p 之 间 . 如 果 p <a< 3p, 那么 p- 3a 就 介 于 
0 和 把 之 间 . 如 果 所 <a < #, 则 有 
—3a=2p — 3a (mod p), 


故而 2p 一 3a 介 于 把 和 p 之 间 . 于 是 满足 条 件 的 a 的 值 是 
加 呈 加 加 
,加 ,图 -加 


如 果 p= 6n+1, 那么 =n 十 3n 一 2n 是 偶数 , 而 如 果 p= 6n + 5, 那么 


HA=n+(3n+2)— (2n+1) 


从 而 


是 奇数 . 


定理 96 ”一 3 是 形 如 6n 十 1 的 素数 的 二 次 剩余 , 是 形 如 6n 十 5 的 素数 的 二 次 非 
剩余 . 


下 面 的 定理 是 一 个 进一步 的 例子 , 暂时 把 它 留 给 读者 考虑 .2 


定理 97 5 是 形 如 10n 士 1 的 素数 的 二 次 剩余 , 是 形 如 10m 士 3 的 素数 的 二 次 非 
剩余 . 


6.12 ”二 次 互 倒 律 


这 个 领域 里 最 著名 的 一 个 定理 是 Gauss 的 “二 次 互 倒 律 ”. 
定理 98 如果 p 和 4 是 奇 素数 , 那么 


OO-o 


z= io-D 7Y= ji-1 


如 果 p 和 4 中 有 一 个 数 形 如 4n + 1, 那么 p'g' 是 偶数 , 而 如 果 p 和 9 都 形 如 
4n 十 3, 那么 pld 是 奇数 , 所 以 还 可 以 将 该 定理 表述 成 


定理 99 ”如果 p 和 9g 都 是 奇 素数 , 那么 


-0 


人 一 个 依赖 于 Gauss 互 倒 律 的 证 明 见 6.13 节 . 


其 中 


80 第 6 章 Fermat 定理 及 其 推论 


除非 了 和 9 两 者 都 形 如 dn 十 3, 此 时 有 


我 们 需要 一 个 引 理 . 
定理 1002 ”如 有 果 
二 a 
S(q,7) = bp 图 | 
那么 
S(q,p) + S(p,q) = p'q". 

它 的 证 明 可 以 表述 成 几何 形式 .在 图 中 (图 6), 4C 和 BC 是 z=p,y=g, 而 
KM 和 LM 是 z=p,y = gq. 如果 (如 在 图 中 那样 )p > q, 那么 gfp' <g/p, 且 M 位 
于 对 角 线 OC 的 下 方 . 由 于 


qd< 到 <g+l, 
所 以 在 KM =9 和 KN = 9p/p 之 间 没 有 整数 存在 . 


可 以 用 两 种 不 同 的 方法 计算 长 方形 OK ML 中 的 格 点 个 数 , KM 和 LM 上 的 点 
计 入 在 内 , 但 不 计 入 数 轴 上 的 那些 点 . 首先 , 这 个 数 显然 是 p'g'. 但 在 OC 上 没有 格 点 
(因为 p 和 9 是 素数 ), 在 三 角形 PMN 内 (除了 在 PM 上 可 能 有 格 点 以 外 ) 没有 格 
点 . 因此 在 OKML 中 的 格 点 个 数 是 在 三 角形 OKN 和 OLP 中 的 格 点 个 数 之 和 ( 计 
入 在 KN 和 LP 上 的 格 点 , 但 不 计 入 在 数 轴 上 的 格 点 ). 

ST( 直 线 z = s) 上 的 格 点 个 数 是 [sq/p], 这 是 因为 了 的 坐标 是 sqg/p. 故而 OKN 


中 的 格 点 个 数 是 
[= sea 


a=l 
类 似 地 , OLP 中 的 格 点 个 数 是 S(p,9), 这 就 得 到 了 结论 . 
@ 这 个 记号 与 5.6 节 中 的 记号 有 关 . 
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6.13 ”二 次 互 倒 律 的 证 明 
可 以 记 
=z[ 名 ] 十 ak (6.13.1) 
其 中 
lgkgp, 1<ugp-—l. 


这 里 uk 是 kg (mod p) 的 最 小 正 剩 余 . 如 果 wi = vi < p', 那么 wk 是 6.11 节 中 的 诸 
个 最 小 剩余 mr 中 的 一 个 , 而 当 wk = wk > p/ 时 , 则 wk 一 p 是 诸 个 最 小 剩余 -r; 中 的 
一 个 . 于 是 , 对 每 个 i,j 以 及 某 个 上 有 


J 
Ti=Vk 7 =P— wk. 


诸 ri 和 7/( 详 见 6.11 节 ) 是 诸 数 1,2,… ,了 按照 某 种 次 序 的 一 个 排列 . 因此 , 如 


R= Dn= Dw, R= "= pw)= pp- we 
( 详 见 6.11 节 , 其 中 的 y 是 x 的 个 数 ), 就 有 


果 


, lp-lp+1l_p-l 
R+R'= 去， 2 一 


8 
所 以 1 
Wp+ Dw- Dw = sp 1). (6.13.2) 
另 一 方面 , 对 (6.13.1) 从 大 = 1 到 大 = 2 求 和 , 就 有 
ja —1)=pS(g,p) + Dur = pS(q,p) + Dv + Dw. (6.13.3) 


由 (6.13.2) 和 (6.13.3) 可 以 推出 
Ra —1)(q—1)=pS(q,p)+2D we — np. (6.13.4) 


现在 g- 1 是 偶数 , 而 p? -1==0 (mod 8),? 所 以 (6.13.4) 的 左边 是 侦 数 , 而 且 它 右边 
的 第 二 项 也 是 偶数 . 于 是 (由 于 p 是 奇数 ) 


S(q,p)=p (mod 2)， 
从 而 根据 定理 92 有 
(9 =(-1)} = (—1)s(n). 


外 如 果 p=2n 十 1 那么 p? 一 1=4n(n +1)=0 (mod 8). 
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最 后 由 定理 100 得 到 


(9 人 = (—1)SQn)+S(p9) = (一 1)P4 


现在 利用 互 倒 律 来 证 明定 理 97. 如 果 
p= 10n+k, 
其 中 上 是 1, 3, 7 或 者 9, 那么 (因为 5 形 如 4n+1) 


加 p 1l0n+k k 
-Se)- 
5 的 二 次 剩余 是 1 和 4. 因此 5 是 形 如 5n 十 1 和 5 二 4 的 素数 的 二 次 剩余 , 也 即 是 形 
如 10n 十 1 和 10n+9 的 素数 的 二 次 剩余 , 而 是 其 他 奇 素数 的 二 次 非 剩余 . 


6.14 ”素数 的 判定 
现在 来 证 明 两 个 定理 , 它们 提供 了 某 种 特殊 类 型 的 数 的 素性 判别 法 . 这 两 个 定理 
都 与 Fermat 定理 密切 相关 . 
定理 101 如 果 p>2,h<p,n=hp+1 或 者 n= 二 hp?+1, 且 
2#1, 2"-lml (mod n), (6.14.1) 
那么 nn 是 一 个 素数 . 


记 n=hp?+1, 其 中 5b= 1 或 者 2, 并 假设 4d 是 2 (mod m) 的 阶 . 根据 定理 88, 由 
(6.14.1) 推出 有 d /六 且 有 dl(n 一 1), 也 即 有 d|hps. 从 而 pld. 但 是 , 再 次 根据 定理 
88 有 dlg(n) , 故而 pp(n). 如 果 


n =p pk, 


就 有 
Pn) =7 ep ps — 1) (pe —1), 


又 因为 p fm, 故而 p 至 少 整 除 pi 一 1,pz 一 1,… ,px 一 1 中 的 一 个 . 于 是 nm” 有 一 个 素 
因子 P=1 (mod p). 
设 n= Pm. 由 于 n 二 1 三 P (mod p), 则 有 m 二 1 (mod p). 如 果 m > 1 则 有 


n=(up+l)(Wwp+1,) ls<usgv (6.14.2) 
以 及 
jp = uvp + ut+v. 
如 果 5b=1, 这 就 是 = wuvp 十 二 v, 所 以 
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pup<h<p, 
这 是 一 对 矛盾 . 如 果 b= 2, 则 有 


hp=uwp+u+v, pl(ut+v), ut+v>p, 


故而 有 
2u>u+v>p, > 了 2 
WR 2 .2 2 
uw<h<p, us<p—2, “< 于 < > ) < 2. 
于 是 w=1, 从 而 有 


v2>p-1, w2>p-1, 
这 是 一 对 矛盾 . 于 是 (6.14.2) 是 不 可 能 的 , 从 而 有 m = 1 以 及 n= P. 
定理 102 设 m>2,h<2m, 且 设 n=2mh 十 1 是 某 个 奇 素数 也 的 二 次 非 剩 余 
(mod p). 那么 n 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 
Pio- 三 一 1 (mod n). (6.14.3) 


首先 假设 n 是 素数 . 由 于 n 三 1 (mod 4), 故而 根据 定理 99 有 


全 -=~ 


这 样 (6.14.3) 就 立即 由 定理 83 推出 . 从 而 条 件 是 必要 的 . 
现在 假设 (6.14.3) 为 真 . 设 P 是 n 的 任意 一 个 素 因 子 , 并 设 d 是 p (mod P) 的 
阶 . 则 有 
pin 二 一 1， piel, pr-!=1 (mod py, 


故而 根据 定理 88 有 
df3om-D，alm-D，alP-D， 
这 也 就 是 
dN2™-1h, dl2uh, (PET 
故 有 2m1d 以 及 2m|(P 一 1). 于 是 有 已 = 2mz 十 1. 
由 于 n 三 1 三 P (mod 2m), 我 们 有 n/P=1 (mod 2m), 所 以 
n= (2"z+1)(2"y+1), z2>1, y>0. 


于 是 就 有 
2mzy <2"7Yy+T+Y=h<2™", y=0 
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以 及 n= P. 从 而 定理 的 条 件 也 是 充分 的 . 

如 果 令 h = lm = 2*, 根据 2.4 节 中 的 记号 我 们 有 n = Fi. 由 于 1? 三 22= 三 1 (mod 
3), 且 有 二 2 (mod 3), 故而 及 是 一 个 非 剩余 (mod 3). 于 是 , 及 是 素数 的 一 个 充 
分 必要 条 件 是 下 |(38m-D +1). 


6.15 “Mersenne 数 的 因子 和 Euler 定理 
暂时 回 到 2.5 节 中 提 到 的 Mersenne 数 这 个 问题 . 关于 Mo = 2? -- 1 的 可 分 解 性 ， 
Euler 给 出 了 一 个 很 简单 的 判别 法 . 
定理 103。 如果 大 >1 且 p= 二 外 十 3 是 素数 , 那么 2p 十 1 是 素数 的 一 个 充分 必 
要 条 件 是 
2?=1 (mod 2p + 1). (6.15.1) 
这 样 一 来 , 如 果 2p 十 1 是 素数 , 那么 就 有 (2p 十 1)|M，，, 从 而 Mp 是 合 数 . 
首先 假设 2p + 1 = P 是 素数 . 由 于 P=7 (mod 8), 故而 根据 定理 95 知 , 2 是 一 
个 二 次 剩余 (mod P), 而 根据 定理 83 有 
2? = 2#(P-D)=1 (mod P). 
于 是 条 件 (6.15.1) 是 必要 的 , 且 有 P|M，. 但 是 大 > 1, 故 有 p> 3 以 及 
Mp=2?—-1>2p+1=P. 


从 而 Mo 是 合 数 . 
其 次 , 假设 (6.15.1) 为 真 . 在 定理 101 中 取 关 = 2,m = 2p 十 1. 显然 有 h <p 以 及 
24 二 4 关 1 (mod n), 又 由 (6.15.1) 有 


2"-1 = 22p 三 1 (mod n). 


从 而 n 是 素数 , 且 条 件 (6.15.1) 是 充分 的 . 


定理 103 包含 了 有 关 Mersenne 数 的 特征 的 已 知 最 简单 的 判别 法 . 对 于 下 面 这 些 
数 


p= 11, 23, 83, 131, 179, 191, 239, 251 
所 对 应 的 8 个 Mersenne 数 Mp, 这 个 判别 法 给 出 了 M5 的 一 个 因子 . 
本 章 附 注 


6.1 节 . Fermat 于 1640 年 陈述 了 他 的 定理 ( (Buvres, i 209)，Euler 于 1736 年 给 出 他 的 第 
一 个 证 明 , 1760 年 给 出 了 推广 的 结论 . 有 关 详 情 见 Dickson,， History, i, 第 3 章 . 
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6.5 节 ，Legendre 在 1798 年 首次 出 版 的 Essai sur la théorie des nombres 一 书 中 引进 了 
“Legendre 符号 ”. 可 参见 该 书 第 2 版 (1808 年 ) 第 135 章 . 

6.6 节 ，Wilson 定理 首先 是 由 Waring 发 表 的 [Meditationes algebraicae (1770)，288]， 有 
证 据 表 明 Leibniz 在 这 之 前 很 早 就 已 经 知道 了 这 个 结果 . Goldberg [Journ. London Math. Soc. 
28(1953), 252-256] 对 于 p < 10 000 给 出 了 (p 一 1)! + 1 关于 模 p? 的 剩余 . 有 关 (mod p?) 的 同 
余 式 的 命题 , 见 E. H. Pearson [Math. Computation 17(1963), 194-195]. 

6.7 节 . 可 以 用 定理 85 求 出 模 p 的 最 小 正 的 二 次 非 剩 余 g 的 一 个 上 界 . 设 m = [p/g] +1， 
则 有 p< mg <zPp+9. 由 于 0 < mg 一 p < 9, 我 们 看 到 mg 一 p 必定 是 一 个 二 次 剩余 , 从 而 
mg 也 必 为 一 个 二 次 剩余 ，、 于 是 m 是 一 个 二 次 非 剩余 , 从 而 有 g < m， 这 样 就 有 gq? < p 十 9， 
故而 g < V(p+ 了 + 二 Burgess [Mathematika 4(1957)，106-112] 证 明了 , 对 于 任何 固定 的 
a> je 当 p 一 oo 时 有 94= 0O(p"). 

6.9 节 . 定理 89 属于 Cipolla，Annali di Mat，(3), 9(1903)，139-160. 下面 这 些 数 , 也 就 是 
3x11x17, 5x13x17, 5x17x29, 5x29x73, 7x13x19 都 是 Carmichael 数 . 除了 这 些 数 以 外 , 小 于 
2 000 的 数 中 关于 2 的 伪 素 数 还 有 


341=11x3]l, 645=3x5x43, 1387=19x73, 1905=3x5x127. 


见 Dickson, History, i, 91-95; Lehmer, Amer. Math. Monthly, 43(1936), 347-354 以 及 Leveque, 
Reviews, 1, 47-53( 从 中 可 查 到 更 多 的 参考 文献 ). 

定理 90 属于 Lucas, Amer，Journal of Math 1 (1878), 302. D. H. Lehmer 以 及 其 他 一 些 
人 用 各 种 方法 对 这 个 结果 加 以 修改 , 以 期 能 对 给 定 的 大 数 m 作为 素数 或 者 合 数 的 特征 得 到 有 实用 
价值 的 判别 法 . 见 Lehmer 上 面 提 到 的 引文 和 Bulletin Amer. Math， Soc. 33(1927), 327-340 以 
及 34(1928), 54-56, 还 有 Duparc, Simon Stevin 29(1952), 21-24. 

6.10 节 . 这 里 的 证 明 是 Landau，Vorlesungen, iii, 275 给 出 的 , 由 R.F.Whitehead 作 了 改进 . 
定理 91 关于 p = 3 511 的 结果 是 由 Beeger 给 出 的 . 有 关 该 节 末尾 的 数值 结果 , 可 参见 Pearson 
上 面 提 到 的 引文 以 及 Fr5berg [Computers in Math. Research (North Holland, 1968), 84-88]. 

6.11 节 至 6.13 节 . 定理 95 是 由 Euler 首先 证 明 的 . 定理 98 是 由 Euler 和 Legendre 陈述 的 ， 
但 是 该 结论 的 第 一 批 令 人 满意 的 证 明 是 由 Gauss 给 出 的 . 关于 这 个 论题 的 历史 以 及 许多 其 他 的 证 
明 , 见 Bachmann, Niedre Zahlentheorie, i, 第 6 章 . 

6.14 节 . Miller 和 Wheeler 在 定理 101 中 取 已 知 的 素数 2127 一 1 作为 p, 求 得 n = 190p? 十 1 
满足 该 判别 法 . 见 我 们 关于 2.5 节 的 附注 . 当 n = hps 十 1 时 , 定理 101 亦 为 真 , 只 要 h < V 万 且 
及 不 是 一 个 立方 数 即 可 . 见 Wright, Math. Gazette, 37(1953), 104-106. 

Robinson 推广 了 定理 102 [Amer，Math，Monthly, 64(1957), 703-710j, 他 还 和 Selfridge 用 
到 这 个 定理 关于 p = 3 的 情形 , 从 而 得 到 了 一 大 批 形 如 hh.2m 十 1 的 素数 [Math. tables and other 
aids to computatiom 11(1957)，21-22]， 其 中 有 一 些 素数 是 Fermat 数 的 因子 ， 也 见 15.5 节 的 
附注 . 


Lucas [Théorie des nombres, i (1891)，p， xii] 陈述 了 Fi 的 素性 的 判别 法 ，Hurwitz[Math- 
Werke, i. 747] 给 出 了 一 个 证 明 . 人 们 用 这 个 判别 法 证 明了 Fy 和 Fio 是 合 数 , 虽然 它们 的 真实 的 
因子 是 后 来 才 找 到 的 . 

6.15 节 . 定理 103; Euler, Comm. Acad. Petro. 6(1732-1733), 103 [Opera(1), ii. 3]. 
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7.1 。 同 余 式 的 根 
满足 同 余 式 
f(z) = cozm +elzn 十 … 十 cn 三 0 (mod m) 


的 一 个 整数 z 称 为 该 同 余 式 的 一 个 根 (root), 或 者 称 为 f(z)j(mod m) 的 一 个 根 . 如 果 
a 是 这 样 一 个 根 , 那么 任何 与 a (mod m) 同 余 的 数 也 是 它 的 根 . 同 余 的 根 被 视 为 是 等 
价 的 . 当 我 们 说 该 同 余 式 有 个 根 时 , 指 的 是 它 有 ! 个 不 同 余 的 根 . 

一 个 次 代数 方程 (在 适当 的 约定 下 ) 恰好 有 n 个 根 , 于 是 一 个 n 次 多 项 式 是 n 
个 线性 因子 的 乘积 . 自然 要 问 , 对 于 同 余 式 是 否 有 类 似 的 定理 ? 研究 几 个 例子 即 知 它 
们 不 可 能 这 么 简单 . 根据 定理 71, 同 余 方程 


xzp-1 一 1=0(mod p) (7.1.1) 
有 p 一 1 个 根 , 也 就 是 
1, 2,.…, p—1. 
同 余 方 程 
z4 — 1=0 (mod 16) (7.1.2) 


有 8 个 根 , 也 即 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. 而 同 余 方 程 
74 —2=0 (mod 16) (7.1.3) 
却 没 有 根 . 根 的 可 能 性 显然 要 远 比 代数 方程 的 情形 复杂 得 多 . 


7.2 ” 整 多 项 式 和 恒 等 同 余 式 
如 果 co,c1,… ,cn 是 整数 , 那么 
coz? + oT 1 十 十 cr 


| 就 称 作 一 个 整 多 项 式 (integral polynomial). 如 果 


fo) = Ds, gr)= Dd", 
r=0 


r=0 
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且 对 每 个 > 都 有 cr 三 以 (mod m), 那么 就 称 f(z) 和 g(z) 是 关于 模 m 为 同 余 的 
{congruent), 并 记 为 
f(z)=g(7) (mod m). 
显然 , 如 果 h(z) 是 任何 一 个 整 多 项 式 , 则 有 
f(z)=g(7) 一 f(z)h(z)=g(2)h(2). 
接 下 来 我 们 要 在 两 种 不 同 的 意义 下 使 用 符号 “三 ”. 一 种 是 在 5.2 节 的 意义 下 , 此 
时 它 表 示 数 与 数 之 间 的 关系 ; 另 一 种 是 刚刚 定义 的 含义 , 它 表示 多 项 式 之 间 的 关系 . 这 
里 应 该 不 会 产生 混淆 , 因为 除了 “ 同 余 式 f(x) 三 0” 这 样 的 说 法 以 外 , 变量 x 仅 当 该 符 
号 用 在 第 二 种 意义 下 才 会 出 现 . 当 断 言 f(z) 三 g(z) 或 者 f(z) 三 0 时 , 我 们 就 是 在 这 种 
意义 下 使 用 它 , 而 且 并 不 涉及 z 的 任何 一 个 具体 值 . 但 是 当 对 “ 同 余 式 f(z) 三 0 的 根 ” 
作出 结论 或 者 讨论 “ 同 余 式 的 根 ” 时 ,2 我 们 脑子 里 考虑 的 自然 是 第 一 种 意义 . 
在 7.3 节 里 , 我 们 要 对 符号 “|” 引 进 一 个 类 似 的 双重 用 法 . 
定理 104 (i) 如 果 卫 是 素数 , 且 
f(z)g(7)=0 (mod p), 
那么 , 要 么 有 f(z) 三 0, 要 么 有 g(z) 王 0 (mod p). 
{ii) 更 为 一 般 地 , 如 果 
f(z)g(7)=0 (mod p°) 
量 
f(z) #0 (mod p), 
那么 就 有 
g(7)=0 (mod p°). 


人 我 们 从 f(z) 中 去 挤 可 以 被 p 整除 的 系数 对 应 的 项 , 就 得 到 一 个 多 项 式 fi(z)， 
类 似 地 由 g(z) 作出 gi(z). 如 果 f(z) 对 0 且 g(z) 关 0, 那么 及 (z) 和 gi(z) 中 的 第 一 
个 系数 都 不 能 被 p 整除 , 于 是 广 (z)gi(z) 中 的 第 一 个 系数 不 能 被 p 整除 . 从 而 
f(z)g(z)=f1(z)gi(z) #0 (mod p). 
名 可 以 从 f(z) 中 剔除 p 的 倍数 , 从 g(z) 中 剔除 ze 的 倍数 , 其 结论 可 以 用 同样 
的 方式 得 出 . 定理 的 这 一 部 分 将 在 第 8 章 中 要 用 到 . 
如 果 f(z) 三 g(x), 那么 对 a 的 所 有 值 均 有 f(a)=g(a), 其 逆 命 题 不 真 . 于 是 , 根据 
定理 70, 对 所 有 的 a 都 有 
ar=a (mod p), 
然而 
z?=7 (mod p) 
却 是 错误 的 . 
人 @ 例如 在 8.2 节 中 . 
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7.3 ”多项式 (mod m) 的 整除 性 
称 f(z) 关 于 模 m 能 被 9(z) 整除 , 如 果 存在 一 个 整 多 项 式 h(z), 使 得 
f(z)=9(z)h(z) (mod m). 


此 时 记 
g(z) |f(z) (mod m). 


定理 105 。(z 一 a) |f(z) (mod m) 成 立 的 一 个 充分 必要 条 件 是 
f(a)=0 (mod m). 


如 果 
(z —a) lf(z) (mod m), 


那么 对 某 个 整 多 项 式 h(z) 有 
f(z)=(7z ~ a)h(z) (mod m), 


从 而 

fla)=0 (mod m). 
于 是 这 个 条 件 是 必要 的 . 

它 也 是 充分 的 . 如 果 

f(a)=0 (mod m), 

那么 
f(z)=f(z) — f(a) (mod m). 

但 是 

f(z) = Yor™™”, 
且 有 

f(z) — fla) = (z ~ a)h(z), 

其 中 


hl = {OL peter errata) 
是 一 个 整 多 项 式 . h(z) 的 次 数 比 f(z) 的 次 数 少 1. 
| 7.4 ”素数 模 同 余 式 的 根 
下 面 假设 模 m 是 素数 , 只 有 在 这 种 情形 下 才 有 简单 的 一 般 性 的 理论 . 用 p 来 取 


代 m. 
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定理 106 如 果 p 是 素数 , 且 
f(z)=g(7)h(z) (mod p), 
那么 f(T) (mod p) 的 任意 一 个 根 要 么 是 g(z) 的 根 , 要 么 是 h(T) 的 根 . 
如 果 a 是 f(z) (mod p) 的 一 个 根 , 那么 
f(a)=0 (mod p), 


也 就 是 
g(a)h(a)=0 (mod p). 


故而 有 g(a) 志 0 (mod p) 或 者 ha) 三 0 (mod p), 从 而 a 是 g(z) 或 h(z) (mod p) 的 一 
个 根 . 
模 为 素数 这 个 条 件 是 绝对 必要 的 . 例如 , 由 于 
z? 一 z2 -4 三 (z 一 2)(z+2) (mod 4)， 


故而 4 是 z? 生 0 (mod 4) 的 一 个 根 , 但 它 既 不 是 z 一 2 三 0 (mod 4) 的 根 , 也 不 是 = 二 
2 三 0 (mod 4) 的 根 . 
定理 107 如 果 f(z) 次 数 为 n, 且 有 多 于 nn 个 根 (mod p), 那么 
f(z)0 (mod 7p). 
这 个 定理 仅 当 n < p 时 才 是 有 意义 的 . 根据 定理 57, 它 对 n = 1 为 真 , 因而 可 以 
用 归纳 法 来 证 明 它 . 
假设 定理 对 于 次 数 小 于 n 的 多 项 式 已 经 成 立 . 如 果 f(z) 次 数 为 n, 且 f(a)==0 ( mod 
D), 那么 根据 定理 105 有 
f(z)=(z ~ a)g(z) (mod p), 
其 中 g(z) 的 次 数 至 多 为 n 一 1. 根据 定理 106, f(z) 的 任意 一 个 根 要 么 是 a, 要 么 是 
g(z) 的 一 个 根 . 如 果 f(z) 有 多 于 n 个 根 , 那么 g(z) 必 有 多 于 ni 一 1 个 根 , 所 以 
g(7)=0 (mod 7), 


由 此 即 推出 
f(z)=0 (mod p). 


1 模 为 素数 这 一 条 件 仍 是 绝对 必要 的 . 例如 


24 一 1=0 (mod 16) 
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有 8 个 根 . 
这 个 推理 方法 也 证 明了 : 


定理 108 ”如果 f(z) 的 全 部 根 是 


al a2, *** , an (mod p), 


f(z)=co(z — a1)(z ~ a2) (7 — an) (mod p). 


7.5 ”一 般 定理 的 某 些 应 用 
(1) Fermat 定理 指出 , 二 项 同 余 式 


zd=1 (mod p) (7.5.1) 
当 d=p 一 1 时 恰 有 它 全 部 的 根 . 现在 可 以 证 明 , 这 个 结论 对 于 p 一 1 的 任何 因子 4 也 
都 是 正确 的 . 
定理 109 ”如果 pp 是 素数 , 且 dlp 一 1, 那么 同 余 式 (7.5.1) 有 d 个 根 . 
我 们 有 
2?71—1= (x: — 1)g(z), 
其 中 


g(z) = 27 1 +P +1. 
现在 zr-! -1=0 有 p 一 1 个 根 , 而 g(z) 三 0 则 有 至 多 p 一 1 d 个 根 . 因此 , 根据 定理 
106 就 推出 , za 一 10 至 少 应 该 有 d 个 根 , 从 而 它 恰好 有 d 个 根 . 
在 (7.5.1) 的 a 个 根 中 , 有 一 些 根 在 6.8 节 的 意义 下 属于 da, 而 其 他 的 根 (例如 
1) 则 属于 p - !1 的 更 小 的 因子 . 属于 d 的 数 由 下 面 的 定理 给 出 . 


定理 110 在 (7.5.1) 的 d 个 根 中 , 有 g(d) 个 属于 d. 特别 地 ,p 有 9p 一 1) 个 原 
根 


如 果 w(d) 是 属于 d 的 根 的 个 数 , 那么 
> Yd) =p-1, 


dlp—1 
; 这 是 因为 1, 2, .… , p 一 1 中 每 个 数 都 属于 某 个 d. 根据 定理 63, 又 有 
| wd) =p-1. 
dip—1 


@ 元 素 a 在 6.8 节 的 意义 下 属于 d, 用 现在 的 数论 语言 来 说 就 是 : d 是 使 得 ad 三 1(mod p) 成 立 的 最 小 
正 指数 , 也 即 d 是 元 素 a 的 阶 ， 一 一 译 者 注 
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如 果 能 证 明 y(d) < %(d), 就 能 推出 对 每 个 d 都 有 W(d) = gp(d). 

如 果 w(d) > 0, 那么 无 论 如 何 1,2,… ,p -1 中 总 会 有 一 个 数 (比方 说 f) 属于 d. 
考虑 d 个 数 

fh=f* (Og<hgd-1l). 

由 于 fs 二 1 强 含 fx 二 1, 故而 这 些 数 中 的 每 一 个 都 是 (7.5.1) 的 一 个 根 . 它们 都 是 不 同 
余 的 (mod p), 这 是 因为 f+ 三 f* (其 中 <h<d) 获 含 /*=1, 其 中 0<k=h-hv < 
d, 这 样 一 来 , f 就 不 属于 d. 于 是 , 根据 定理 109, 它们 全 部 都 是 (7.5.1) 的 根 . 最 后 , 如 
果 fn 属于 4d, 则 有 (h,d) = 1. 这 是 因为 kh ,kld 以 及 大 > 1 草 含 


(门人 = (14) =1， 


此 时 fi 就 会 属于 一 个 比 d 更 小 的 指数 . 从 而 hh 必定 是 小 于 d 且 与 d 互 素 的 那 $(d) 
个 数 中 的 一 个 , 这 样 就 有 yw(d) < 4(d). 
我 们 顺便 直接 了 当地 证 明了 ， 


定理 111 ”如 果 卫 是 一 个 奇 素数, 则 存在 数 g, 使 得 诸 数 1,9,g?，,… ,gP-2 关于 
模 p 是 互 不 同 余 的 . 


(2) 多 项 式 
f(z)=z° 一 1 

的 次 数 为 p 一 1, 而 由 Fermat 定理 知 , 它 有 p 一 1 个 根 1,2,… ,p 一 1 (mod p). 运用 定 
理 108, 我 们 得 到 : 

定理 112 如 果 p 是 素数 , 那么 

zl — 1=(z—1)(z—2).…(z —p+1) (mod p). (7.5.2) 

如 果 比 较 两 边 的 常数 项 ,就 得 到 Wilson 定理 的 一 个 新 证 明 . 如 果 比 较 zz-2， 

zp-3 ,ZT 的 系数 , 就 得 到 : 


定理 113 ”如 果 了 是 一 个 奇 素数 , 1 <1<p 一 1, 且 hl 是 集合 1,2,…,p 一 1 中 1 
个 不 同 的 元 素 的 乘积 之 和 , 那么 4 一 0 (mod p). 


可 以 利用 定理 112 来 证 明定 理 76. 假设 p 是 奇 素数 . 
假设 
n=rp-s (r>1,0<s<p). 
那么 


n (rp— s)!(p— 1)! 
是 一 个 整数 i, 且 根据 Wilson 定理 (定理 80) 有 


(ts) (rp-s+p-D)!_ (rp-s+l)(rp~ s+2):::(rp—s+p—1) 
(p—D)! 


(rp—s+1)(rp—s+2).*(rp—s+p—1)= (p— 1)ti= -i (mod 7p). 
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但 是 , 根据 定理 112 可 知 , 它 的 左边 同 余 于 
(s 一 1D)(s 一 2)…(s 一 pp 十 1 二 s 一 1 (mod p), 


因而 当 s = 0 时 它 同 余 于 -1, 否则 , 它 同 余 于 0. 


7.6 ”Fermat 定理 和 Wilson 定理 的 Lagrange 证 阴 


我 们 将 定理 112 的 证 明 建 立 在 Fermat 定理 以 及 定理 108 的 基础 之 上 . 该 定理 的 
发 现 者 Lagrange 是 直接 证 明 它 的 , 他 的 论证 方法 包含 了 Fermat 定理 的 另 一 个 证 明 . 
假设 p 是 奇 的 . 那么 


(z—1)(z—2):…(z—p+1)= 2! — Arr? + + Ap-1; (7.6.1) 


其 中 A1.… 如 同 在 定理 113 中 那样 定义 . 如 果 用 z 来 乘 等 式 的 两 边 , 并 将 z 改写 成 
z 一 1 就 有 


(z-JDz 一 4i(z 一 1DP+…+4o-iz-HJ=( 人 -IDz 一 2) (zz 一品 
= (z 一 p)(zz-1 一 4izP-2 十.… 十 4p-1). 
令 系数 相等 , 得 到 


二 于 
©) + ah=p+ a 人 + 人 )4+ 生 =pa+4 


@) # 人 4 1°)” + A =pAs + As, 
如 此 等 等 . 第 一 个 方程 是 恒等式 , 由 其 他 的 方程 相继 得 到 
人 和- 人 (an 
343 = 的 十 全 )a + (23°) 
wp-1)4,: MDL 
于 是 我 们 相继 得 出 


PlAi, plA2, -… , plAp-2, (7.6.2) 


最 后 有 
(p— 1)Ap-1=1 (mod p), 
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这 也 就 是 
Ap_1= ~ 1 (mod p). (7.6.3) 
由 于 hp_1 = (p 一 1)!, 故而 (7.6.3) 就 是 Wilson 定理 . 而 (7.6.2) 和 (7.6.3) 合 在 一 
起 就 给 出 定理 112. 最 后 , 由 于 对 于 任何 一 个 不 是 p 的 倍数 的 > 皆 有 
(2—1)(z-2).…(z ~p+1)=0 (mod p), 
从 而 就 推出 Fermat 定理 . 


7.7 [二 (p 一 了 1)]! 的 剩余 
假设 p 是 一 个 奇 素数 , 且 2 
万 = 3- 1). 
根据 Wilson 定理 , 由 


CE EY 
=(-1)?(0!)? (mod p) 
就 推出 有 
(0)’=(-1)°! (mod p). 
现在 必须 区 分 p = 4n 十 1 和 p= 4n+3 这 两 种 情形 . 如 果 p= 4n +1, 那么 
人) 三 -1 (mod p), 
故而 (反之 则 如 同 我 们 在 6.6 节 中 所 证 明 的 那样 )-1 是 p 的 一 个 二 次 剩余 . 此 时 , 可 
与 2 三 ~ 1 (mod p) 的 某 个 根 同 余 . 
如 果 p = 4n+3, 则 有 
GD?=1(mod p), (7.7.1) 
wl! 三 土 1 (mod p). (7.7.2) 


由 于 -1 是 p 的 一 个 二 次 非 剩 余 , 故而 (7.7.2) 中 的 符号 是 正 号 还 是 负 号 , 要 看 可 是 
模 p 的 剩余 还 是 非 剩余 来 确定 . 但 是 可 是 小 于 3p 的 正 整数 的 乘积 , 这 样 一 来 , 根据 
定理 85, (7.7.2) 中 的 符号 是 正 号 还 是 负 号 , 要 看 p 的 小 于 4p 的 非 剩余 个 数 是 偶数 还 
是 奇数 来 确定 . 


定理 114 如 果 p 是 一 个 形 如 4n 十 3 的 素数 , 那么 
Be-d=CYy ea sy 


其 中 的 是 p 的 小 于 3p 的 二 次 非 剩余 的 个 数 . 
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7.8 Wolstenholme 定理 


由 定理 113 推出 , 分 数 
1 1 1 
1 
的 分 子 可 以 被 p 整除 . 事实 上 , 这 个 分 子 就 是 那个 定理 中 的 4,_2. 然而 , 我 们 还 可 以 
走 得 更 远 一 些 . 


定理 115 ”如果 p 是 一 个 大 于 3 的 素数 , 那么 分 数 


于 1 
二 二 天 二 


了 (7.8.1) 


的 分 子 能 被 P 整除 . 


当 p = 3 时 这 个 结果 是 错误 的 . 至 于 这 个 分 数 是 否 化 成 了 最 简 分 数 , 这 是 无 关 紧 
要 的 , 因为 在 任何 情形 下 其 分 母 都 不 能 被 p 整除 . 
此 定理 可 以 表述 成 不 同 的 形式 . 如 果 i 与 m 互 素 , 则 同 余 式 


iz 三 1 (mod m) 


恰好 有 一 个 根 , 称 它 为 i (mod m) 的 相伴 元 .” 可 以 用 来 记 这 个 相伴 元 , 不 过 当 我 们 


只 关心 整数 时 , 采用 记号 


(或 者 1/i) 来 表示 相伴 元 常常 更 方便 . 更 一 般 地 , 在 类 似 的 情况 下 可 以 用 
b 


a 
(或 者 b/a) 来 记 az 三 b 的 解 . 
然后 就 可 以 将 Wolstenholme 定理 表述 成 以 下 形式 . 
定理 116 如 果 p>3, 且 1/i 是 i (mod zz2) 的 相伴 元 , 那么 
1 


1 和 
1 十 二 十 二 十 -人 。 
+3+3+ Ta 0 (mod p?) 


可 以 首先 证 明 
3 
由 此 可 对 这 个 符号 作 一 诠释 . 为 此 , 只 需 注意 , 如 果 0 < i < p, 那么 


po 让 ES 
让 -il (mod p). 


六 TW am 
1+3+ 十 … + (7.8.2) 


Q@ 与 在 6.5 节 中 一 样 , 6.5 节 中 的 a 现在 取 为 1. 
加 自然 , 这 里 的 1/i 是 i (mod p) 的 相伴 元 ， 它 对 (mod p) 是 确定 的 , 但 就 p 的 任意 倍数 而 言 , 它 对 
(mod p?) 是 不 确定 的 . 
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从 而 


二 三 0 (mod p), 


p-—i 
求 和 即 得 欲 证 之 结果 . 

其 次 来 证 明 Wolstenholme 定理 的 两 种 形式 (定理 115 和 定理 116) 等 价 ， 如果 
0<z<p, 且 是 z (mod p?) 的 相伴 元 , 那么 


zp—1)!= s3 oy (mod p?). 
于 是 有 
(p- (IT+23+.…+7-1)=(p- 1) (itt+a) (mod p?), 
右边 的 分 数 包含 了 这 两 个 定理 中 的 结论 的 解释 , 由 此 推出 它们 的 等 价 性 . 
为 证 明定 理 本 身 , 在 恒等式 (7.6.1) 中 取 z = p. 于 是 得 
Pp-D=p ~ Ap ?+ — Ap-2p+ Ap-1. 
但 是 A,-1 = (p 一 1)!, 于 是 
PP — Aipr ?+++ Ap_ap — Ap_2 =0. 
由 于 p > 3, 根据 定理 113 有 
PlAi, plA2, +…. , plAp-3, 
由 此 推出 p?|4,-_z, 也 即 有 


p wi +3t.+ta i): 
这 等 价 于 Wolstenholme 定理 . 
-1+ 站 +…+ 


的 分 子 是 42_2 一 24p-14p-3, 从 而 它 能 被 p 整除 , 这 样 就 得 到 : 
定理 117 如 果 p>3, 则 有 Cp=0 (mod p). 


7.9 von Staudt 定理 
我 们 用 证 明 von Staudt 关于 Bernoulli 数 的 一 个 著名 定理 来 结束 本 章 . 
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Bernoulli 数 通常 定义 为 展开 式 ? 


多 1 B1 
-i132*+9 


中 的 系数 . 我 们 将 会 发 现 , 将 这 个 展开 式 写成 下 述 形式 


= 克 十 生 z 十 各 2 十 全 za 十，… 


B B 
2z4 十 2z6 一 


2_ Ba 
Ta 加 


了 
er—l1 


是 很 方便 的 , 所 以 有 Bo = 1,B = 一 以 及 
Pak = (-1)*1Bk, Bagri=0, (k>1). 


这 些 数 的 重要 性 主要 在 于 , 它们 出 现在 关于 》，m* 的 “Euler-Maclaurin 求 和 公式 ” 
中 . 实际 上 , 对 于 上 > 1 有 


上 
1 k 
ko ko k+l—r 
+ 二 二 人 一 TD) 二 (0， B.. (7.9.1) 
这 是 因为 它 的 左边 是 
liz(1 十 ez 十 ear 十 .十 etn-Dz) = krl ek (e™—1) 
”1 一 ez ez 一 1 
272 
(+ 全 + 人 (or 


中 zk+l 的 系数 . 将 这 个 乘积 里 的 系数 提取 出 来 , 就 得 到 (7.9.1). 
von Staudt 定理 确定 了 Bi 的 分 数 部 分 . 


定理 118 ”如 果 大 > 1 那么 
CB DD (mod 1), (7.9.2) 


这 里 的 求 和 取 遍 满足 (p 一 1) |2k 的 所 有 素数 p. 


例如 , 如 果 kk = 1, 那么 (p -|2, 这 对 p = 2 或 者 p = 3 是 成 立 的 ， 从 而 
一 Bi= 寺 十 于 一 县 事实 上 有 Bl = 去. 当 用 字母 8 来 重新 表述 (7.9.2) 时 , 它 就 变 成 


B+ > -NN (7.9.3) 
(p—DIk 
其 中 
k=1,2,4,6,...， (7.9.4) 


加 只 要 |z| < 2x, 这 个 展开 式 就 是 收 伍 的 . 
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而 i 是 一 个 整数 . 如 果 将 ek(p) 定义 为 


1， 著 (p- Dk 


am-{ 0， 若 (p-1) 1k 


那么 (7.9.3) 就 取 下 述 形式 
B+ 5 = (7.9.5) 
现在 这 里 的 p 取 遍 所 有 的 素数 . 
特别 地 , von Staudt 定理 表明 , 任何 Bernoulli 数 的 分 母 都 没有 平方 因子 . 
7.10 ”von Staudt 定理 的 证 明 
定理 118 的 证 明 依赖 于 下 面 的 引 理 . 
1 
定理 119 Tm 一 sk(p) (mod p). 
1 
如 果 (p 一 1)Ik, 那么 , 根据 Fermat 定理 有 m* 三 1, 且 
Dm*=p -1 三 -1 -ek(p) (mod p). 
如 果 (p 一 1) 4 Kk, 且 g 是 p 的 一 个 原 根 , 那么 根据 定理 88 有 
g* 关 1 (mod p). (7.10.1) 
集合 g,2g,… , (p - 1)g 与 集合 1,2,… ,p 一 1 关于 模 p 是 等 价 的 , 从 而 有 
Dmg)*= Ym: (mod p), 
(9* —1) Dm*=0 (mod p), 
以 及 
Dm*=0 = ~ek(p) (mod p) 


[根据 (7.10.1)]. 于 是 在 任何 情形 都 有 》 mk 二 -ek(p). 

现在 用 归纳 法 来 证 明定 理 118, 假设 它 对 序列 (7.9.4) 中 任何 小 于 大 的 数 ! 都 已 
成 立 , 要 推出 它 对 上 也 成 立 . 下 面 上 和 ! 都 属于 (7.9.4), 7 从 0 取 到 k, Po = 1, 而 
房 = 记 =…=0. 我 们 已 经 对 大 = 2 验证 了 定理 , 现在 可 以 假设 上 > 2. 

由 (7.9.1) 和 定理 119 推出 , 如 果蔬 是 任意 一 个 素数 , 则 有 


大 5 

1 kN 小 a 

Ek(D) 十 y i )m 7"B 三 0 (mod 万 )， 
二 一 
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这 也 就 是 


8 + (©) + 号 1 k Wt-1~"(w8,)=0 (mod 1) (7.10.2) 
和 五 k+li-r\r je 


由 于 Bk_1 = 0, 故而 此 式 中 不 含 B._1. 我们 来 研究 
wur= Ri (Woe) 


的 分 母 是 否 能 被 整除 
如 果 7 不 是 某 个 4 则 8, 是 1 或 者 0. 如 果 是 某 个 1 那么 根据 归纳 假设 ,B 的 
分 母 没有 平方 因子 而 559 的 分 母 不 能 被 整除 . 因子 (”) 是 整数 .从 而 仅 当 


Et-l-r zs-1 


TFT 
的 分 母 能 被 古 整除 时 , ux 的 分 母 也 才能 被 J 整除 . 此 时 有 


s+1>w. 
但 是 s= 上 一 ">>2, 于 是 有 
s+1<2 <w’. 
这 是 一 对 矛盾 . 由 此 推 得 , uk, 的 分 母 不 能 被 万 整除 . 
这 样 就 有 了 
Brkt a) = 此 ， 
万 bk 
其 中 可 bk, 而 
2 加 
显然 有 同样 的 形式 . 由 此 推 得 
er(p) _ Ax 
B+ i (7.10.3) 


其 中 Bi 不 能 被 古 整除 . 由 于 右 是 任意 一 个 素数 , 故 Bi 必定 为 1. 从 而 (7.10.3) 的 右 
边 是 一 个 整数 , 这 就 证 明了 定理 . 

特别 地 , 假设 是 一 个 形 如 3n +1 的 素数 . 那么 仅 当 p 是 2,3, 上 十 1,2k 十 1 中 之 
一 时 , 才 有 (p 一 1)|2k. 但 是 上 +1 是 偶数 , 且 2k 十 1= 6n+3 能 被 3 整除 , 从 而 2 和 
3 是 p 的 仅 有 的 可 能 取 的 值 . 于 是 有 


@ 应 该 注意 到 , 我 们 并 不 需要 全 部 归纳 假设 . 
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定理 120 ”如 果 大 是 一 个 形 如 3m 十 1 的 素数 , 那么 
Be=3 (mod 1). 


可 以 进一步 推广 使 用 这 一 论证 方法 来 证 明 : 如 果 给 定 k, 则 存在 无 穷 多 个 1, 使 得 
Bi 与 Bk 有 相同 的 分 数 部 分 . 但 是 为 此 我 们 需要 用 到 Dirichlet 的 定理 15( 或 者 用 到 
该 定理 b= 1 时 的 特殊 情形 ). 


本 章 附 注 


7.2 节 至 7.4 节 . 其 中 大 部 分 内 容 遵循 的 是 Hecke 的 书 中 的 第 3 章 . 

7.6 节 . Lagrange, Nouveaur mémoires de lcademie royale de Berlin, 2(1773), 125( (Buvres, 
诞 . 425). 这 是 第 一 个 发 表 的 对 Wilson 定理 的 证 明 . 

7.7 节 . Dirichlet, Journal fir Math. 3(1828), 407-408( Werke, i. 107-108). 

7.8 节 . Wolstenholme，Quarterly Journal of Math、5(1862), 35-39. 定理 115 有 许多 推广 ， 
其 中 有 一 些 也 是 定理 113 的 推广 . 见 8.7 节 . 

这 个 定理 一 般 被 称 为 “Wolstenholme 定理 ", 我 们 遵循 了 这 一 惯例 . 但 是 N. Rama Rao [Bu 人 
Calcutta Math，Soc，29(1938), 167-170] 曾经 指出 , Waring [Meditationes algebraicae, 第 2 版 
(1782), 383] 曾经 参与 了 这 个 定理 以 及 它 的 许多 推广 的 工作 . 

7.9 节 至 7.10 节 ， Von Staudt，Journal fir Math，21(1840), 372-374， 该 定理 也 独立 地 由 
Clausen [Astronomische Nachrichten, 17(1840), 352] 所 发 现 . 我 们 遵循 的 是 R. Rado [Journal 
London Math. Soc. 9(1934), 85-88] 的 证 明 . 

定理 120 以 及 与 之 相关 的 更 为 一 般 性 的 定理 属于 Rado( 同 一 杂志 , 88-90). 
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8.1 ”线性 同 余 式 


自从 7.4 节 开 始 (除了 在 7.8 节 中 有 偏离 之 外 ) 我 们 一 直 假设 模 m 是 一 个 素数 . 
本 章 要 证 明 几 个 有 关 一 般 的 模 的 同 余 式 的 定理 . 当 模 是 合 数 时 , 其 理论 远 非 那样 简单 ， 
我 们 也 不 打算 对 此 作 系 统 的 讨论 . 

5.4 节 中 考虑 过 一 般 的 线性 同 余 式 


ar=b (mod m), (8.1.1) 
在 此 回忆 一 下 有 关 的 结果 将 会 很 有 用 . 该 同 余 式 是 不 可 解 的 , 除非 有 
d= (a,m) b. (8.1.2) 
如 果 这 个 条 件 满足 , 那么 (8.1.1) 恰 有 a 个 解 , 也 就 是 
& 6+ €+29,. ,6+(d-1)3 
其 中 是 


的 唯一 解 . 
接 下 来 考虑 关于 互 素 的 模 ma mz,… ,mx 的 一 个 线性 同 余 式 组 


aizt=b (mod m1),a27=bz (mod m2),.*. ,akz 三 失 (mod mx;). (8.1.3) 


这 个 同 余 式 组 是 不 可 解 的 , 除非 对 每 个 i 有 (ai, mi) b;. 如 果 这 个 条 件 满足 , 就 可 以 分 
别 求解 每 一 个 同 余 式 , 该 问题 就 转化 成 求解 同 余 式 组 


z=c1 (mod m1), +=c2 (mod m2), +… , Zck (mod mx). (8.1.4) 
这 里 的 诸 个 rm; 与 (8.1.3) 中 的 不 完全 一 样 . 事实 上 , 按照 (8.1.3) 的 记号 , (8.1.4) 中 的 
mi 是 mi/(ai,mi). 
m= mama mg = mM = maM2 = :+… = mk Mk. 
由 于 (ms, Mi) = 1, 故而 存在 一 个 (对 于 模 mi 来 说 唯一 的 )ni, 使 得 


mMi=]1 (mod mi). 
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如 果 
z= nMic+naM2c 十 …: 十 mkMkck， (8.1.5) 
则 对 每 个 i 有 z 三 niMici 三 ci (mod mi), 所 以 z 满足 (8.1.4). 如 果 y 满足 (8.1.4), 那 
么 对 每 个 i 有 
y=7 (mod mi), 

从 而 (由 于 诸 mi 互 素 )y 三 z (mod m). 因此 解 z 是 唯一 的 (mod m). 

定理 121 ”如 果 mi,m2,… ,mk 互 素 , 则 同 余 式 组 (8.1.4) 有 由 (8.1.5) 给 出 的 唯 
一 解 (mod m). 


当 模 不 互 素 时 , 问题 更 加 复杂 . 我 们 只 用 一 个 实例 来 说 明 就 行 了 . 

6 位 教授 分 别 从 星期 一 、 星期 二 、 星期 三 、 星期 四 、 星期 五 以 及 星期 六 开始 上 课 , 并 且 宣 布 他 们 
分 别 打算 每 2 天 、 每 3 天 、 每 4 天 、 每 1 天 、 每 6 天 以 及 每 5 天 上 一 次 课 . 学 校规 定 星期 天 禁止 
上 课 (因此 凡 有 星期 天 的 课程 必须 略 去 不 上 ). 问 什么 时 候 这 6 位 教授 会 第 一 次 发 现 他 们 不 得 不 同 
时 略 去 一 次 课 不 上 ? 

如 果 满 足 问题 中 要 求 的 日 子 是 第 z 日 (从 第 一 个 星期 一 开始 计数 , 且 包 括 第 一 个 星期 一 在 内 )， 
那么 

Z = 一 1 十 2kl 一 2 十 3kz 一 3 十 4ks 一 4 十 ka 一 5 十 6ks 一 6 十 5ke 一 7k7， 
其 中 诸 个 上 都 是 整数 , 也 即 


(D)z=1 (mod 2)， (2)z=2 (mod 3)， (3)z=3 (mod 4),， (4)r=4 (mod 1) 


(5)z=5 (mod 6)， (6)z=6 (mod 5)， (7)zm0 (mod 7) . 
这 些 同 余 式 中 , (4) 没有 限制 , (1) 和 (2) 包含 在 (3) 和 (5) 之 中 . 后 面 这 两 个 同 余 式 中 , (3) 表 
明 z 同 余 于 3, 7 或 者 11 (mod 12), 而 (5) 表明 z 同 余 于 5 或 者 11, 所 以 (3) 和 (5) 合 起 来 等 
价 于 z=11 (mod 12). 于 是 问题 转化 为 求解 
T=11 (mod 12), z=6 (mod 5), z=0 (mod 7) ， 
也 即 求解 
X=—1 (mod 12)， z=1 (mod 5)，z=0 (mod 7) . 
这 是 一 个 可 以 用 定理 121 来 求解 的 问题 . 其 中 有 
m=12 m=5, m3=7, m= 420, 
Mi=35 M2=84, Ma=60. 
诸 个 n 由 下 列 同 余 式 组 的 解 给 出 : 
35m==1 (mod 12)， 84n2=1 (mod 5), 60ns=1 (mod 7). 


或 者 
一 msl (mod 12)，—n2=1 (mod 5)，4ns=1 (mod 7). 
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可 以 取 ni = -lmna = 一 1,ns = 2. 这 样 就 有 
z=(—1)(—1)35 + (—1)1 x 84 十 2 x 0x 60 = 一 49=371 (mod 420). 


第 一 个 满足 条 件 的 > 是 371. 


8.2 ”高 次 同 余 式 
现在 可 以 将 一 般 同 余 式 
f(z)=0 (mod m) (8.2.1) 


的 求解 问题 转化 成 若干 个 素数 罕 为 模 的 同 余 式 的 求解 问题 , 其 中 f(z) 是 任意 一 个 整 
多 项 式 . 
假设 


m= mim2 mk 


其 中 任何 两 个 mi 都 没有 公约 数 . (8.2.1) 的 每 个 解 都 满足 


f(z)=0 (mod mi) (i=1,2,.… ,k). (8.2.2) 
如 果 c1, cz,… ,ck 是 (8.2.2) 的 一 组 解 , 而 z 是 
T=ci (mod mi:) (i=1,2,... ,k) (8.2.3) 


的 由 定理 121 给 出 的 解 , 那么 
f(z)=f (ci)=0 (mod mi), 


于 是 有 f(z) 三 0 (mod m). 这 样 一 来 , (8.2.2) 的 每 一 组 解 给 出 (8.2.1) 的 一 个 解 , 反之 
亦 然 . 特别 地 有 


定理 122 (8.2.1) 的 根 的 个 数 是 (8.2.2) 中 每 个 同 余 式 的 根 的 个 数 之 乘积 . 
如 果 m= mp2 ph* 可 以 取 mi 一 下 


8.3 ”素数 宕 模 的 同 余 式 
现在 考虑 同 余 式 
f(z)=0 (mod p"), (8.3.1) 
其 中 p 是 素数 , 而 a > 1. 
首先 假设 z 是 (8.3.1) 的 一 个 根 , 它 满足 
0<z<P. (8.3.2) 
回 见 7.2 节 . 
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此 时 z 满足 
f(z)=0 (mod pe)， (8.3.3) 
故而 它 有 形式 
€+sp"! (0<s<p), (8.3.4) 
其 中 & 是 (8.3.3) 的 满足 
0gé€<p"! (8.3.5) 
的 一 个 根 . 


其 次 , 如 果 上 是 (8.3.3) 的 一 个 满足 (8.3.5) 的 根 , 那么 
FE + p71) =f(€) + sp (E) + erpr2f"(E) + 
=f(€) + sp 1f"(€) (mod pe)， 
这 是 因为 2a -2> a,3a--3>oa……, 且 


fO(€) 
四 
中 的 系数 都 是 整数 . 现在 必须 区 分 两 种 情形 . 
(1) 假设 
f'(€) #0 (mod 如. (8.3.6) 


那么 , 5+ sp*-! 是 (8.3.1) 的 一 个 根 , 当 且 仅 当 
j(6)+spe 1f"(€)=0 (mod p°), 


也 即 当 且 仅 当 
sf(0=- A (mod 由 

且 恰 好 有 一 个 s (mod p) 满足 这 个 条 件 . 从 而 (8.3.3) 的 根 的 个 数 与 (8.3.1) 的 根 的 个 
数 是 相同 的 . 

(2) 假设 

f"'(é)=0 (mod p). (8.3.7) 
此 时 有 
f(€+ sp”!)=f(€) (mod po). 

如 果 f(€) 关 0 (mod p"), 那么 (8.3.1) 是 不 可 解 的 . 如 果 f(&) 三 0 (mod p?), 则 对 每 个 
s, (8.3.4) 都 是 (8.3.1) 的 一 个 解 , 且 对 于 (8.3.3) 的 每 一 个 解 , (8.3.1) 都 有 p 个 解 与 之 
对 应 . 


定理 123 ”对 应 于 (8.3.3) 的 每 一 个 解 5, (8.3.1) 所 具有 的 解 的 个 数 是 
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(a) 0, 如 果 (8) 三 0 (mod p) 且 & 不 是 (8.3.1) 的 解 ; 
(b) 1, 如果 f/'(€) 关 0 (mod p); 
(6) p, 如 果 (6)=0 (mod p) 且 & 是 (8.3.1) 的 一 个 解 . 


(8.3.1) 与 & 对 应 的 解 可 以 由 & 得 出 . 在 情形 (b) 中 , 它 可 以 通过 求解 一 个 线性 同 余 式 
得 到 ; 而 在 情形 (c) 中 , 则 可 以 通过 向 & 增加 pe-! 的 任意 倍数 来 得 到 . 


8.4 例 于 
(D) 同 余 式 
f(z) = 并 一 1 二 0 (mod p) 
有 p 一 1 个 根 1,2,… ,p 一 1. 如 果 是 这 些 根 中 间 的 一 个 , 那么 
f'(€) = -16eP #0 (mod p). 
从 而 f(z) 三 0 (mod p?) 恰 有 p 一 1 个 根 . 重复 这 个 讨论 , 得 到 


定理 124 。 同 余 式 
zP-1 一 1=0 (mod po) 


对 每 个 a 都 恰 有 卫 - 1 个 根 . 
(2) 其 次 考虑 同 余 式 
f(z) = ziptp-0 一 1=0 (mod p?), (8.4.1) 
其 中 p 是 一 个 奇 素数 . 此 时 对 每 个 5 有 
7 国 = Yotp ~ We?) 10 (mod 由 


于 是 对 于 f(z) 三 0 (mod p) 的 每 一 个 根 , (8.4.1) 有 p 个 根 与 之 对 应 . 
现在 , 根据 定理 83 有 
zp d=+4+1 (mod p), 


其 正 负 号 根据 z 是 p 的 二 次 剩余 或 是 非 剩 余 来 决定 , 且 在 同样 的 情形 下 ， 
rir)= 41 (mod p). 


于 是 , f(z) 三 0 (mod p) 有 3(p 一 1) 个 根 , 而 (8.4.1) 有 3p(p - 1) 个 根 . 
如 同 在 6.5 节 中 对 p 定义 二 次 剩余 和 非 剩余 一 样 , 我 们 来 对 zz 定义 二 次 剩余 和 
非 剩余 . 只 考虑 与 p 互 素 的 数 , 称 > 是 p? 的 一 个 二 次 剩余 , 如 果 (i)(z,p) = 1 以 及 
(区 存在 一 个 y 使 得 
=z (mod p?), 
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称 z 是 p? 的 一 个 二 次 非 剩余 , 如 果 (i)(z;p) = 1 以 及 (ii) 不 存在 这 样 的 y. 
如 果 z 是 zz 的 一 个 二 次 剩余 , 则 由 定理 72 得 


ziP(p-D) =yplp-l)=1 (mod pz2)， 


所 以 z 是 (8.4.1) 的 那 3p(p - 1) 个 根 中 的 一 个 . 另 一 方面 , 如 果 yn 与 yo 是 小 于 到 且 
与 pp? 互 素 的 p(p 一 1) 个 数 中 的 两 个 , 且 好 三 好 , 那么 或 者 有 yo = 一, 或 者 yi 一 ya 
与 wi 十 Ww 两 者 都 能 被 p 整除 , 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 y, 和 yo 两 者 都 不 能 被 p 整除 . 
所 以 诸 数 y? 就 给 出 了 恰好 3p(p 一 1) 个 不 同 余 的 剩余 类 (mod p?), 模 PP 有 3p(p 一 1) 
个 二 次 剩余 , 它们 也 就 是 (8.4.1) 的 根 . 

定理 125 模 p? 有 3p(p 一 1) 个 二 次 剩余 , 这 些 剩余 都 是 (8.4.1) 的 根 . 


(3) 最 后 考虑 同 余 式 
f(z) = £2 ~ c=0 (mod p°), (8.4.2) 
其 中 p 如 如 果 p 是 奇数 , 那么 对 任何 不 被 p 整除 的 5 有 
1(€) =2¢ #0 (mod p). 


于 是 (8.4.2) 的 根 的 个 数 与 分 别 以 pr-!1,p*?,… ,p 为 模 的 类 似 的 同 余 式 的 根 的 个 数 
相同 . 这 也 就 是 说 , 根据 是 否 p 的 二 次 剩余 可 知 其 解数 为 2 或 者 0. 可 以 用 这 个 论 
证 方法 取代 (2) 的 最 后 一 段 . 

当 p = 2 时 , 情形 要 稍微 复杂 一 些 , 这 是 因为 此 时 对 每 个 5 有 f'(é) 志 0 (mod p). 
我 们 留 给 读者 自己 去 证 明 : 当 a = 2 时 , 它 有 两 个 根 或 者 没有 根 ; 当 a > 3 时 , 则 有 四 
个 根 或 者 没有 根 . 


8.5 ”Bauer 的 恒 等 同 余 式 
用 上 来 记 小 于 mm 且 与 m 互 素 的 Hm) 个 数 中 的 一 个 , 用 t(m) 来 记 这 种 数 的 集 
合 , 而 用 
fm(z)= [[ (2-) (8.5.1) 


t(m) 
来 记 取 遍 t(m) 中 所 有 t 的 乘积 . Lagrange 的 定理 112 说 的 是 , 当 m 为 素数 时 ， 
fn(z)=7+") 一 1 (mod m). (8.5.2) 


由 于 


z9g(m) ~ 1=0 (mod m) 
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恒 有 9(m) 个 根 t, 故我 们 可 能 认为 (8.5.2) 对 所 有 m 为 真 , 但 这 是 错 的 . 例如 当 吉 =9 
时 , t 有 六 个 值 上 1, 土 2, 十 4 (mod 9), 且 有 


fm(z)= (7 一 12)(z2 一 22)(z2 ~ 42)=2° ~ 3z4 十 3z2 — 1 (mod 9). 


正确 的 推广 近期 才 被 Bauer 发 现 , 它 包含 在 下 面 两 个 定理 之 中 . 


定理 126 如 果 p 是 m 的 一 个 奇 素 因子 , 且 pe 是 pp 能 整除 m 的 最 高 固 次 , 那 
么 
fn(z)= [I (z -t=(2°7 — /PD (mod pr). (8.5.3) 
t(m) 
特别 地 有 
加 (z) = I (2 -= — 1)?”" (mod po). (8.5.4) 
t(p®) 


定理 127 如 果 m 是 偶数 , m > 2, 且 2* 是 2 能 整除 m 的 最 高 办 次 , 那么 
fn(z)=(z2 — 1)i%™) (mod 2°). (8.5.5) 
特别 地 , 当 a > 1 时 有 
fa (7)=(7? - 1)2 (mod 2°). (8.5.6) 


在 m= 2 这 一 平凡 的 情形 下 , f(z) = z 一 1. 这 符合 (8.5.3) 的 结果 , 但 不 符合 (8.5.5). 
首先 假设 p > 2, 先 来 证 明 (8.5.4). 它 对 a = 1 为 真 . 如 果 a > 1, t(p*) 中 的 数 是 
下 列 诸 数 
t 十 zpe-l (0<v<p), 


其 中 上 是 tp*-5) 中 的 一 个 数 . 因此 


p-1l 


fpsl7) = II faz — vp ). 
v=0 


但 是 
fo (FT — Vp" 1) fp (7) — Vp! fsa (2) (mod p°). 
故 有 9 
foe (zT)= {foo (2)} — Do vp {foos (2m) fi (x) 
= {f(z)}” (mod po)， 
这 是 因为 


Dr= jp — 1)=0 (mod p). 
这 就 用 归纳 法 证 明了 (8.5.4). 


8.6 Bauer 的 同 余 式 : p = 2 的 情形 ”107 
现在 假设 站 = peM, 且 p HM. 设 上 + 取 遍 tp) 中 的 $(p") 个 数 , 而 了 取 遍 t(M) 
中 的 g(M) 个 数 . 根据 定理 61, 所 产生 的 由 4m) 个 数 
taMf 十 TPp“ 
组 成 的 集合 经 过 模 m 化 简 , 刚好 就 是 集合 t(m). 于 是 
jnzl=TIe-o=s I I ec-t-7p (mod m). 


t(m) Tet(M) tet(p°) 
由 于 (p",M) = 1, 故 对 任意 固定 的 了 有 
II ec-tx=-7zpo= I -ba0= I (-t)=fy(z) (mod p°). 


tet(p®) tet(p®) tet(p*) 
因为 {(M) 中 有 $(M) 个 数 , 从 而 根据 (8.5.4) 有 
名 四 王 (ap 一 DP wo (mod po). 
但 由 于 
p10(M) = ELM) = 由 ， 
这 就 立即 得 出 (8.5.3). 


8.6 ”Bauer 的 同 余 式 : p=2 的 情形 
现在 需要 考虑 p = 2 的 情形 . 首先 证 明 (8.5.6). 
如 果 a = 2， 
fa(z) = (2 — 1)(z = 3)=7? -1 (mod 4), 
这 就 是 (8.5.6). 当 a > 2 时 , 采用 归纳 法 . 如 果 


faa1 (2)=( — 11) (mod 2°1), 


fss-1 (7)=0 (mod 2). 
因此 
f(z) = faes(T) fa (2 — 2 2 
{fae (2)}? — 2°71 fa (2)fso- (7) 
三 { 户 。-:(z)}2 三 (zz 一 1)2 (mod 2°). 


现在 转向 (8.5.5) 的 证 明 , 需要 区 分 两 种 情况 . 
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(1) 如 果 mm=2M 且 M > 1 其 中 M 是 奇数 ,那么 
fn(®)=(2 — 1)*™= (5 — 1)49(™) (mod 2), 


这 是 因为 (z -1)?=z? 一 1 (mod 2). 
(2) 如 果 m = 2*M, 其 中 M 是 奇数 且 a > 1, 如 同 在 8.5 节 中 那样 讨论 , 但 是 改 
用 (8.5.6) 代替 (8.5.4). g(m)] = 2a-19(M) 个 数 


tM +T2° 
组 成 的 集合 经 过 模 m 化 简 , 恰好 就 是 集合 t(m). 于 是 
fn(z)=I[(:-d= I I (-th-2°7) (mod m) 
t(m) TEet(M) tet(2°) 
= {fae(z)}* 0 (mod 2), 


恰 如 在 8.5 节 中 一 样 . 由 此 并 根据 (8.5.6) 就 立即 推出 (8.5.5). 


8.7 Leudesdorf 的 一 个 定理 
可 以 利用 Bauer 的 定理 得 出 Wolstenholme 的 定理 115 的 一 个 大 范围 的 推广 . 


定理 128 ”如 果 
Sn = 》 呈 
t(m) 
则 当 2 jm,3 jm 时 有 
Sm 三 0 (mod m?); (8.7.1) 
当 2 jm,3lm 时 有 
Smns0 (ma i"); (8.7.2) 
当 2|m,3 jm, 且 m 不 是 2 的 等 时 有 
Sm=0 (maa i); (8.7.3) 
当 2|m,3|m 时 有 
Smm0 (ma i ) ; (8.7.4) 
当 m=2* 时 有 
Sm=0 (moa 3) (8.7.5) 


8.7 Leudesdorf 的 一 个 定理 ”109 


用 于 ,II 分 别 表 示 取 遍 tm) 中 的 数 的 和 与 乘积 , 而 用 学 ', TT’ nna 
中 小 于 #m 的 那 一 部 分 数 上 的 和 与 乘积 , 并 假设 m = pegsre… 
如 果 p> 2, 则 由 定理 126 有 


(zr Dem d= [Tr-t)= I {dr-m+t)} 
至 IT {z2 +t(m—t)} (mod pe). (8.7.6) 
对 (8.7.6) 两 边 z? 的 系数 加 以 比较 . 如 果 p > 3, 左边 的 系数 为 0, 而 且 
o= TI'tttm- dm =311:5 i (mod po). (8.7.7) 
故而 有 
sn I=IT: >1-il1 (t+ai) 


所 mll: 六 一 四 m= (mod Ne 
这 也 就 是 
n=0 (mod Pa). (8.7.8) 
如 果 2 fm,3 fm, 则 对 m 的 每 个 素 因子 应 用 (8.7.8), 就 得 到 (8.7.1). 
如 果 p = 3, 则 (8.7.7) 必须 代 之 以 
(—1)#9(m)— 11 Be (m=31I: 三 可 (mod 3°), 
故 有 
Sm [t= (D3 mo(m) (mod 32°). 
由 于 4(m) 是 偶数 , 且 能 被 3"-1 整除 , 这 就 给 出 
m=0 (mod 32°-1). 


这 样 就 得 到 (8.7.2). 
如 果 p = 2, 则 根据 定理 127 有 


(z2 — 1)19(m) = I {z? +t(m—t)} (mod 2°), 
所 以 1 1 1 
(Di Gm)=3 IIL:>， ep 


Sn I= mI m= (Di dmglm) (mod 22°). 
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如 果 m= 22M, 其 中 M 是 大 于 1 的 奇数 ， 那么 
$0(m) = 2-290M) 


能 被 2*-: 整除 , 且 
mm 三 0 (mod 22°-1). 


这 和 上 面 的 结果 一 起 就 得 出 (8.7.3) 和 (8.7.4). 
最 后 , 如 果 m = 2°, 则 有 #6(m) = 22-2, 故 有 


Sn=0 (mod 22°-?). 


这 就 是 (8.7.5). 


8.8 ”Bauer 定理 的 进一步 的 推论 
(1) 假设 
m>2, m=JIr", wa = 30(m), w= (p>2). 
那么 %(m) 是 偶数 , 且 当 我 们 在 (8.5.3) 和 (8.5.5) 中 令 常数 项 相等 时 , 就 得 到 
II t=(-1)” (mod p"). 


t(m) 


容易 验证 , 除了 当 m 是 4,pe 以 及 2p" 这 几 种 特殊 情形 以 外 , 数 va 和 wu, 都 是 偶 
数 , 所 以 除了 这 几 种 情形 以 外 , 我 们 总 有 [Tt 三 1 (mod m). 如 果 m = 4, 那么 [It = 
1x3 三 一 1 (mod 4). 如 果 m 是 pr 或 者 2p", 那么 up 是 奇数 , 故 有 [Tt= -1(mod po)， 
于 是 有 (由 于 [It 是 奇数 )ITt= - 1 (mod m). 


定理 129  t= 士 1 (mod m), 其 中 当 m 取 值 为 4,p? 或 者 2p* 时 取 负 号 , 这 
t(m) 
里 pp 是 一 个 奇 素数 , 而 在 所 有 其 他 情形 均 取 正 号 . 


m =p 的 情形 正 是 Wilson 定理 . 
(2) 如 果 p>2 且 


f(z)= [I (2—) = ze — 41 十， 
t(p®) 


那么 f(z) = f(p* 一 z 于 是 
241ze 1 十 24sze ) 十 … 一 (2) 一 flz)= 7 十 z) 一 J(z) 
二 pf"(z) (mod p™). 
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但 是 , 根据 定理 126 有 
Pf (zap (p— Der ?zt ~ 1)?" 1 (mod Po). 
由 此 推出 , 除了 当 
$(p") — 2v — 1=p -2 (mod p—1), 


也 即 除了 
2xv=0 (mod p — 1) 


的 情形 之 外 , 42v+1 都 是 pze 的 倍数 . 


定理 130 如果 42v+l 是 t(p") 中 每 次 取 2v 十 1 个 数 所 得 的 齐 次 乘积 之 和 , 且 
2v 不 是 p 一 1 的 倍数 , 那么 


Azv+1=0 (mod p*°). 


Wolstenholme 定理 是 当 
a=1, 2v+1=p-2, p>3 


时 的 情形 . 
(3) 关于 和 式 


1 
Savt1 = 沁 t+1 


也 有 一 些 有 趣 的 定理 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 仅 限于 讨论 a = lm = p 的 情形 ,? 又 假设 
p>2. 则 有 f(z) = f(p 一 z), 且 对 模 p? 有 


f(-z)=f(p+ 7)=f(z) + pf'(z), 
f'(-2)=—f'(p+2)=— f(z) — pf"(z), 


f(z)f'(—z) + f(z)f(-z)=p {f(z) — fz)" (7)}. 
由 于 f(z) 二 zr! 一 1 (mod p), 故 有 
f°(7) — f(s)f"(z)=22° 一 2 (mod p), 
从 而 
f(z)f'(-z) + f(z)f(-7)=p {227 3 — 2 4} (mod p7). (8.8.1) 


现在 


1 


@ 在 这 种 情形 下 , 定理 112 足够 实现 我 们 的 目的 , 并 不 需要 Bauer 定理 的 更 一 般 形 式 . 
@ 后 面 的 级 数 全 都 是 关于 变量 = 的 通常 的 吞 级 数 . 
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f(z)f (7) + f(z)f'(z) 
f(D-z) + fz)f (7) 有 二 一 一 2z253 —... 
[TE] = 一 29: — 27?53 s (8.8.2) 


/@=IIec-9-IIe-a=z(+ 鹤 + 嗓 二 )， 


Rb 
Ww 


Ww 
1 1 clz2 cor4 
5- 吉 (+ 等 + 办 + )， (8.8.3) 
其 中 可 = (p 一 1)!, 而 诸 数 a,5 和 c 都 是 整数 . 由 (8.8.1), (8.8.2) 以 及 (8.8.3) 就 推出 
—251 -2223 —..……= LAC dst 2 a 2 Qt 等 + 私 +)， 


[ny 
其 中 g(z) 是 一 个 整 多 项 式 . 这 样 一 来 , 如 果 2v < p - 3, 那么 S241 的 分 子 就 能 被 p? 
整除 . 
定理 131 如 果 p 是 一 个 素数 , 2v < 了 一 3, 且 


1 


Sn = 1+ gr + + BIT 


22v+1 


那么 Sav+1 的 分 子 能 被 p? 整除 . 
v= 二 0 的 情形 即 为 Wolstenholme 定理 . 当 v = 1 时 , p 必须 大 于 5. 


1 1 
l+%++ 廊 


的 分 子 能 被 5 整除 , 但 不 能 被 5 整除 . 
还 有 许多 与 此 同一 类 型 的 更 为 精致 的 定理 . 


8.9 2?-! 和 (p 一 1)! 关于 模 p? 的 同 余 式 


Fermat 和 Wilson 的 定理 表明 , 2?-! 和 (p 一 1)! 有 剩余 1 和 -1 (mod p). 但 它们 
关于 模 p 的 剩余 我 们 知道 得 很 少 , 不 过 它们 可 以 用 很 有 趣 的 方法 加 以 变换 . 


定理 132 ”如果 p 是 一 个 奇 素数 , 那么 


2p-1— 1 he | 1 
一 =1+ 了 + 于 + 二 55 (mod p). (8.9.1) 
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换 句 话说 , 2-1 (mod p?) 的 剩余 是 
1 


其 中 的 分 数 指 的 都 是 相伴 元 (mod p). 
我 们 有 


>-army=ir( e+( 2) -2+ 呈 (了 


除了 第 一 项 之 外 , 右边 的 每 一 项 都 能 被 p 整除 .? 且 ( 7 ) = pz 其 中 


Uz =(p- Dp- pt+1)=(-D)"(— 1) (mod p), 


也 就 是 
lz!=(-1)"! (mod p). 


从 而 有 
n= (1 (mod p), 


( 3? ) =pn=(-1) 1p} (mod p?), 


2p-2 去 | 1 
时 = n=1-3+ 一 F—7 (mod 2) 


3 
1 
但 是 , 根据 定理 116 有 ? 


a 1 1 1 Rt 
Ln te 52+ + (1+3+3+ 
=2(1+3+ -+55) (mod p), 
所 以 (8.9.2) 等 价 于 (8.9.1). 
另 一 种 方法 是 , 根据 定理 116 得 知 (8.9.1) 中 的 剩余 是 
1 1 
5 过 pr (mod p). 


定理 133 如 果 p 是 一 个 奇 素数 , 那么 
2 
(p=(_1)3m-D22p-2 (5S (mod p?). 


人 @ 根据 定理 75. 
加 我 们 只 需要 (7.8.2). 
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设 p= 2n+1. 那么 根据 定理 116 和 定理 132 有 


GD, -1x3x…x(n-TD = 一 2)p 一 和 人 一 2n)， 


2n)! 1 
("人 三 2"n! 一 2"nlp 人 中 中 *… 汗 去 ) (mod p?) 
三 2"n!+2"nl (2 一 1) (mod p?), 


因此 
(2n)!=(—1)"2"(n!)? (mod p2). 


本 章 附 注 


8.1 节 . 定理 121(Gauss, D.A., 第 36 章 ) 早 在 公元 1 世纪 时 就 已 经 为 中 国 数学 家 孙子 所 知 . 
见 Bachmann, Niedere Zahlentheorie, i. 83. 

8.5 节 , Bauer, Nouvelles annales (4), 2 (1902), 256-264. Rear-Admiral C. R. Darlington 建 
议 了 这 个 方法 , 我 用 这 个 方法 从 (8.5.4) 推导 出 了 (8.5.3). 这 比 在 早先 的 版 本 中 由 Hardy 和 Wright 
给 出 [Journal London Math，Soc. 9(1934), 38-41 以 及 240] 的 方法 要 简单 得 多 . 

Wylie 博士 向 我 们 指出 : 用 2 代替 p, 除了 m 是 2 的 宪 以 外 , (8.5.5) 都 与 (8.5.3) 等 价 , 这 是 
因为 , 当 mm = 2*M 且 M 为 大 于 1 的 奇数 时 容易 验证 有 


(z2 — 1 (2 — 1)(™) (mod 2°). 


8.7 节 . Leudesdorf, Proc，London Math， Soc，(1)20 (1889)，199-212， 也 见 S. Chowla, 
Journal London Math. Soc. 9 (1934), 246; N. Rama Rao, 同一 杂志 , 12 (1937), 247-250; 以 及 
E. Jacobstal, Forhand K. Norske Vidensk. Selskab, 22 (1949), nos. 12, 13, 41. 

8.8 节 . 定理 129(Gauss, D.A., 第 78 章 ) 有 时 称 为 “广义 的 Wilson 定理 ”. 

在 上 面 提 到 的 Leudesdorf 的 论文 以 及 Glaisher 在 Quarterly Journal of Mathematics 的 第 
31 和 32 卷 所 发 表 的 论文 中 , 可 以 找到 许多 像 定 理 130 和 定理 131 这 种 类 型 的 定理 . 

8.9 节 . 定理 132 属于 Eisenstein(1850). 有 关 后 来 的 证 明 以 及 推广 的 完整 的 参考 文献 可 以 在 
Dickson,， History, i, 第 4 章 中 找到 . 也 见 6.6 节 的 附注 . 
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9.1 与 给 定 的 数 相伴 的 十 进 制 小 数 


在 初等 算术 中 有 一 个 众所周知 的 程序 可 以 把 任何 正 数 & 表示 成 一 个 “十 进 制 小 
数 ”. 


记 
€=[8+z=X+z, (9.1.1) 
其 中 X 是 一 个 整数 , 0 < z < 1,3 而 对 X 和 z 分 开 来 考虑 . 
如 果 开 >0 且 


10° < X <10°+!, 
而 4 和 Xi 是 X 被 10* 除 所 得 的 商 和 余数 , 那么 
X =A:10°+X, 
其 中 
0< 4 = [10-*X] <10, 0 < Xi < 10*. 
类 似 地 有 
Xi =42.10"-1+Xa (0< Az<10, 0< X, < 10°!), 
X2=A3:10"?+ Xs (0< As<10, 0< Xs<10°?), 


Xs-1 =As:10+X, (0< As<10 0<X,<10), 
Xs = Ast1 (0 < As+1 < 10). 


从 而 X 可 以 唯一 地 表示 成 形式 


X=A:10 + A2:10 1 十 … 十 4 .10 二 4 (9.1.2) 
其 中 每 个 4 都 是 0,1,2,… ,9 中 之 一 , 且 41 不 为 0. 将 此 表达 式 简 记 成 
X= AA2.… AsAsti, (9.1.3) 
这 就 是 X 在 十 进 制 记号 下 的 通常 的 表示 法 . 
转向 讨论 zx, 记 


=f Oe }l). 
于 是 [6] 与 在 6.11 节 中 有 同样 的 意义 . 
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假设 a = [10 放 ,于 是 


al 十 1 
0 


QQ1 
LE 
10< 记 < -1 


al 是 0,1,2,…… ,9 中 之 一 , 且 
a=[10f], 10f =at+fa, (0<f<1). 


类 似 地 , 用 
a2= [10f2], 10f2 =a2+fa, (0< fs <1), 


as= [10fs], 10fs=a3+fa (0< fs<)1), 


来 定义 az,as,…. 每 一 个 an 都 是 0,1,2,… ,9 中 之 一 . 从 而 


T=Int+gntl, 


其 中 
pe RY 
Tn 10+107 + + Ion 
fn+1 1 
0 gnt1= 0n < IO 


由 此 我 们 对 z 定义 一 个 与 之 相伴 的 十 进 制 小 数 0.a1a2a3…an…. 称 a1, a2,… 


个 小 数 的 第 一 位 数字 (digit)、 第 二 位 数字 、.……. 
由 于 an < 10, 故而 级 数 a 


收敛. 又 因为 gn1 一 0, 从 而 它 的 和 是 z. 于 是 可 以 记 
T=0.a10243... 
它 的 右边 是 级 数 (9.1.7) 的 缩写 . 
如 果 对 某 个 n 有 fn+1 = 0, 也 即 某 个 10"z 是 一 个 整数 , 那么 
an+1 = ant2=**…*=0. 


此 时 就 说 这 个 小 数 是 有 限 (terminate) 的 . 例如 


17 
条 =0042 5000…， 


(9.1.4) 


(9.1.5) 


(9.1.6) 


是 这 


(9.1.7) 


(9.1.8) 


可 以 将 它 简 记 为 新 = 0.042 5. 显然 , z 的 小 数 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 z 是 一 个 分 母 形 


如 2°589 的 有 理 分 数 . 
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由 于 四 
Qn+1l n+2 
IO0nf1 学 10n+2 十 … 一 gn+l < In， 
且 
0 
10n+1 ”10n+2 ee 10n+1(1 一 而 ) 10™ 


故而 不 可 能 从 某 处 开始 往 后 所 有 的 an 均 为 9. 在 这 个 保留 的 限制 下 , 每 一 个 可 能 的 
序列 {an} 都 是 由 某 个 z 给 出 的 . 定义 z 为 级 数 (9.1.7) 的 和 , zw 和 gn+1 如 在 (9.1.4) 
和 (9.1.5) 中 所 给 出 的 那样 . 那么 对 每 个 nn 有 gn+1 < 10-", 于 是 z 就 给 出 所 要 求 的 序 
列 . 

最 后 , 如 果 


Ea - 郊 六 10™ (09) 


且 诸 bn 满足 对 an 所 加 的 条 件 ， 那么 对 每 个 nn 都 有 an = bn. 如 果 不 然 , 设 aw 和 bw 
是 第 一 对 不 相等 的 数 , 则 有 lax - bw| > 1. 那么 


bn、1 辫 
迪 各 - 守 如 > 南 - 记 于 > 南 -实地 


这 与 (9.1.9) 矛盾 , 除非 等 号 成 立 . 如 果 有 等 号 成 立 , 则 所 有 的 aw+l - by+1, an+2 一 
bw+2，,… 必定 都 有 同样 的 符号 , 且 绝 对 值 均 为 9， 但 是 这 样 的话 , 就 有 要 么 对 每 个 
n>N an = 9,bn = 0, 要 么 对 每 个 n>N 有 an = 0,b, = 9, 我 们 已 经 看 到 这 两 种 情 
形 都 是 不 可 能 的 . 从 而 对 所 有 n 有 an = 加. 换言之 , 不 同 的 十 进 制 小 数 对 应 不 同 的 
数 . 

现在 将 (9.1.1), (9.1.3), (9.1.8) 组 合成 下 述 形式 : 


€=XX+T= AA2:.. Ast+1. a14203.* . (9.1.10) 
可 以 将 结论 总 结 如 下 : 
定理 134 ”任何 正 数 可 以 表示 成 十 进 制 小 数 


42… 44+1. ala203…， 


其 中 
0g A1<10,0< A2 <10,...,0 < an < 10, 
所 有 的 A 和 a 不 全 为 0, 且 有 无 穷 多 个 an 小 于 9. 如 果 上 > 1, 那么 41 > 0. 在 数 与 
十 进 制 小 数 之 间 有 一 个 一 一 对 应 , 且 
Q2 


6=A110 4+ hen+ 入 + 入 十 …: 
以 后 通常 假设 0< & < 1, 故 有 X = 0,5 = z. 此 时 所 有 4 都 为 0. 有 时 为 了 简略 
起 见 , 我 们 对 于 数 > 和 表示 它 的 十 进 制 小 数 不 加 区 分 , 例如 说 大 的 第 二 位 数字 是 4. 
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9.2 ”有 限 小 数 和 循环 小 数 
非 有 限 的 小 数 可 以 循环 (recur). 例如 
1 1 
3=0.333 3… ,=0.142 857 142 857 14.…. 
可 以 更 简略 地 把 它们 表示 成 
六 , : . 
3=03, 3=0.i42 857. 
这 些 是 纯 循环 (pure recurring) 小 数 , 其 中 循环 的 周期 从 小 数 的 起 点 开始 . 另 一 方面 
1 
6 =0.1666.…= 0.16 


是 一 个 混 循 环 (mixed recurring) 小 数 , 其 中 循环 的 周期 前 面 有 一 个 不 循环 的 数位 . 
现在 来 确定 分 数 是 有 限 或 者 循环 的 条 件 . 


(1) 如 果 
Py 
g 2e5p， 
其 中 (p,q)=1 且 
k= max(a, A), (9.2.1) 
则 对 n= 以 及 不 小 于 它 的 n 的 值 , 10"z 都 是 整数 , 因此 z 在 a 处 终止 . 反 过 来 ， 
al a2 i p 
++ + 


其 中 gq 仅 有 素 因子 2 和 5. 

(2) 其 次 假设 z = p/g, (p,q) = 1, 且 (q,10) = 1, 则 q 不 能 被 2 或 者 5 整除 . 这 种 
情形 的 讨论 有 束 于 第 6 章 的 定理 . 

根据 定理 88, 对 某 个 > 有 


10"=1 (mod 9)， 


满足 此 式 的 最 小 的 v 是 p(g) 的 一 个 因子 . 假设 v 取 最 小 可 能 的 值 , 或 者 用 6.8 节 中 
的 语言 说 成 10 属于 v (mod 9) 或 者 v 是 10 {mod g) 的 阶 . 这 样 就 有 
1l0vz = 107 ~ (m+ Dp 
gq 9 


其 中 m 是 一 个 整数 . 但 是 由 (9.1.4) 有 


=mp 二 + = mp+z, (9.2.2) 


10°z = 10"*zv 十 10"gv+1l = 10"zv + furi. 
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由 于 0 < z < 1 万 +1 = z, 故而 构造 十 进 制 小 数 的 程序 从 f+1 开始 一 直 往 后 是 重复 
的 . 从 而 z 就 是 一 个 周期 至 多 有 > 位 的 纯 循 环 小 数 . 

另 一 方面 , 纯 循环 小 数 0.aiaz …ax 等 于 

al 4 a F 1 10>-lal 十 10-2a2 十 …. 十 aA _p 

其 中 最 后 一 步 已 将 它 约 分 成 最 简 分 数 . 这 里 有 q|(10* - 1), 故 有 入 > p. 由 此 推 得 , 如 
果 (q,10) =1 且 10 (mod g) 的 阶 为 w 那么 z 是 一 个 周期 恰 有 vw 位 数字 的 纯 循 环 小 
数 , 反之 亦 然 . 

(3) 最 后 , 假设 


卫 卫 
=2 = 0 (9.2.3) 


其 中 (pz,g) = 1 且 (Q,10) = 1, 1 如 同 在 (9.2.1) 中 那样 定义 ,v 是 10 (mod Q@Q) 的 阶 . 
那么 

p_x+P? 
G=X+ 可 ， 


10wz = 
其 中 p',X,P 是 整数 , 且 
0gX<10, 0<P<Q, (PQ)=1. 


如 果 天 > 0, 那么 10* < X < 10*+1( 对 某 个 s< 门 且 和 = A142…Ahst1, 而 P/Q 的 
十 进 制 小 数 是 纯 循环 的 且 有 > 位 的 周期 . 这 样 一 来 就 有 


104z = A1A2:… Ast1-d1a2 av 
以 及 
T= 0.bb2.… bday, (9.2.4) 
其 中 最 后 的 s+ 1 个 是 A1, 42,… 4As+1, 而 其 余 的 b( 如 果 还 有 的 话 ) 均 为 0. 
反 过 来 , 显然 任何 十 进 制 小 数 (9.2.4) 都 表示 一 个 分 数 (9.2.3). 这 样 就 证 明了 


定理 135 ” 介 于 0 和 1 之 间 的 有 理 数 Pp/gq 的 十 进 制 小 数 是 有 限 或 是 循环 的 , 且 任 
何 有 限 或 循环 的 小 数 都 等 于 一 个 有 理 数 . 如 果 (p,q) =1,g= 2°53, 且 max(a, 8) = 
则 小 数 在 上 位 数字 以 后 终止 . 如 果 (p,q) = 1, 9 = 2a58Q, 其 中 Q@ > 1 (Q,10) =1 且 
VV 是 10 (mod @) 的 阶 , 那么 它 的 十 进 制 小 数 有 凡 位 不 循环 教 字 和 了 位 循环 数字 . 


9.3 ”用 其 他 进位 制 表示 数 


除了 熟悉 之 外 , 我 们 没有 任何 理由 解释 为 什么 特别 要 选择 数 10, 也 可 以 用 数 2 或 
任何 更 大 的 数 7 来 代替 10. 于 是 有 


0 ，0 
= 了 + 五 


1 
鳌 十 页 一 0.001, 
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前 两 个 小 数 是 “二进制 *” 小 数 或 称 为 “以 2 为 进位 制 的 小 数 ”, 而 第 三 个 是 “以 7 为 进 
位 制 的 小 数 ".? 一 般 地 , 我 们 说 “以 > 为 进位 制 的 小 数 ”. 

前 面 几 节 的 讨论 可 以 经 过 一 定 的 修改 后 重新 予以 表述 , 这 在 当 r 是 一 个 素数 或 
者 是 不 同 素数 的 乘积 ( 像 2 或 者 10 这 样 ) 时 是 很 显然 的 , 但 是 如 果 > 有 平方 因子 ( 像 
12 或 者 8 这 样 ), 则 需要 再 多 做 一 些 考虑 . 为 简洁 起 见 , 我 们 仅 考虑 第 一 种 情形 , 此 时 
的 论证 只 要 求 作 一 点 平凡 的 改动 . 在 9.1 节 中 , 10 必须 代 之 以 7, 而 9 须 代 之 以 7 一 1. 
在 9.2 节 中 , 2 和 5 所 起 的 作用 要 由 r 的 素 因 子 来 替代 . 

定理 136 设 7 是 一 个 素数 或 是 不 同 素数 的 乘积 . 则 任何 正教 5 可 以 被 唯一 地 
表示 成 一 个 7 进位 制 的 小 数 . 该 小 数 有 无 穷 多 位 数字 都 小 于 了 一 1, 在 此 限制 之 下 , 数 
与 小 数 之 间 的 对 应 是 一 对 一 的 . 

进一步 假设 

0<z<1, z= (p,9) =1. 
如 果 
gq = st 
其 中 s,t,… ,u 是 7 的 素 因子 , 且 
k= max(a, 8 ,7), 


那么 z 的 小 数 在 第 由 位 数字 终止 . 如 果 9 与 互 素 , 且 v 是 r (mod 9) 的 阶 , 那么 该 
小 数 是 纯 循环 的 且 有 v 位 数字 的 周期 . 如 果 


q= 8°t .8 (Q >1), 


@ 与 7 互 素 , 且 v 是 r (mod Q@) 的 阶 , 那么 该 小 教 是 混 循 环 的 , 且 有 hi 位 不 循环 的 数 
字 和 位 循环 的 数字 .? 


9.4 ”用 小 数 定义 无 理 数 


由 定理 136 推出 : 一 个 既 不 有 限 终止 也 不 循环 的 小 数 (在 任何 进位 制 下 ”) 必定 
表示 一 个 无 理 数 . 于 是 


加 我 们 忽略 在 使 用 “小 数 ” 这 个 单词 时 所 涉及 的 文字 上 的 矛盾 ， 因 为 没有 其 他 合适 的 词语 - 
加 一 般 地 说 , 当 r = s4tB8 .uC 时 , 必须 定义 是 


如 果 这 个 数 是 整数 的 话 ,反之 则 定义 jy 是 第 一 个 更 大 的 整数 
图 严格 地 说 , 这 里 指 的 是 任何 “无 平方 因子 " 的 进位 制 ( 即 进 位 制 的 基数 是 素数 或 者 是 不 同 素数 的 涕 积 ). 
实际 上 这 是 定理 覆盖 的 仅 有 的 情形 ,不 过 对 它 进行 推广 并 不 困难 . 
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z= 0.010 010 0010…- 
(每 一 段 中 0 的 个 数 都 增加 1) 是 无 理 数 . 来 考虑 若干 个 不 那么 显然 的 例子 . 


定理 137 ”0.011 010 100 010.… 是 无 理 数 , 其 中 第 n 位 数字 an 当 n 为 素数 时 
其 值 为 1, 反之 则 为 0. 


定理 4 表明 该 十 进 制 小 数 不 会 终止 . 如 果 它 循环 , 就 存在 一 个 函数 An + B, 它 对 
于 从 某 个 点 开始 往 后 所 有 的 n 都 是 素数 , 而 定理 21 表明 这 也 是 不 可 能 的 . 

这 个 定理 在 任何 进位 制 下 均 为 真 . 我 们 要 对 十 进位 制 陈述 下 一 个 定理 , 而 把 其 他 
进位 制 所 需要 的 改动 留 给 读者 自己 完成 . 


定理 138 ”0.235 711 131 719 232 9... 是 无 理 数 , 其 中 各 位 数字 作成 的 序列 是 由 
素数 按照 递增 次 序 排列 的 . 


定理 138 的 证 明 有 一 点 儿 困 难 . 我 们 给 出 两 个 可 供 选 择 的 证 明 . 
(1) 假设 任何 形 如 
k-10+1+1 (k=1,2,3,...) 


的 算术 级 数 都 包含 有 素数 . 这 样 一 来 就 存在 素数 , 它 的 十 进 制 下 表达 式 中 包含 有 任意 
数目 s 个 0, 后 面 跟着 一 个 1. 既然 它 的 十 进 制 小 数 含有 这 样 的 序列 , 所 以 它 不 会 终 
止 , 也 不 会 循环 . 

(2) 假设 : 对 每 个 N > 1, 在 N 与 0N 之 间 有 一 个 素数 . 那么, 给 定 s, 就 有 恰好 具 
有 s 位 数字 的 素数 存在 . 如 果 该 十 进 制 小 数 是 循环 的 , 它 就 有 形式 


“ara2 aklalaa2 ak), (9.4.1) 


这 里 的 竖 线 指出 了 它 的 周期 , 第 一 条 竖 线 位 于 第 一 个 周期 开始 的 地 方 , 可 以 选取 ! > 1， 
使 得 有 s = ki 位 数字 的 所 有 素数 在 该 小 数 中 都 处 在 第 一 道 竖 线 的 后 面 .如果 p 是 第 
一 个 这 样 的 素数 , 则 它 必定 有 形式 


P= a02. Gk|ala2 ……Gk| Jala2: ak 


或 者 


P= am+l***aklaa2.. ak|…|aaaz-…aklalaz…:am 


之 一 , 且 它 能 被 a1a2…ax 或 者 om+1.…akalaz .…am 整除 , 这 是 一 对 矛盾 . 

在 第 一 个 证 明 中 , 假定 了 Dirichlet 定理 15 的 一 个 特例 成 立 ， 这 一 特例 的 证 明 
要 比 一 般 情形 容易 , 但 在 本 书 中 不 对 它 加 以 证 明 , 因此 (1) 依然 是 不 完全 的 . 在 (2) 
中 我 们 假设 了 一 个 结果 成 立 , 这 个 结果 可 以 从 定理 418( 第 22 章 将 证 明 这 个 定理 ) 立 
即 推出 . 后 者 断言 对 每 个 N > 1, 至 少 有 一 个 素数 满足 N < p < 2N， 由 此 更 有 
N<p< 10N. 
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9.5 ”整除 性 判别 法 


在 本 节 和 以 下 几 节 的 大 部 分 篇 幅 中 , 我 们 要 来 关注 一 些 浅 易 的 趣味 智力 题 . 

并 没有 很 多 有 用 的 判别 法 用 来 判断 一 个 整数 被 像 2, 3, 5, … 这 样 的 一 些 特别 的 
整数 来 除 的 整除 性 . 一 个 数 能 被 2 整除 , 如 果 它 的 最 后 一 位 数字 是 偶数 . 更 一 般 地 , 它 
能 被 2” 整除 , 当 且 仅 当 它 的 最 后 v 位 数字 表示 的 数 能 被 2* 整除 . 它 的 理由 当然 就 是 
2*|10", 对 5 和 5* 有 类 似 的 法 则 . 

其 次 , 对 每 个 > 有 

10"=1 (mod 9), 


于 是 有 
A1:10°+ A2:10°1+...+ A,s:10+Asti=Ai+ Az+:…+ Asti (mod 9). 


这 对 mod 3 也 更 是 正确 的 . 这 样 就 得 到 了 熟知 的 法 则 : 一 个 数 能 被 9(3) 整除 , 当 且 
仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 9(3) 整除 . 
对 于 11 有 一 个 相当 类 似 的 法 则 . 由 于 10= 一 1 (mod 11), 从 而 


102r 三 1， 102r+1 三 一 1 (mod 11), 
故而 
4 .10? + 42.10*-1 十 … 十 4s.10+4si 王 4si1l — As + As-1—:*. (mod 11). 


一 个 数 能 被 11 整除 , 当 且 仅 当 它 的 奇数 位 数字 之 和 减 去 偶数 位 数字 之 和 所 得 的 差 能 
被 11 整除 . 

我 们 还 知道 另外 一 个 有 些 实际 用 处 的 法 则 . 即 被 7, 11, 13 中 任意 一 个 数 整 除 的 
判别 法 , 此 法 依赖 于 7x 11 x 13 = 1 001 这 一 事实 . 它 的 判别 过 程 最 好 用 一 个 例子 来 
说 明 : 如 果 29 310 478 561 能 被 7, 11, 13 整除 , 那么 


561— 478+310-29=364=4x7x13 


也 应 如 此 . 由 此 可 见 , 原来 所 给 的 数 能 被 7 和 13 整除 , 但 不 能 被 11 整除 . 


9.6 ”有 最 大 周期 的 十 进 制 小 数 


在 学 习 初 等 算术 时 我 们 注意 到 
1 MR ©” : 
7 =0.142 857, 5 =0.285 714, .…, 5 = 0.857 145, 


在 它们 的 每 一 个 周期 里 的 数字 仅 相 差 一 个 循环 排列 . 


9.7 Bachet 的 称 重 问题 “123 


更 一 般 地 ， 考 虑 一 个 素数 4 的 倒数 的 十 进 制 小 数 ， 它 的 周期 中 数字 的 个 数 是 
10 (mod 9) 的 阶 , 且 是 da) = q -1 的 一 个 因子 ， 如 果 这 个 因子 是 4 一 1, 也 即 10 
是 4 的 一 个 原 根 , 那么 它 的 周期 就 有 4 1 位 数字 , 这 是 最 大 可 能 的 个 数 . 

通过 将 10 的 连续 的 军用 4 来 除 , 从 而 把 1/g 转换 成 十 进 制 小 数 . 按照 9. 节 中 
的 记号 , 这 样 就 有 _ 

= 10 + forr. 

后 面 的 步骤 仅 与 +1 的 值 有 关 , 且 只 要 刀 +; 重复 一 个 值 , 这 个 过 程 就 出 现 循环 如 
同 这 里 一 样 , 如 果 它 的 周期 含有 9 - 1 位 数字 , 那么 诸 余数 


fo,f3,.… ,fa 
必定 各 不 相同 , 而 且 必 定 是 诸 分 数 


的 一 个 排列 . 最 后 那个 余数 f 就 是 }. 
当 将 p/a 变换 成 十 进 制 小 数 时 , 对 应 得 到 的 余数 按照 mod 1 化 简 是 
pf2,pfa,** ,pha 


根据 定理 58, 这 些 是 (与 fo, fs,… , f4) 完全 同样 的 数 , 只 是 次 序 不 同 而 已 , 且 在 一 个 
特殊 的 余数 s/q 后 面 的 数字 序列 和 以 前 出 现 的 s/a 的 后 面 的 数字 序列 完全 相同 . 于 是 
这 两 个 小 数 仅仅 相差 周期 的 一 个 循环 排列 . 

数字 7 所 具有 的 性 质 对 于 任何 以 10 为 其 原 根 的 g 也 都 同样 成 立 . 对 于 这 样 的 9 
所 知 甚 少 , 但 不 超过 50 且 满 足 这 个 条 件 的 9 是 


T,17,19,23,29,47. 
定理 139 如 果 g 是 一 个 素数 , 且 10 是 4 的 一 个 原 根 , 那么 
了 i es 
(p=1,2,.…,q—1) 


的 十 进 制 小 数 均 有 长 为 g 一 1 的 周期 且 它 们 的 周期 仅 相差 一 个 循环 排列 . 


9.7 ”Bachet 的 称 重 问题 


要 想 称 量 40 磅 以 内 的 任何 整 磅 重量 , 最 少 需要 几 个 硅 码 : (a) 如 果 硅 码 只 能 放 在 
天 平 的 某 一 边 ; (b) 如 果 硅 码 可 以 放 在 天 平 的 两 边 ? 
第 二 个 问题 更 为 有 趣 . 可 以 先 证 明 下 面 的 定理 以 解决 第 一 个 问题 . 
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定理 140 ”于 码 1,2,4,… ,2"-1 可 以 称 量 出 2" 一 1 以 内 的 任何 整数 重量 , 且 没 
有 其 他 的 仅 由 ni 个 夸 码 组 成 的 集合 有 同等 的 称 量 效果 (也 就 是 说 , 能 称 量 出 与 此 同样 
多 的 一 列 从 1 开始 的 连续 重量 ). 

直到 2" -1 的 任何 正 整 数 都 可 以 无 例外 地 用 唯一 的 方式 表示 成 一 个 n 位 二 进 制 
数 , 也 就 是 表 作 和 式 


n—l 
2 Qs2°, 
0 


其 中 每 个 os 是 0 或 者 1. 从 而 这 样 的 硅 码 就 可 以 实现 我 们 的 目标 且 “ 没 有 浪费 "( 没 
有 两 种 硅 码 的 组 合 会 产生 相同 的 结果 ). 既然 没有 浪费 , 故 没有 另外 选择 的 硅 码 能 称 量 
更 长 的 一 列 重 量 . 

最 后 , 有 一 个 硅 码 必须 是 1( 为 称 量 1); 有 一 个 硅 码 必须 是 2( 为 称 量 2); 有 一 个 硅 
码 必 须 是 4( 为 称 量 4). 如 此 等 等 . 因此 1,2,4,… ,2"-! 就 是 能 实现 我 们 目标 的 仅 有 
的 一 组 硅 码 . 

注意 到 Bachet 的 数 40 不 是 形 如 2" - 1 的 数 , 对 这 个 问题 来 说 是 选取 得 不 太 适 
当 的 . 夸 码 1, 2, 4, 8, 16, 32 可 以 称 量 出 63 以 下 的 任何 重量 , 而 没有 五 个 硅 码 的 组 合 
能 称 量 超过 31. 但 对 于 40 来 讲 , 解答 并 不 唯一 . 夸 码 1, 2, 4, 8, 9, 16 也 能 称 量 出 40 
以 内 的 任何 重量 . 

现在 转向 第 二 个 问题 , 来 证 明 


定理 141 当 夸 码 可 以 放 在 两 边 时 , 夸 码 1,3,32,… ,3"-1 可 以 称 量 出 (3" 一 1) 
以 内 的 任何 重量 , 没有 任何 其 他 的 少 到 ni 个 夸 码 的 组 合 能 够 有 与 它 同等 的 称 量 效果 . 


(1) 3" 一 1 以 内 的 任何 正 整 数 都 可 以 无 例外 地 用 唯一 一 种 方式 表示 成 一 个 n 位 的 
n—l 
三 进 制 数 , 即 表示 成 和 5 a,3*, 其 中 每 个 un 是 0, 1 或 者 2. 减 去 
0 


1+3 十 33 二 十 31 9" 二 1)， 


可 以 看 到 , 介 于 一 3(3" 一 1) 和 当 (3" 一 1) 之 间 的 每 个 正 的 或 者 负 的 整数 皆 无 例外 地 可 
n—l 
以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 形式 》 5b。3*, 其 中 每 个 5, 是 -1, 0 或 者 1. 这 样 一 来 , 将 硅 


0 
码 放 在 随便 哪个 盘子 中 , 就 能 称 量 出 这 些 界限 之 间 的 任何 重 悬 .* 因 为 没有 浪费 , 故 没 
有 其 他 由 个 夸 码 作成 的 组 合 能 称 量 出 更 长 的 一 列 重 量 . 
(2) 证 明 没 有 其 他 的 硅 码 组 合 能 称 量 出 这 样 一 列 重量 稍微 有 点 麻烦 . 由 于 必须 没 
有 浪费 , 故而 显然 这 些 硅 码 必须 各 不 相同 . 假设 它们 是 


WI < at < + < wn 


轩 如 果 一 个 夸 码 放 在 天 平 的 一 边 ,该 硅 码 记 成 正 值 , 则 当 它 放 在 另 一 边 时 就 记 成 负 值 . 
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两 个 最 大 的 可 称 量 的 重量 显然 是 
W=w +wat .+n Wi = wat+ :+ wn. 

由 于 乓 =W 一 1, 故 wi 必 为 1. 

下 一 个 可 称 出 的 重量 是 

—mn+wat+wst+..+wn = Wo—2, 
再 下 一 个 必定 是 
WI] + Wa 十 104 二 二 Wn. 

从 而 十 wa 二 …+wn= 二 W-3 且 w= 3. 

现在 假设 已 经 证 明了 

Wi = 1,w2 = 3 ,ws = 3 


如 果 能 证 明 ws+l = 3*, 则 结论 就 由 归纳 法 得 出 . 
最 大 可 以 称 量 的 重量 是 


W= Dw + Dw. 
1 st1 


保持 夸 码 ws+1,… ,wn 不 变 , 但 从 其 他 的 硅 码 中 去 掉 一 些 , 或 者 将 它们 转移 到 另 一 个 
盘子 里 , 这 样 就 可 以 称 量 出 不 少 于 


= 1 =W-(3—1) 
1 a+1 
的 每 一 个 重量 . 下 一 个 小 于 它 的 重量 是 W - 3*, 这 必须 是 
tb 十 册 2 十 … 十 Us 十 as+2 二 Wat3 十 … 十 in. 
于 是 有 
ts+1 = 2(tl 十 02 十 … 十 ts) 十 1 = 3?， 
如 所 和 欲 证 . 
Bachet 的 问题 对 应 于 n = 4 的 情形 . 


9.8 Nim 博弈 


Nim 博弈 玩法 如 下 . 任意 多 根 火 柴 被 分 成 若干 堆 , 火柴 的 堆 数 以 及 每 一 堆 中 火柴 
的 根 数 都 是 任意 的 . 有 两 位 玩家 4 和 B. 第 一 位 玩家 4 从 一 堆 中 取 走 任意 根 数 的 火 
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柴 , 可 以 是 一 根 , 也 可 以 是 整 堆 火 柴 , 但 他 必须 只 在 一 堆 中 取 . 然后 B 按照 条 件 要 求 
类 似 地 取 走 火柴 , 接 下 去 两 位 玩家 交替 取 走火 柴 . 能 取 到 最 后 一 根 火柴 者 为 胜 者 . 

我 们 定义 取胜 的 (winning) 位 置 是 这 样 一 种 位 置 , 如 果 一 个 玩家 P(A 或 者 B) 可 
以 通过 移动 火柴 确保 得 到 这 个 位 置 , 让 他 的 竞争 对 手 Q(B 或 者 4) 走 下 一 步 时 , 无 论 
Q@ 怎么 走 , P 都 可 以 走 下 去 直到 取胜 . 任何 其 他 的 位 置 就 称 为 失败 的 (losing) 位 置 . 

例如 , 位 置 
也 即 (2, 2) 就 是 一 个 取胜 的 位 置 . 如 果 4 把 这 个 位 置 留 给 B, B 必须 从 一 堆 中 取 一 根 
或 者 两 根 . 如 果 B 取 两 根 , 4 就 取 剩 下 的 两 根 ; 如 果 B 取 一 根 , 4 就 从 另外 一 堆 中 取 
一 根 . 无 论 哪 种 情形 都 是 4 取胜 . 类 似 地 , 读者 容易 验证 
也 即 (1, 2, 3) 是 一 个 取胜 的 位 置 . 

下 面 定义 正确 的 (correct) 位 置 . 用 二 进 制 数 来 表示 每 一 堆 中 火柴 的 根 数 , 然后 把 
这 些 二 进 制 数 中 的 每 一 个 都 写 在 另 一 个 的 下 面 , 就 成 了 一 个 图 表 F. 比方 说 (2, 2), (1， 
2, 3) 和 (2, 3, 6, 7) 就 给 出 下 图 : 


1 0 


o 
-~--o 
-or 
me 
上 上 一 
~o~-o 


2 4 2 


用 01, 010, … 来 代替 1, 10, … 以 便 使 得 每 一 行 里 的 每 位 数字 能 够 对 齐 , 这 是 很 方 
便 的 . 然后 如 图 所 指出 的 那样 逐 列 相 加 . 如 果 每 一 列 的 和 都 是 偶数 (如同 例子 中 给 出 
的 那样 ), 那么 这 个 位 置 就 是 “正确 的 ". 反之 就 是 一 个 不 正确 的 (incorrect) 位 置 , 例如 
(1, 3, 4) 就 是 不 正确 的 . 


定理 142 ”Nim 博弈 中 一 个 位 置 是 取胜 的 位 置 , 当 且 仅 当 它 是 正确 的 位 置 . 


(1) 首先 考虑 特殊 情形 : 没有 哪 一 堆 中 有 多 于 一 根 火 柴 . 显然 , 一 个 位 置 是 取胜 的 
位 置 , 如 果 剩 下 的 火柴 有 偶数 根 ; 该 位 置 是 失败 的 位 置 , 如 果 剩 下 的 火柴 根 数 是 奇数 . 
同样 的 条 件 定义 正确 的 位 置 和 不 正确 的 位 置 . 

(2) 假设 P 必须 从 一 个 正确 的 位 置 取 走火 柴 . 他 必须 在 图 F 中 用 一 个 更 小 的 数 
来 替代 表示 其 中 某 一 行 的 那个 数 ， 如 果 我 们 用 一 个 更 小 的 数 来 替换 用 二 进 制 表示 的 
任何 一 个 数 , 我 们 就 改变 了 这 个 数 的 至 少 一 位 数字 的 奇偶 性 . 于 是 当 P 从 一 个 正确 的 
位 置 取 走 火柴 时 , 他 必定 把 它 变 成 一 个 不 正确 的 位 置 ， 

(3) 如 果 一 个 位 置 是 不 正确 的 , 则 F 中 至 少 有 一 列 的 和 是 奇数 . 为 确定 起 见 , 我 
们 假设 各 列 的 和 是 
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偶 , 偶 , 奇 , 偶 , 奇 , 侦 . 


那么 在 第 三 列 至 少 有 一 个 1( 它 是 第 一 个 和 为 奇数 的 列 ). 假设 (再 次 为 确定 起 见 这 样 
来 假设 ) 其 中 出 现 这 种 情况 的 一 行 是 


olil01， 
星 号 指出 的 是 : 星 号 下 面 的 数 所 在 列 中 诸 数 之 和 是 奇数 . 我 们 可 以 用 更 小 的 数 
ol101i0 
来 代替 这 个 数 , 也 仅仅 是 带 有 星 号 的 这 些 数 字 发 生 了 改变 . 显然 , 这 个 改变 对 应 一 着 
可 能 的 走 法 , 且 使 得 每 一 列 的 和 为 偶数 .而 且 这 个 论证 是 一 般 性 的 . 因此 , 如 果 给 已 
一 个 不 正确 的 位 置 , 则 他 总 是 能 将 它 变 成 一 个 正确 的 位 置 . 
(4) 如 果 4 留 下 一 个 正确 的 位 置 ， B 被 迫 将 它 变 成 一 个 不 正确 的 位 置 , 而 4 可 
以 再 次 移动 它 使 之 保持 是 一 个 正确 的 位 置 . 这 个 过 程 可 以 继续 下 去 直到 每 一 堆 都 被 拿 
光 , 或 者 每 一 堆 只 有 一 根 火 柴 为 止 . 这 样 就 归结 为 我 们 已 经 证 明 过 的 特殊 情形 . 
现在 这 个 游戏 的 结果 已 经 很 清楚 了 . 一 般 说 来 , 初始 的 位 置 可 能 是 不 正确 的 位 置 ， 
如 果 第 一 个 玩家 走 法 正确 的 话 , 他 将 获胜 . 而 如 果 原 来 的 位 置 碰巧 是 正确 的 位 置 , 且 
“第 二 个 玩家 采用 适当 的 走 法 , 则 第 一 个 玩家 就 会 输 掉 .? 
此 游戏 的 一 个 变种 是 改 为 取 最 后 一 根 火柴 者 为 输 (lose). 只 要 有 一 堆 里 有 多 于 一 


根 火 柴 , 它 的 理论 是 一 样 的 . 于 是 (2, 2) 和 (1, 2, 3) 仍然 都 是 取胜 的 位 置 . 我 们 留 给 
读者 去 仔细 考虑 在 游戏 结尾 时 策略 上 的 小 变化 . 


9.9 ”缺失 数字 的 整数 


有 一 个 熟知 的 关于 某 种 整数 的 悖 论 , 这 种 整数 的 十 进 制 表示 法 中 有 某 个 特别 的 数 
字 (比如 说 像 9) 缺失 了 .2 初 看 起 来 , 似乎 这 个 限制 仅 会 排除 掉 “大 约 十 分 之 一 ”的 整 
数 , 但 这 离 真 实 的 结果 相距 甚 远 . 


外 当 你 和 一 个 不 情 博 弈 论 的 人 玩 这 个 游戏 时 ,不 必 严 格 技 照 规则 行动 , 有 经 验 的 玩家 可 以 先 随机 动作 , 直 
到 他 和 辨 认 出 一 个 相对 比较 简单 的 取胜 位 置 为 止 . 知道 


1,2n,2n+1, n,7—n,7, 2,3,4,5 
都 是 取 隆 的 位 置 , 1, 2n + 1, 2n 十 2 都 是 失败 的 位 置 , 且 两 个 取胜 的 位 置 的 组 合 仍 是 一 个 取胜 的 位 置 ， 
这 就 足够 了 . 
取胜 的 走 法 并 不 总 是 唯一 的 . 位 置 
1, 3, 9, 27 
是 不 正确 的 位 置 , 将 它 变 为 正确 的 位 置 的 唯一 的 走 法 是 从 27 的 那 堆 中 取 走 16 根 火 柴 . 位 置 
3, 8,7,8, 11 


也 是 不 正确 的 位 置 , 但 是 从 3 根 或 从 7 根 或 从 11 根 中 取 走 2 根 , 都 可 以 将 它 变 为 正确 的 位 置 . 
加 与 电话 号 码 舌 的 争论 有 关 . 
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定理 143 ”几乎 所 有 的 数 " 都 包含 一 个 9, 或 者 包含 一 个 像 937 这 样 任意 给 定 的 
数字 序列 . 更 一 般 地 ,几乎 所 有 的 数 在 用 任何 一 种 进位 制 表示 时 , 都 包含 每 一 个 可 能 
的 数字 , 或 者 任何 可 能 的 数字 序列 . 


假设 进位 制 的 基数 是 ", 且 v 是 这 样 一 个 数 , 它 的 十 进 制 表示 法 中 缺失 数字 b. 那 
么 满足 rm! < v < rt 的 v 的 个 数 是 (r - 1)!( 如 果 b = 0) 和 (7 -2)(r- 1-!( 如 果 
5 关 0), 且 在 任何 情形 下 v 的 个 数 都 不 会 超过 (r - 1)'. 这 样 一 来 , 如 果 


rlgn<r, 
则 nn 以 内 的 v 的 个 数 N(n) 不 超过 
r—1l+(r—1)? + +(r—1): gk(r—1). 
且 有 


N(n) _,(r—1)* r-l\* 
Ske < 人 = ) ， 
它 当 n 一 co 时 趋向 于 0. 
有 关 数 字 序 列 的 命题 不 需要 额外 的 证 明 , 比方 说 , 这 是 由 于 在 十 进 制 中 序列 937 


可 以 在 基数 为 1 000 的 进位 制 下 视 为 单独 的 一 位 数字 . 
该 “ 停 论 ” 通常 表述 成 更 强 一 点 的 形式 , 也 就 是 : 


定理 144 然 失 一 个 给 定数 字 的 数 的 倒数 之 和 是 收 全 的 . 
介 于 r*-! 和 rt 之 间 的 v 的 个 数 至 多 为 (r - 1)*. 从 而 
1 它 1 rl) /rl 
二 7= 忆 2 pp TI (SY) =7(r—1). 


k=1 rh-iSverk 


下 面 来 讨论 无 限 小 数 的 某 些 类 似 的 、 然而 更 加 有 意思 的 性 质 . 我 们 需要 几 个 有 关 
点 集 测度 或 者 实数 集合 的 测度 的 初等 概念 . 


9.10 ”测度 为 零 的 集合 


一 个 实数 z 定义 了 连续 统 的 一 个 “点 *， 下 面 将 不 加 区 别 地 使 用 词汇 “ 数 "” 和 
“点 ”， 比方 我 们 会 说 “P 是 点 z". 
一 个 实数 的 集合 称 为 一 个 点 集 (set of points). 例如 由 


1 
2 (n=1,2,3,.……) 


所 定义 的 集合 T, 介 于 0 与 1 之 间 (0 和 1 包含 在 内 ) 的 所 有 有 理 数 的 集合 R, 以 及 介 
于 0 与 1 之 间 (0 和 1 包含 在 内 ) 的 所 有 实数 的 集合 C 都 是 点 集 . 


四 在 1.6 节 的 意义 下 . 
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一 个 区 间 (z -65,z 十 人 (其 中 6 是 正 数 ) 称 为 z 的 一 个 邻 域 (neighbourhood). 如 果 
5 是 一 个 点 集 , 且 z 的 每 一 个 邻 域 都 包含 z 的 无 穷 多 个 点 , 则 z 称 为 5 的 一 个 极限 
点 (limit point). 极限 点 可 以 属于 也 可 以 不 属于 5, 但 是 5 中 有 可 以 任意 接近 它 的 点 . 
例如 T 有 一 个 极限 点 z = 0, 它 不 属于 了. 介 于 0 和 1 之 间 的 每 个 z 都 是 R 的 极限 

5 的 极限 点 的 集合 5' 称 为 5 的 导出 集 或 者 导 集 (derivative). 从 而 C 就 是 RR 的 导 
集 . 如 果 5 包含 5', 也 即 如果 5 的 每 个 极限 点 都 属于 5, 那么 S 就 称 为 是 闭 的 (closed). 
于 是 C 就 是 闭 的 . 如 果 3' 包含 5, 也 即 如 果 5 的 每 个 点 都 是 S 的 一 个 极限 点 , 那么 
5 称 为 是 在 自身 稠密 的 (dense in itself). 如 果 5 和 3' 是 相同 的 (故而 5 既是 闭 的 , 也 
是 在 自身 中 稠密 的 ); 那么 5 就 说 成 是 完全 的 (perfect). 所 以 C 就 是 完全 的 . 一 个 不 那 
么 平凡 的 例子 可 以 在 9.11 节 中 找到 . 

一 个 集合 5 说 成 是 在 一 个 区 间 (a,5) 中 是 稠密 的 (dense in an interval), 如 果 (a,b) 
的 每 个 点 都 属于 S'. 从 而 R 在 (0,1) 中 是 稠密 的 . 

如 果 5 能 被 包含 在 一 个 由 有 限 多 个 或 者 无 限 多 个 区 间 组 成 的 集合 中 , 这 些 区 
间 的 总 长 度 可 以 任意 小 , 那么 5S 就 说 成 是 测度 为 零 (of measure zero) 的 . 由 是 集合 工 
就 是 测度 为 零 的 . 在 长 为 2 的 区 间 

1 


= 1 -2™ 18, +27"16 
中 含有 点 1/n， 且 所 有 这 些 区 间 的 长 度 之 和 (不 允许 有 重要 ) 等 于 


572 6, 
1 


可 以 假设 这 个 数 任意 的 小 . 

一 般 说 来 , 任何 可 数 集 都 是 测度 为 零 的 . 一 个 集合 是 可 数 的 (enumerable), 如 果 它 
的 元 素 可 以 和 整数 1,2,… ,n,… 之 间 建 立 一 个 像 

21, T2, Tn (9.10.1) 

这 样 的 对 应 关系 . 我 们 把 z,, 放 进 一 个 长 度 为 2-"6 的 区 间 中 , 则 所 要 证 的 结论 就 可 以 
和 集合 T 这 一 特例 一 样 得 出 . 

可 数 集 的 子 集 是 有 限 集 或 者 可 数 集 . 可 数 多 个 可 数 集 的 和 仍 是 可 数 集 ， 

有 有 入 


因而 可 以 写成 (9.10.1) 的 形式 . 故而 太 是 可 数 的 , 于 是 也 是 测度 办 的 测度 为 零 的 
集合 有 时 也 称 为 零 集 . 因此 RR 是 零 集 . 零 集 在 许多 数学 问题 中 , 特别 是 在 积分 理论 中 
是 可 以 忽略 不 计 的 . 

可 数 无 穷 多 个 零 集 Sn 的 和 5S( 也 就 是 由 所 有 属于 某 个 Sn 的 点 所 组 成 的 集合 ) 是 
零 集 . 因为 我 们 可 以 把 S" 放 进 一 个 总 长 为 2-"5 的 区 间 之 中 , 从 而 S 包含 在 一 组 总 
长 不 超过 6 并 2-” = 5 的 区 间 之 中 . 
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最 后 , 我 们 说 区 间 了 中 几乎 所 有 的 (almost all) 点 都 具有 某 个 性 质 , 如 果 不 具 有 此 
性 质 的 点 集 是 零 集 . 应 该 将 这 个 术语 的 意义 和 在 1.6 节 中 所 定义 以 及 在 9 节 中 所 用 
过 的 定义 加 以 比较 . 在 每 一 种 情形 里 , 所 考虑 的 数 (在 1.6 节 和 9.9 节 中 所 考虑 的 是 正 
整数 , 而 在 这 里 考虑 的 是 实数 ) 中 的 “大 多 数 "都 具有 该 性 质 , 而 其 他 的 数 则 是 “例外 
的 "9 


9.11 ”缺失 数字 的 十 进 制 小 数 


十 进 制 小 数 
了 二 0.i42 857 
中 缺 了 四 个 数字 ,也 即 0，3，6, 9， 但 是 容易 证 明 , 缺失 数字 的 十 进 制 小 数 是 例外 
的 2 . 
定义 5S 是 介 于 0( 包 含 0 在 内 ) 与 1( 包 含 1 在 内 ) 之 间 所 有 这 样 的 点 的 集合 , 在 7 
进位 制 下 这 些 点 对 应 的 小 数 中 都 缺失 了 数字 b. 这 个 集合 可 以 如 下 来 生成 . 
把 (0,1) 分 成 7 个 相等 的 部 分 


3 s+1 
-I< 
了 


(s=0,1,.… ,7 — 1). 


每 个 小 区 间 包 含 它 的 左 端 点 , 但 不 包含 右 端点 . 第 s 个 部 分 恰好 包含 了 其 首位 数字 是 
s 一 1 这 样 的 小 数 , 而 且 , 如 果 从 中 删 去 第 + 1 个 部 分 , 我 们 就 排除 了 其 首位 数字 为 b 
的 那些 数 . 

接 下 来 把 这 一 1 个 剩 下 的 区 间 中 的 每 一 个 小 区 间 再 分 成 7 个 相等 的 部 分 , 并 在 
它们 每 一 个 所 分 成 的 ~ 个 小 区 间 中 去 掉 第 5 十 1 个 部 分 . 这 样 我 们 就 排除 了 小 数 中 第 
一 位 或 者 第 二 位 数字 是 b 的 那些 数 . 无 限 重复 这 个 过 程 , 就 排除 了 所 有 那些 小 数 中 含 
有 数字 的 数 , 从 而 5 就 是 剩 下 的 数组 成 的 集合 . 

在 上 述 构造 的 第 一 步 中 , 我 们 去 掉 了 一 个 长 度 为 1/r 的 区 间 ; 在 第 二 步 中 去 掉 了 
7 一 1 个 长 度 均 为 1/r2 的 区 间 , 即 去 掉 的 这 一 1 个 小 区 间 的 总 长 为 (r 一 1)/r?; 在 第 
三 步 中 , 去 掉 的 (r 一 1)? 个 小 区 间 的 总 长 为 (r 一 1)?/r3. 如 此 下 去 . 在 经 过 大 步 之 后 
剩 下 来 的 是 一 个 区 间 的 集合 大 , 它 的 总 长 度 是 


证 ES C=) i es 


名 在 这 里 所 作 的 说 明 包含 了 为 了 理解 9.11 节 至 9.13 节 以 及 本 书 中 后 面 儿 段 内 容 必 需 的 知识 .特别 地 , 我 
们 并 没有 给 出 集合 测度 的 一 般 定 义 . 在 标准 的 分 析 专 著 中 有 关于 所 有 这 些 思 想 的 更 加 完全 的 说 明 [例如 
rr 
社 出 版 , 1958 年 第 1 版 ) 或 其 他 任何 一 本 实 变 函数 论 的 教科 书 . 一 一 译 者 注 ]. 

四 这 里 “例外 的 ”一 词 的 定义 首次 出 现在 9.10 节 的 末尾 处 ， 其 表示 过 种 小 攻 的 全 体 组 成 个 测 应 为 
零 的 集合 , 参见 9.10 节 中 有 关 定义 和 论述 . 一 一 译 者 注 
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且 对 每 一 个 k 这 个 集合 都 包含 5. 由 于 当 上 -co 时 有 
大 
pl a YN i fy EN 
De A 
故 当 大 很 大 时 , 的 总 长 度 很 小 , 从 而 S 是 零 集 . 


定理 145 ”在 任何 进位 制 下 , 小 数 缺 失 任何 一 位 数字 的 点 组 成 的 集合 都 是 零 集 : 
几乎 所 有 的 小 数 都 包含 所 有 可 能 的 数字 . 


这 个 结果 可 以 延 拓 到 履 盖 数字 的 组 合 . 如 果 在 z 通常 的 十 进 制 小 数 中 从 不 出 现 
937 这 个 数字 序列 , 那么 在 这 个 数 表示 成 1 000 进位 制 下 的 小 数 时 数字 “937” 就 从 不 
出 现 . 从 而 有 : 


定理 146 ”在 任何 进位 制 下, 几乎 所 有 的 小 数 都 包含 一 切 可 能 的 由 任意 多 位 数 
字 所 组 成 的 序列 . 


回 到 定理 145, 假设 + = 3 以 及 b= 1. 集合 5 就 是 从 (0,1) 中 去 掉 中 间 的 第 三 个 
(人 多, 然后 再 去 掉 (0,3) 和 (3,1) 的 各 自 的 中 间 第 三 个 (3,3) 和 (3,8), 如 此 一 直下 
去 而 得 到 的 . 剩 下 的 数组 成 的 集合 是 一 个 零 集 . 

对 于 这 个 结论 而 言 , 去 掉 还 是 保留 被 去 除 的 区 间 的 端点 (end point), 这 是 无 关 紧 
要 的 , 因为 端点 组 成 的 集合 是 可 数 的 , 从 而 是 个 零 集 . 事实 上 我 们 的 定义 去 掉 了 某 些 
端点 , 比如 寺 = 0.1, 也 包含 了 另外 某 些 端 点 , 比如 像 3 = 0.2. 

如 果 保 留 所 有 的 端点 , 则 此 集合 会 变 得 更 加 有 趣 . 在 这 种 情形 下 (如 果 希 望 保留 
算术 定义 的 话 ), 我 们 就 必须 允许 三 进 制 小 数 以 2 作 结束 (但 本 章 开头 有 关 小 数 的 说 
明 中 排除 了 这 种 情形 ). 所 有 分 数 p/3" 都 会 有 两 种 表示 , 例如 3 = 0.1 = 0.02( 正 因为 
这 个 原因 我 们 才 作 此 限制 的 ), 被 去 掉 的 区 间 的 端点 永远 是 一 个 没有 一 个 1 的 小 数 . 

这 样 定义 的 集合 5S 称 为 Cantor 三 分 点 集 (Cantor's ternary set). 

假设 z 是 (0,1) 中 除了 0 和 1 以 外 的 任意 一 点 . 如 果 z 不 属于 5, 它 就 在 一 个 
被 去 掉 的 区 间 的 内 部 , 于 是 就 有 z 的 邻 域 存在 , 该 邻 域 中 不 含 5 的 点 , 从 而 x 不 属于 
5S'. 如 果 z 的 确 属于 5, 那么 它 的 所 有 的 邻 域 都 包含 5 的 其 他 点 . 不 然 的 话 , 就 会 有 
一 个 邻 域 只 包含 =, 从 而 两 个 被 去 掉 的 区 间 就 会 相连 接 . 从 而 z 属于 5'. 这 样 一 来 5 
和 S' 就 是 相同 的 , 从 而 S 是 完全 的 . 


定理 147 Cantor 三 分 点 集 是 一 个 测度 为 零 的 完全 集 . 


9.12 正 规 数 


9.11 节 里 证 明 的 定理 表示 出 来 的 东西 要 比 全 部 实际 真实 的 结果 少 得 多 . 例如 , 实 
际 上 不 仅 几乎 所 有 的 十 进 制 小 数 都 包含 数字 9 是 正确 的 , 而 且 同 样 正 确 的 是 , 在 几乎 
所 有 的 十 进 制 小 数 中 数字 9 都 会 以 一 个 适当 的 频率 出 现 (也 就 是 说 在 可 能 的 位 置 中 
的 大 约 十 分 之 一 的 位 置 上 出 现 ). 


132 第 9 章 用 十 进 制 小 数 表示 数 


假设 z 被 表示 成 + 进位 制 数 , 且 数 字 5 在 它 的 前 n 位 中 出 现 了 ns 次 . 如 果 当 
n—00 时 


ni 
也 一 有 
n 


就 说 b 有 频率 (frequency)8. 自然 , 这 样 一 个 极限 不 一 定 存 在 . ns/n 可 以 振动 , 而 且 我 
们 可 以 预料 它 通 常 是 作 振动 . 与 我 们 的 预料 相反 , 接 下 来 的 几 个 定理 证 明了 通常 有 一 
个 确定 的 类 率 存在 . 这 里 极限 的 存在 性 是 在 通常 的 意义 下 说 的 . 
说 > 在 进位 制 下 是 单 正规 的 (simply normal), 如 果 对 b 的 7 个 可 能 的 值 中 的 每 
一 个 值 都 有 
np 4 
i (9.12.1) 
于 是 
z= 0.012 345 678 9 


在 十 进 制 下 是 单 正规 的 . 同样 的 > 可 以 在 102 进位 制 下 表示 , 此 时 它 的 表达 式 是 
z=0.b, 


其 中 5 = 123 456 789. 显然 , 在 这 个 进位 制 下 z 不 是 单 正规 的 , 它 有 1010 - 1 个 数字 


这 个 说 明 将 我 们 引导 到 更 加 确切 的 定义 . 称 z 在 r 进位 制 下 是 正规 的 , 如 果 所 有 
的 数 


TTT rT, 


在 基数 为 
T, 72， 73， -Cw 


的 所 有 进位 制 下 都 是 单 正规 的 . 由 此 立即 得 出 , 当 z 在 + 进位 制 下 表示 时 , 每 一 种 数 
字 组 合 
biba .bk 


都 以 适当 的 频率 出 现 . 也 就 是 说 , 如 果 ms 是 这 个 数字 组 合 在 z 的 前 n 位 数字 中 出 现 
的 次 数 , 那么 当 n 一 co 时 就 有 


也 一 元 . (9.12.2) 
我 们 的 主要 定理 是 : 

定理 148 在 任何 进位 制 下 , 几乎 所 有 的 数 都 是 正规 的 . 

这 个 定理 包含 且 超出 了 9.11 节 中 的 那些 结果 . 


四 严格 地 说 , 是 指 这 些 数 的 分 数 部 分 (因为 我 们 一 直 在 考虑 介 于 0 和 1 之 间 的 数 ) 一 个 大 于 1 的 数 是 单 
正规 的 驶 是 正规 的 , 如 果 它 的 分 数 部 分 是 单 正规 的 或 是 正规 的 . 
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9.13 ”几乎 所 有 的 数 都 是 正规 数 的 证 明 


只 需要 证 明 在 一 个 给 定 的 进位 制 下 几乎 所 有 的 数 都 是 单 正规 的 就 足够 了 ， 这 是 
因为 假设 这 点 已 被 证 明 , 且 S(z,r) 是 在 7 进位 制 下 不 是 单 正规 的 数 z 所 组 成 的 集 
合 . 那么 S(z,7), 5(z,7?), S(z,73),… 都 是 零 集 , 因而 它们 的 和 仍 是 零 集 ， 于 是 , 在 
以 7,r?,… 为 基数 的 所 有 进位 制 下 都 不 是 单 正规 的 数 的 集合 T(z,r) 是 零 集 . 使 得 rz 
在 所 有 这 些 进 位 制 下 都 不 是 单 正规 的 数组 成 的 集合 T(rz,r) 也 是 零 集 , 同样 的 结论 对 
T(r2z,7),T(m3z,7),… 也 成 立 . 因此 , 这 些 集合 的 和 , 也 就 是 在 > 进位 制 下 不 是 正规 
的 那 种 数 的 集合 U(z,r) 再 次 是 零 集 . 最 后 , U(z,2),U(z,3),…. 的 和 是 零 集 , 这 就 证 
明了 定理 . 

这 样 一 来 , 我 们 就 只 需要 证 明 (9.12.1) 对 几乎 所 有 的 数 z 为 真 即 可 . 可 以 假设 m 
作为 的 倍数 趋向 于 无 穷 , 这 是 因为 , 如 果 它 对 这 样 加 以 限制 的 n 为 真 的 话 , 那么 一 
般 来 说 (9.12.1) 也 为 真 . 

有 n 位 数字 的 > 进位 制 小 数 的 个 数 (在 其 中 指定 的 位 置 上 恰 有 m 个 b) 是 (r 一 
1)"-m, 因此 , 在 某 些 位 置 上 正好 有 m 个 的 这 样 的 小 数 的 个 数 是 ? 


p(n,m) = Ti 一 


nl 
ml!(n — m)! 
考虑 任何 小 数 , 且 诸 b 出 现在 它 的 前 n 个 数字 上 , 并 称 
k=m— = 一 到 一 了 


是 5 的 mn 超 值 (mn-excessj(b 的 实际 个 数 比 所 期 望 的 个 数 超出 的 部 分 ). 由 于 是 7 的 
倍数 , 故而 n* 和 jh 是 整数 . 且 还 有 


rn 1 
A (9.13.1) 
我 们 有 
pm+1) _ n—m (一 lm 一 Pr 
pm -mtd riatr(r Dt) 人 
从 而 有 
> 1 = -1220 ML G02,..). 
故而 当 
A=0, m=n" 
@@plmm) 是 


{1+(r-D)}" 
的 二 项 展开 式 中 含 (> 一 1)*-m 的 那 一 项 . 
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时 , p(n,m) 取 到 最 大 值 . 如 果 /> 0, 则 由 (9.13.2) 有 


pn,m+1) (rln-rp Tr pk 
pnm) rntrr mr) 1 i < on( 


如 果 j<0 且 v= pl, 那么 


rr 上 作 
了 一 9 


) (9.13.3) 


pm-l) (rr-D)m (rr-D)n-r(r-l)v 
pnm) n-mt+tl (r-l)ntr(v+l) 
证 = 对 < exp(- 字 ) 一 exp (到 ) 4 (9.13.4) 


n 


现在 固定 一 个 正 数 5, 并 考虑 对 一 个 给 定 的 n 满足 
lu| > 6n (9.13.5) 
的 小 数 . 因为 n 将 会 很 大 , 可 以 假设 lu| > 2. 如 果 / 是正 的 , 则 由 (9.13.3) 有 


pm) _ pm) pm-l) pnm-ut+1) 
p,m—p) pnm—1)pn,m— ?2) pn,m— pn) 
r (4—1)+(p—2)+:.+1 

< 


r(p— Dp Kp2/n 
-op{-E=¥} <e oy 


其 中 K 是 一 个 正 数 , 它 只 与 + 有 关 . 由 于 
Pm—p)=pmn) < rm 
由 此 即 得 
p(n,m) < re-Ke/n. (9.13.6) 


类 似 地 , 由 (9.13.4) 得 知 (9.13.6) 对 于 负 的 j 也 为 真 . 
令 Sn(1) 是 由 n 超 值 是 y 的 数组 成 的 集合 . 存在 p = p(n,m) 个 数 &1,62,…… Ep; 
它们 由 n 位 数字 且 超 值 为 y 的 有 限 小 数 表 出 , 且 5,,(j) 中 的 数 包含 在 诸 区 间 


如， 名” (s=1,2,.. ,7) 
之 中 . 从 而 Sn(1) 包含 在 一 族 总 长 不 超过 
r "p(n,m) < e— Kr/n 


加 确实 , 对 所 有 mm 均 有 p(n,m) < rn" 
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的 区 间 之 中 . 又 如 果 T,(6) 是 所 有 n 超 值 满足 (9.13.5) 的 数组 成 的 集合 , 那么 Th(5) 
可 以 包含 在 一 族 总 长 不 超过 


oo 
并 e-Kr2/m 一 2 bp -Ku/ngo 并 e-8Kr2/ne-aKua/n < 2er3Ktm 》 erikojn 
lul26n H26n p26n p=0 
3K6° 
I - < Lne-3*e™ 
一 e 3 


的 区 间 之 中 , 其 中 大 和 天 一 样 , 都 只 与 + 有关. 

现在 固定 N( 它 是 r 的 一 个 倍数 N*r), 并 且 考虑 对 某 个 

n=nr>N= Nr 
使 得 (9.13.5) 为 真 的 那 种 数 的 集合 Uw(6). 则 Uw(5) 是 诸 集 合 
Tw(6), Tw+r(6), Ty+2r(6), *** 
[也 就 是 满足 mn = kr 以 及 大 > N" 的 诸 个 集合 T,(6)] 的 和 . 于 是 它 可 以 包含 在 一 族 总 
长 不 超过 总 
LY) krerakeir = n(N*) 
k=N* 

的 区 间 之 中 , 且 当 n* 和 N* 趋向 于 无 穷 时 有 7(N*) 一 0. 

如 果 U(5) 是 所 有 那些 对 无 穷 多 个 n(r 的 所 有 倍数 ) 其 n 超 值 满足 (9.13.5) 的 数 
的 集合 , 那么 对 每 个 N, U(6) 都 包含 在 Uw(5) 之 中 , 从 而 可 以 包含 在 一 族 总 长 可 以 任 
意 小 的 区 间 之 中 . 这 就 是 说 , U(6) 是 零 集 . 

最 后 , 如 果 z 不 是 单 正规 的 , 则 (9.12.1) 不 真 (即便 当 限制 n 是 r 的 倍数 时 亦 如 
此 ), 且 对 某 个 正 数 5 以 及 对 > 的 倍数 n 的 无 穷 多 个 值 都 有 


lk| > Cn. 
这 个 5 大 于 数列 5,36, 46,… 中 的 某 一 个 数 , 从 而 z 就 属于 诸 集 合 
0(5)， v (3), v ($5), a 
中 的 某 一 个 , 所 有 这 些 集合 都 是 零 集 . 故而 所 有 这 样 的 zx 组 成 的 集合 也 是 零 集 . 


由 于 几乎 所 有 的 数 都 是 正规 的 , 故 不 妨 可 以 设想 构造 出 正规 数 的 例子 并 不 困难 . 
事实 上 存在 简单 的 构造 方法 , 比如 在 十 进 制 下 依次 写 出 所 有 的 正 整数 所 得 到 的 数 


0.123 456 789 101 112 … 


就 是 正规 的 . 但 是 要 证 明 这 一 点 却 比 想象 的 更 为 困难 . 
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本 章 附 注 


9.4 节 . 关于 定理 138, 参见 P6lya 和 Szeg6 的 书 , No. 257. 该 结论 在 W. H. Young 和 G. C. 
Young, The theory of sets of points, 3 中 未 加 证 明 地 给 出 过 . 

9.5 节 . 见 Dickson, History, 第 1 卷 , 第 12 章 . 有 关 7, 11, 13 的 整除 性 判别 法 没有 明显 提 到 . 
Grunert, Archiv der Math， und Phys. 42(1864), 478-482 给 出 了 它 的 解释 . Grunert 稍 早 时 候 引 
用 了 Brilka 和 V. A. Lebesgue 的 成 果 . 

9.7 节 至 9.8 节 . 见 Ahrens 的 书 第 3 章 . 

在 Nim 博 奔 的 “失败 的 ”位 置 的 定义 中 有 一 个 有 趣 的 逻辑 点 . 我 们 定义 一 个 失败 的 位 置 是 它 
不 能 取胜 的 位 置 , 也 就 是 说 玩家 P 把 这 个 位 置 留 给 Q 之 后 , P 不 可 能 强制 取得 胜利 . 从 我 们 对 游 
戏 的 分 析 推 出 , 在 这 个 意义 下 的 一 个 失败 的 位 置 也 是 在 下 面 意义 下 的 失败 的 位 置 如 果 P 将 此 位 
置 留 给 Q, 则 Q 能 强制 取得 胜利 . 这 是 一 般 定 理 ( 它 属于 Zermelo 和 冯 诺 依 曼 ) 的 一 种 情形 , 这 
个 一 般 定理 对 只 有 两 个 可 能 的 结果 且 每 一 步 都 只 有 有 限 多 种 “ 走 法 ”可 供 选 择 的 任何 游戏 都 是 正确 
的 . 见 D. Kenig, Acta Univ. Hungaricae(Szeged), 3(1927), 121-130. 

9.10 节 . 我 们 的 “limit point( 极 限 点 )” 就 是 Hobson, Theory of functions of a real variable 
中 的 “limiting point( 极 限 点 )"” 或 者 Hausdorf，Mengenlehrez 中 的 “Hiiufongsprunkt( 聚 点 )”. 

9.12 节 至 9.13 节 . Niven 和 Zuckerman[Pacific Journal of Math， 1(1951), 103-109] 以 及 
Cassels[ 同 一 杂志 , 2(1952), 555-557] 证 明了 : 如 果 (9.12.2) 对 每 个 数字 序列 都 成 立 , 那么 zx 是 正 
规 的 . 这 是 我 们 所 陈述 的 “(9.12.2) 可 以 从 定义 得 出 ”这 一 结论 的 逆 命 题 , 这 个 逆 命 题 的 证 明 并 不 
是 平凡 的 . 

有 关 这 几 节 的 主要 内 容 , 请 见 Borel, Lecons sur la théorie des functions (1914 年 , 第 2 版 )， 
182-216 页 . 自从 定理 148 由 Borel 在 1909 年 初次 证 明 以 来 , 该 定理 已 被 人 们 用 多 种 方法 作 了 拓 
展 . 有 关 的 说 明 以 及 参考 文献 目录 , 见 Kuipers 和 Niederreiter 的 书 , 69-78 页 . 

Champernowne [Journal London Matb，Soc. 8(1933), 254-260] 证 明了 0.123.…. 是 正规 的 . 
Copeland 和 Erdis[Bulietin Amer，Math，Soc. 52(1946), 857-860] 证 明了 : 如 果 a1,a2,… 是 
任何 整数 的 递增 序列 , 且 对 每 个 e> 0 以 及 n> nole) 都 有 an < mafe, 那么 小 数 


0.akta2aa 


( 它 是 在 任何 进位 制 下 依次 写 出 an 的 各 位 数字 所 形成 的 数 ) 在 该 进位 制 下 是 正规 的 . 


名 此 书 有 中 译本 , 《 集 论 》， 译 者 张 义 良 、 颜 家 驹 ， 科 学 出 版 社 出 版 ，1960 年 第 一 版 , 一 一 译 者 注 
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10.1 有限 连 分 数 
称 N + 1 个 变量 
Q0, 1, an QN 
的 函数 
+ 一 一 一 一 一 一 一 (10.1.1) 
a A 
Q2 

as 十 … 

[并 

QN 


为 一 个 有 限 连 分 数 (finite continued fraction), 或 者 在 不 会 产生 混淆 时 , 简称 它 是 一 个 
连 分 数 . 连 分 数 在 数学 的 许多 分 支 中 都 很 重要 , 尤其 在 用 有 理 数 逼近 实数 的 理论 中 更 
是 如 此 . 形式 上 更 为 一 般 的 连 分 数 (其 中 的 “分 子 ” 不 全 是 1) 也 有 很 多 , 不 过 这 里 并 
不 需要 它们 . 
公式 (10.1.1) 繁琐 而 不 方便 , 通常 用 以 下 两 种 形式 之 一 来 记 连 分 数 : 
Wr 
Ql+ aa 二 QN 
或 者 
[ao al,az,…… ,an]. 
称 a1,az,… ,an 是 连 分 数 的 部 分 商 (partial quotient), 或 者 简称 为 商 . 
通过 计算 得 :? 


eq= 鱼 [a oj = 2+ 罗汉 A 
0, 1 0101 i » +Q1;02 a2al mg * 
显然 对 1<nsN 有 
lao0,a1] = ao 十 一 ， (10.1.2) 
a 
[oo,al,…… ,an-lyan] = |ao,al…… an-2,an-1 十 pn (10.1.3) 


人 @@ 这 里 的 记号 和 6.11 节 的 记号 之 间 有 一 点 冲突 , 本 章 后 面 (例如 10.5 节 中 ) 还 要 再 次 用 到 这 个 记号 . 在 
6.11 节 中 ，[z] 定义 为 x 的 整数 部 分 ,而 在 这 里 [ao] 就 是 指 的 ao。， 由 于 这 里 仅仅 将 [ao] 作为 [ao， 
a1,… ,an] 的 特殊 情形 , 这 种 多 义 性 应 该 不 会 使 读 省 产生 混淆 ， 这 种 意义 的 方 括号 很 少 出 现 括号 内 只 
有 单个 字母 的 情形 ,因而 不 那么 重要 . 
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lao,a1,*** ,an] = ao 十 re = [oo, [a1, a2,°** ,an)]. (10.1.4) 


可 以 用 (10.1.2) 来 定义 连 分 数 , 也 可 以 用 (10.1.3) 或 者 用 (10.1.4) 来 定义 连 分 数 . 更 
一 般 地 ,对 1<m<nsN 有 


[oo,al,… ,an] = [a0, G1,°** ,am-1 [am, am+1,*** ,an)]. (10.1.5) 


10.2 ” 连 分 数 的 渐 近 分 数 
称 


[aeoal an] (Og<ngN) 


是 [ao,a1,… ,an] 的 第 n 个 渐 近 分 数 (convergent). 用 下 面 的 定理 容易 计算 出 渐 近 分 
数 . 


定理 149 ”如 果 pn 和 gn 定义 为 


po=a0, Pi=aa0+1, pn=anpn-1+Ppn-2 (2< nN), (10.2.1) 
q=1, =a gn=angn-1+mn-2 (2< ngN), (10.2.2) 
那么 
[oa ,an]= 甸 . (10.2.3) 
gn 


我 们 已 经 检验 了 定理 对 n = 0 和 n = 1 成立. 假设 它 对 n < m 为 真 ,其 中 mm < N. 

则 有 再 
和 

gm amgm-1l 十 gm-2 

且 pm-_1,pm-2,4m-1,4m-2 只 与 

a0,01，… Am-1 


有 关 . 这 样 一 来 , 利用 (10.1.3) 可 以 得 到 


[ao,at… yam amomt]= [e001 som am + ] 
Grm+l 
1 


Qm 十 a J Pm-1 + pm-2 


(on 十 aa) qm-1 + dm—2 
| Lm+i(Ampm-1 + pm-_2) + pm-_1 
am+li(amgm-1 + gm-2) + gm—1 
= Lmtipm + pm-l _ Pmtl 
am+lgm 十 gm-1 gmtl’ 
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根据 归纳 法 定理 获 证 . 
由 (10.2.1) 和 (10.2.2) 推出 
Pn ~ npPn-1 十 pn-2 (10.2.4) 
gn angn-l + qn-2 
又 有 
Pngn-1 — pn-ign =(anpn-—1 + pn-2)qn-1 — Pn-1(angn-1 + dn-2) 
=—(pn—1qn-2 一 pn-2gn-1). 
依次 用 n 一 1,n 一 2,… ,2 代替 这 里 的 n 并 重复 这 个 论证 , 就 得 到 
Pnqn-1 — pn-ign = (—1)™ ‘(pig0 — pogi) = (一 D” 
还 有 
pnqn-2 一 pn-2gn = (anpn-1 + Pn—2)4n-2 — pn-2(angn—1 + gn-2) 
= 一 an(pn-lgn-2 一 pn-2gn-1) = (—1)"an. 
定理 150 函数 ps 和 gn 满足 
Pnqn-1 一 pn-1gn = (—1)"-!, (10.2.5) 
即 mm 一 1 
pa_ pr CD (10.2.6) 
和 nl qn-ign 
定理 151 函数 pn 和 gn 满足 
pnqn-2 一 pn-2gn = (—1)"an, (10.2.7) 
mw nn 
pe es Ea (10.2.8) 


10.3 ” 商 为 正 的 连 分 数 


现在 来 给 部 分 商 an 指定 数值 , 这 样 就 对 分 数 (10.1.1) 以 及 它 的 渐 近 分 数 给 定 了 
数值 . 我 们 总 是 假设 


aa >0aw>02 (10.3.1) 
@ oo 可 以 是 负数 . 
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且 通 常 un 也 都 是 整数 (integral), 在 这 种 情形 下 , 连 分 数 称 为 简单 (simple) 连 分 数 . 为 
方便 起 见 , 首先 证 明 三 个 定理 (下 面 的 定理 152~154), 这 些 定理 对 部 分 商 满足 (10.3.1) 
的 所 有 连 分 数 均 成 立 . 记 


和 二， 
因此 该 连 分 数 的 值 是 zn 或 者 z. 
由 (10.1.5) 推出 ,对 2< ns<N 有 
T= [aoal ,aaN]=[aoat an- [oan+ av] 
_ [onan+l ,QN]pn-1 + pn-2 (10.3.2) 
[oan+1 saN]gn-1 + qn-2 


定理 152 ” 偶 项 的 渐 近 分 数 ran 随 史 的 增加 而 严格 递增 ,而 奇 项 的 渐 近 分 数 
Z2n+1 随 的 增加 而 严格 递减 . 
定理 153 ”每 一 个 奇 项 的 渐 近 分 数 大 于 任意 一 个 偶 项 的 渐 近 分 数 . 


定理 154 连 分 数 的 值 大 于 它 的 任意 一 个 偶 项 渐 近 分 数 的 值 , 而 小 于 它 的 任意 
一 个 坷 项 渐 近 分 数 的 值 [除非 它 等 于 它 的 最 后 一 个 渐 近 分 数 (无 论 该 渐进 分 数 是 偶 项 
还 是 奇 项 ) 的 值 ]. 

首先 每 一 个 qn 都 是 正 的 , 因而 , 根据 (10.2.8) 和 (10.3.1), xn - zn_2 的 符号 是 
(-D". 这 就 证 明了 定理 152. 

其 次 , 根据 (10.2.6), zw 一 zn_1 的 符号 是 (-1)"-!1, 故 有 


PR (10.3.3) 
如 果 定理 153 不 真 , 则 对 某 一 对 my 就 有 

Tam+1 < Pap. 
如 果 j < m, 则 根据 定理 152 有 zzm+l < zzm, 而 如 果 jy > m, 则 有 z241 < zw 而 
每 一 个 不 等 式 都 与 (10.3.3) 矛盾 . 


最 后 , z = zw 是 偶 项 渐 近 分 数 中 的 最 大 值 , 也 是 奇 项 渐 近 分 数 的 最 小 值 , 故而 无 
论 哪 一 种 情形 , 定理 154 皆 为 真 . 


10.4 ”简单 连 分 数 


”现在 假设 诸 an 均 为 整数 , 且 该 连 分 数 是 简单 连 分 数 . 本 章 其 余部 分 将 关注 简单 
连 分 数 的 特殊 性 质 , 而 其 他 的 连 分 数 则 仅仅 偶尔 出 现 一 下 . 显然 , ps 和 gn 均 为 整数 ， 
且 gn 还 是 正 数 . 如 果 


[eolauoz saN] = =, 
gN 


10.5 用 简单 连 分 数 表示 不 可 约 有 理 分 数 ”141 


就 说 数 z( 它 一 定 是 一 个 有 理 数 ) 可 以 用 连 分 数 来 表达 . 下 面 就 将 看 到 , 在 一 个 约束 限 
制 下 , 该 表达 式 是 唯一 的 . 


定理 155 对 n>1 有 gn 之 gn-1, 不 等 号 当 > 1 时 成 立 . 
定理 156 ”我 们 有 gn > m, 不 等 号 当 n> 3 时 成 立 . 
首先 有 go = 1,q = al > 1. 如 果 n>2, 那么 
gn = angn-1 十 gn-2 > qn-1+ 1, 
所 以 gn > qn-1 且 gn > n. 如 果 n > 3, 那么 
gn > gn-1 十 gn-2 > dn-1+1>n, 


故 有 gn > 
渐 近 分 数 的 一 个 更 为 重要 的 性 质 是 : 


定理 157 ”简单 连 分 数 的 渐 近 分 数 均 为 最 简 分 数 ， 
这 是 因为 根据 定理 150 有 


dlpn, dlo 一 中 -0D" = dll. 


10.5 ”用 简单 连 分 数 表示 不 可 约 有 理 分 数 
任何 简单 连 分 数 [ao,a1,… ,an] 表示 一 个 有 理 数 


在 本 节 以 及 10.6 节 中 我 们 要 证 明 : 反 过 来 , 每 个 正 有 理 数 z 都 可 以 用 一 个 简单 连 分 
数 来 表示 , 且 除了 有 一 点 歧义 外 , 这 个 表达 式 是 唯一 的 . 


定理 158 ”如 果 z 可 以 用 一 个 有 奇数 个 (偶数 个 ) 渐 近 分 数 的 简单 连 分 数 来 表 
示 , 那么 它 也 可 以 用 一 个 有 偶数 个 (奇数 个 ) 渐 近 分 数 的 简单 连 分 数 来 表示 . 


这 是 因为 如 果 an > 2, 则 有 
[ao al ,anm] 一 [ooal… an 一 对 
而 如 果 an = 1, 则 有 
[ooal :sant 1] = [eolal…… an-2, an-1 + 1]. 


例如 
[2,2,3] = [2,2,2, 1]. 
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选择 另 一 种 表示 法 常常 是 有 用 的 . 
称 
an 一 [anan+l ax (Og<ngN) 

为 连 分 数 

[oo aa， ,an av] 
的 第 n 个 完全 商 (complete quotient). 这 样 就 有 

Z 一 00，z 
以 及 


_ qhpn-1 十 pn-2 


多 
Qngn-1 十 gn-2 


(2<ngN). (10.5.1) 


定理 159 ”除了 当 av =1 时 有 
QN-1 一 [aow-i] 一 1 
以 外 , 我 们 有 an = [a4], 即 an 等 于 a 的 整数 部 分 .了 
如 果 N = 0, 那么 oo = a4 = [a4]. 如 果 N > 0, 那么 
=F (OgngN-l). 
Qnt1 
现在 除了 当 n=N 一 1 时 有 a41 =1 以 及 a = 1 以 外 ,我 们 有 
o>1 (gngN-1). 
从 而 在 除了 指出 的 情形 之 外 均 有 
an<an<ant+1l (gngN-1) (10.5.2) 
以 及 
an=[a'] (0gngN-1). 
因此 在 任何 情形 下 都 有 
aN 一 ah = [ao]. 
定理 160 ”如 果 两 个 简单 连 分 数 
lao,a1,** ,aN), [bo,p ,bad] 
有 同样 的 值 z, 且 aw > lb > 1, 那么 就 有 M = 和 且 这 两 个 连 分 数 完全 相同 . 
中 在 这 里 ,我 们 将 方 括号 的 习惯 用 法 回归 到 与 6.11 节 中 的 定义 相 一 致 . 
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说 两 个 连 分 数 完全 相同 , 指 的 是 它们 由 同样 的 部 分 商 序列 构成 . 

根据 定理 159, ao = [z] = bo. 假设 两 个 连 分 数 中 前 面 n 个 部 分 商 已 经 相等 , 且 
;的 是 它们 的 第 n 个 完全 商 . 那么 

T= [ao,al… ,an-Dban] = [ao,al，… ,an—1, bn]. 
如 果 n=1, 则 
Le 1 
ao 十 =ao+ 玖 

a4 = 及, 于 是 根据 定理 159 有 al = hb. 如 果 > 1, 则 由 (10.5.1) 有 


anpn-1 十 pn-2 a bpn-1 + pn-2 
ahgn-1 十 gn-2 bgn-l + gn-2" 
(of 一 的)(pn-lign-2 — Pn-24n-1) = 0. 
但 根据 定理 150 有 pn-14n-2 一 pn-24n-1 = (1)", 故 有 of = 以 . 由 定理 159 就 推出 
Gn = bs. 


例如 , 现在 假设 N < M. 那么 我 们 的 论证 表明 : 对 mn< N 有 


Gu = Bb,, 
如 果 M > N, 则 根据 (10.5.1) 就 有 
PN b+ipw 十 pN-1 
BY = ao,au yan] = [aoa ,ambwv+rb br] = Tt ZN， 
gv [oo al an] [oo aly QNDON+1 ua] Bqn + qn-t 
这 也 就 是 


PNIN-1 — PN-1qN = 0, 


然而 这 是 错误 的 . 于 是 有 M = N 且 这 两 个 连 分 数 是 完全 相等 的 . 


10.6 ” 连 分 数 算法 和 Euclid 算法 
令 z 为 任意 的 实数 , 且 设 ao = [z]. 那么 
T=a 二 5o，0 和 6 名 <1. 
如 果 &0 关 0, 可 以 记 
B= so d=ath, 0<&<l 
如 果 & 关 0, 可 以 记 


1 
EE- 2=+6, 0< 和 ee<1， 
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由 此 一 直下 去 . 又 有 of = 1/&%-1 > 1, 故而 对 m > 1 有 an > 1. 从 而 有 
T= [oo,ai] = [ee + 二 = [ao,al,ag] = [aoyaiyazya 一 …， 
2 
其 中 ao, a1,… 均 为 整数 且 
al > 0，aa > 0,…… 
方程 组 
T=a0t+éo (0 和 和 <1) 
囊 =a=a+k (0<&<1) 
二 -=mt (0<& < 


称 为 连 分 数 算法 (continued fraction algorithm). 只 要 6,, 关 0, 这 个 算法 就 一 直 继 续 下 
去 . 如 果 最 终 得 到 n 的 某 个 值 (比如 说 N), 使 得 有 5w = 0, 那么 该 算法 就 终止 , 且 


T= [ao,al,az…… ,an]. 


此 时 z 可 以 用 一 个 简单 连 分 数 来 表示 , 且 它 是 有 理 数 . 诸 数 a 是 该 连 分 数 的 各 个 完 
全 商 . 

定理 161 ”任何 有 理 数 均 可 用 一 个 有 限 的 简单 连 分 数 来 表示 . 

如 果 z 是 一 个 整数 , 那么 &0 = 0 且 z = ao. 如 果 z 不 是 整数 , 那么 


E 
二 


二 三 
其 中 心 和 上 是 整数 且 K > 1. 由 于 
是 = a0+&, h = aok + €0k, 
故而 当 h 被 上 除 时 , ao 是 商 , 而 和 = fok 是 余数 . 
如 果 &0 冯 0, 则 有 


针 在 这 里 以 及 下 面 ,“ 余 数 ” 指 的 是 非 负 余数 (这 里 指 的 是 正 的 余数 )、 如果 ao > 0, 那么 z 和 h 都 是 正 
数 , 且 ki 是 在 通常 算术 意义 下 的 余数 ,如 果 ao < 0, 那么 = 和 h 都 是 负数 , 且 “余数 " 是 
(~ [ek. 
于 是 , 如 果 h = 一 7, 上 二 5, 那么 余数 就 是 


‘(ED 
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a= a 
1 
以 及 : 
ot +&1, k=aki+ék. 
于 是 当 卡 被 操 除 时 , al 是 商 , 而 ko = &4k1 是 余数 . 这 样 就 得 到 一 系列 等 式 


h=aok+hk, k=aki+k, k= a2k2 t+ ka, 


只 要 6 关 0, 这 个 过 程 就 一 直 继续 下 去 , 或 者 也 可 以 改 成 等 价 的 说 法 : 只 要 ti 关 0， 
这 个 过 程 就 一 直 继 续 下 去 . 

这 些 非 负 整 数 及 避 ,ia,… 就 构成 了 一 个 严格 递减 的 序列 ， 故 而 对 某 个 N 有 
kw+1 = 0， 由 此 推 得 , 对 某 个 N 有 6w = 0, 从 而 该 连 分 数 算法 终止 . 这 就 证 明了 
定理 161. 

这 一 组 等 式 

h=aok+k (0< ki <k), 

k=akl+ks (0< ko < ki), 
kN_2=aN_ikN-1+ky (0<ky < ky-1), 
kn-1 一 QNKN 


称 为 Euclid 算法 (Euclid’s algorithm). 读者 可 以 辨认 出 这 个 程序 就 是 在 初等 算术 中 求 


h 入 的 最 大 公约 数 kw 所 采用 的 算法 
因为 Ev = 0,aw = aw, 又 有 


故 有 axw > 2. 因此 该 算法 确定 了 在 定理 160 中 被 证 明了 是 唯一 的 那 种 表达 形式 , 还 
可 以 对 定理 158 做 出 变形 . 
将 我 们 的 结果 总 结 起 来 就 得 到 


定理 162 ”一 个 有 理 数 恰好 可 以 用 两 种 方式 表示 成 一 个 有 限 简单 连 分 数 , 一 种 
形式 带 有 偶数 个 渐 近 分 数 , 而 另 一 种 形式 则 带 有 奇数 个 渐 近 分 数 ， 在 一 种 形式 中 , 最 
后 的 那个 部 分 商 是 1, 而 在 另 一 种 形式 中 , 最 后 那个 部 分 商 大 于 1. 

10.7 ” 连 分 数 与 其 渐 近 分 数 的 差 


整个 10.7 节 里 将 始终 假设 N > 1 以 及 m > 0. 根据 (10.5.1), 对 1<mn<N-1 有 


ah+1Pn 十 pn-1 
af+1gn 十 gn-1” 
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从 而 
Dn __ pndn-! 二 pn-lgn _ (-D)" 
hn eR "ly 7 RE 
gn gn(an+lgn 十 gn-1) gmn(an+lgn + qn-1) 
我 们 还 有 亢 了 
z- 旬 一 om 一 冲 . 
如 果 记 


d=a Wm=ann-1t+qn-2 (1<ngN) 
(于 是 , 特别 有 gw = qn), 则 得 : 
定理 163 如 果 1<n<N 一 1, 那么 


pn _ 1)" 
gn gnghtl 


这 个 公式 给 出 了 定理 154 的 另 一 个 证 明 . 
其 次 , 根据 (10.5.2), 除了 当 av = 1 时 有 


aN_1=aNn-1+1 
这 一 情形 以 外 , 对 ng< NN 一 2 总 有 
Qntl < ant1 < an+1 十 1 
这 样 一 来 , 如 果 和 暂时 忽略 这 种 例外 的 情形 , 就 有 
=a<a<at+lgg, 
且 对 1<n<N-2 有 


Gnt1 = ah+lgn 十 gn-1 > antign + qn-1 = gntl; 


Ot < an+lgn + qn-1+ qn = qn+l + qn < ant2qn+1 + qn = qn+2. 


由 此 得 到 


1 
一 一 < |pn 一 qnz| < 一 一 (ngN-2), 
Gn+2 n+1l 


而 


lpn-1 — qn-1z| = PN 一 NT 三 0. 
9N 
对 于 例外 情形 , (10.7.4) 必须 用 


QN-1= (aN-l1+1)gN-2 十 gN-3 王 QN-1 十 gN-2 一 gN 


(10.7.1) 


(10.7.2) 


(10.7.3) 


(10.7.4) 


(10.7.5) 


(10.7.6) 
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来 代替 , 且 (10.7.5) 中 第 一 个 不 等 式 要 用 等 号 来 代替 . 无 论 如 何 , (10.7.5) 都 表明 了 , 当 
n 增加 时 , |pn 一 gnz| 递减 . 又 因为 g, 是 递增 的 , 故 更 加 有 


= 外 
qn 


了 


是 递减 的 . 
现在 可 以 把 最 重要 的 结论 总 结 成 : 


定理 164 ”如果 N >1ln>0, 那 么 差 
z 一 甸 ， nT 一 pn 
gn 


的 绝对 值 当 n 增加 时 递减 . 我 们 还 有 


—1)"6, 
A 
9gn+1 
其 中 
0<6n<1 (1<ngN-2), bn-1=1, 

且 对 ns<N-1l1 有 

1 1 
gngn+l 2 


其 中 除了 n= NN 一 1 的 情形 之 外 , 两 处 均 只 有 不 等 号 成 立 . 


10.8 ”无 限 简单 连 分 数 


到 目前 为 止 我们 只 考 虚 了 有 限 连 分 数 ， 当 它们 还 是 简单 连 分 数 时 ,它们 表示 有 
理 数 ， 然 而 , 连 分 数 的 主要 意义 在 于 它们 在 无 理 数 表示 中 的 应 用 ,为 此 我 们 需要 无 
限 (infinite) 连 分 数 . 

假设 ao,a1, a2,… 是 一 个 满足 (10.3.1) 的 整数 序列 , 它 使 得 对 每 个 mw 


z-P|< 


(10.7.7) 


zn = [ao,al an] 
都 是 一 个 表示 有 理 数 rn 的 简单 连 分 数 . 如 同 我 们 马上 要 证 明 的 那样 , 如 果 当 n 一 oo 
时 zn 趋向 一 个 极限 z, 那么 我 们 很 自然 会 说 简单 连 分 数 
[ao, a1,a2,.…*] (10.8.1) 
收 伍 于 值 z, 并 记 成 
z= [ao al,a2,…]. (10.8.2) 


定理 165 ”如果 a0,a1,a2,… 是 一 个 满足 (10.3.1) 的 整数 序列 , 那么 zn = [oo， 
al … ;Gn] 当 n 一 00 时 趋向 一 个 极限 z. 


0 
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可 以 把 这 个 结果 更 简洁 地 表述 成 : 
定理 166 所 有 无 限 简 单 连 分 数 都 是 收 合 的 . 
如 在 10.3 节 中 那样 , 记 


zn = LP = [a0, a1,.… an， 
gn 


并 称 这 些 分 数 是 (10.8.1) 的 渐 近 分 数 . 我 们 要 证 明 这 些 渐 近 分 数 趋向 一 个 极限 . 

如 果 N > n, 则 渐 近 分 数 rn 也 是 [ao,a1,… ,an] 的 一 个 渐 近 分 数 . 因而 根据 定 
理 152, 它 的 偶 项 渐 近 分 数 构成 一 个 递增 的 序列 , 而 奇偶 项 渐 近 分 数 构成 一 个 递减 的 
序列 . 

根据 定理 153, 每 个 偶 项 渐 近 分 数 都 小 于 z1, 因而 偶 项 渐 近 分 数组 成 的 递增 序列 
有 上 界 ; 而 每 个 奇 项 渐 近 分 数 都 大 于 zo, 故而 奇 项 渐 近 分 数组 成 的 递减 序列 有 下 界 . 
从 而 偶 项 渐 近 分 数 趋向 于 一 个 极限 &1, 奇 项 渐 近 分 数 趋向 于 一 个 极限 &2, 且 &1 < 6 

最 后 , 根据 定理 150 和 定理 156 有 


Pan _ Pon-l| 1 1 
gn qn) Tr nn 
从 而 有 &1 = &2 = z(z 是 某 个 实数 ), 因此 连 分 数 (10.8.1) 收敛 于 z. 
附带 我 们 还 看 出 有 


定理 167 ”一 个 无 限 简单 连 分 数 小 于 它 的 任何 一 个 奇 项 的 渐 近 分 数 , 且 大 于 它 
的 任何 一 个 偶 项 的 渐 近 分 数 . 


在 这 里 以 及 后 面 , 我 们 经 常用 “ 连 分 数 " 来 作为 “ 连 分 数 的 值 ”的 缩写 . 


10.9 ”用 无 限 连 分 数 表示 无 理 数 
称 


an = [ansant1,***] 


是 连 分 数 


T= [a0,01,.…*] 
的 第 nn 个 完全 商 (n 一 th complete quotient). 显然 


1 
an = lim [aaan+l :Qi 
一 imlonan+ iaN] 


特别 有 
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我 们 还 有 了 
Qn>an Mn>ar>0 0<—— <l, 
Qn+1 
故 有 an = [a4]. 
定理 168 ”如 果 ao,al,az,…]= z, 那么 
a = 加，an=[o (n>0). 
由 此 得 出 (如同 在 10.5 节 中 那样 ) 
定理 169 ”两 个 有 同样 值 的 无 限 简单 连 分 数 完全 相等 . 


现在 回 到 10.6 节 中 的 连 分 数 算法 . 如 果 z 是 无 理 数 , 则 该 程序 不 可 能 终止 . 于 是 
它 定义 一 个 由 整数 


Q0, a1, 2, ** 
组 成 的 无 穷 序列 , 且 与 前 相同 有 
Z 一 [oo,a] = [oo al,ag] = …= [0,41, 2, anal]， 
其 中 和 
an+1 = an+1 十 一 一 > antl. 
QGn+2 
从 而 由 (10.5.1) 就 有 
MtiPn + pn-1 
aa+l1gn 十 gn-1 
因此 
Pn _ Pn-ign—Pngn-l _ .BE 
和 一 一 7 ， 
gn qn(onpgn + qn-1) gn(ahrign + gn-1) 
又 当 n 一 oo 时 有 
pn 1 1 
Z - 一 | < 一 一 一 = 一 一 一气 一 一 一 0. 
gn| gan(antign Fon) 和 HL TI 
于 是 
z= lim Be = [a0,01,.… ,an,…), 
oo gn 


且 这 个 算法 就 给 出 了 值 等 于 z 的 连 分 数 , 由 定理 169 知 其 简单 连 分 数 表 示 法 是 唯一 
的 . 


定理 170 ”每 个 无 理 数 都 可 以 用 唯一 一 种 方式 表示 成 一 个 无 限 简单 连 分 数 . 


顺便 我 们 还 看 出 , 一 个 无 限 简单 连 分 数 的 值 必定 是 一 个 无 理 数 , 这 是 因为 如 果 z 
是 一 个 有 理 数 的 话 , 该 算法 必定 会 终止. 
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如 同 在 10.7 节 中 那样 , 定义 
gh = angn-1 + gn-2. 
重复 那 一 节 里 的 讨论 就 得 到 
定理 171 ”对 于 无 限 连 分 数 来 说 , 定理 163 和 定理 164 的 结果 依然 成 立 (除了 对 
N 所 提 到 的 说 明 外 ). 特别 地 有 


1 2 
z-2|< 站 (10.9.1) 
qn nqntl qn 


10.10 一 个 引 理 


我 们 需要 一 个 定理 , 该 定理 在 10.11 节 中 将 会 用 到 . 


定理 172 ”如 果 
z= P+R 


QC+S 


其 中 C6>1 且 PQ,RR 和 5 是 满足 
Q>5>0, PS-QR=+l1 


的 整数 , 那么 R/S 和 P/Q 是 值 为 工 的 简单 连 分 数 的 两 个 相 邻 的 渐 近 分 数 , 如 果 R/S 
是 第 n 一 1 个 渐 近 分 数 , 而 P/Q 是 第 4 个 渐 近 分 数 , 那么 5 就 是 第 nn 十 1 个 完全 商 . 


可 以 将 P/Q 展开 成 简单 连 分 数 
5 = [a0,a1, ,an] = 宇 ， (10.10.1) 
根据 定理 158, 可 以 随意 假设 n 是 奇数 或 是 偶数 . 我 们 要 选取 n 使 
PS -QR=+1=(-1)"™. (10.10.2) 


现在 (P,Q) =1 且 Q > 0, 又 pn 和 gn 满足 同样 的 条 件 . 于 是 (10.10.1) 和 (10.10.2) 
就 蕴含 已 = pn,Q = q, 且 有 


pnS 一 gn 忆 = PS— QR=(-1)"! = pngn-1 — Pn-ign; 
这 也 就 是 
pn(S 一 gn-1) = qn(R— pn-1). (10.10.3) 
因为 (pn,qn) = 1, (10.10.3) 就 列 含 


gnl(S — gn-1) . (10.10.4) 


| 人 
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但 是 
gn=Q@>5>0, gn> gn-1>0, 
故 有 
IS — gn-i| < gn, 
而 这 与 (10.10.4) 不 相 容 , 除非 有 5 一 gn-1 = 0. 从 而 有 


S=qgn-l, R=pn-1 


以 及 
_ PnC + Ppn-1l 
gnC + qn-1’ 
这 也 就 是 
z= [aoal ,an'5]. 


如 果 将 展开 成 简单 连 分 数 , 就 得 到 
C= [on+lan+2，]， 
其 中 an+1 = 四 >1. 故而 
工 一 [ao,al，… ,anyan+lyan+2 


这 是 一 个 简单 连 分 数 . 然而 pn_1/qn-1 和 pn/qn, 即 R/S 和 P/Q 是 这 个 连 分 数 的 相 
邻 的 渐 近 分 数 , 且 C 是 它 的 第 n+ 1 个 完全 商 . 


10.11 等 价 的 数 
如 果 上 和 是 两 个 数 , 它们 满足 


_a+b 
~ atd’ 
其 中 a,b,c,d 是 满足 ad - bc = 土 1 的 整数 , 那么 就 称 上 是 与 等 价 的 . 特别 地 , & 与 自 
己 等 价 .? 
如 果 & 等 价 于 m 那么 


é 


ga 
| 故而 也 与 & 等 价 . 因而 这 个 等 价 关 系 是 对 称 的 . 
定理 173 如 果 & 和 等 价 , 且 77 和 (5 也 等 价 , 那么 5 和 (5 也 等 价 . 
@@ 此 时 有 a=d=1,b=c=0. 


| E+ (g(a) -bc=ad-bc=+1, 


ROSE 


一 一 
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因为 pb 
= od -be= 寺 1, 
cnt+d 
UC pp 
n= Fo a'd' ~ be’ = 十], 
eA+B 
Ci+D’ 
其 中 


A=aa'+bcd, B=ab+bd', C=ca't+dd, D= cd +dd, 
4D- BC = (ad— be)(ad — be)=+1. 

我 们 还 可 以 把 定理 173 表述 成 该 等 价 关系 是 传递 的 . 依据 此 定理 , 可 以 把 无 理 数 
分 成 为 由 等 价 的 无 理 数组 成 的 类 . 

如 果 疡 和 上 是 互 素 的 整数 , 则 由 定理 25 知 , 存在 整数 凡 和 k' 使 得 

hk’ — hk = 1, 

那样 就 有 
M0+h a.0+b 
Kk-:0+k c:0+d’ 
其 中 ad 一 be = 一 1. 从 而 任何 有 理 数 h/k 都 与 0 等 价 , 于 是 根据 定理 173, h/k 与 任何 
其 他 的 有 理 数 都 等 价 . 


定理 174 ”任何 两 个 有 理 数 都 是 等 价 的 
下 面 仅 讨论 无 理 数 , 它们 可 以 用 无 限 连 分 数 来 表示 . 
定理 175 ”两 个 无 理 数 & 和 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 


开 


€= [aoat ,amscoyciic2，…]， 人 二 [bob ,bn, co,c1,c2,***], {10.11.1) 
即 5 中 部 分 商 序列 在 第 m 项 之 后 的 部 分 与 7 中 部 分 商 序列 在 第 n 项 后 的 部 分 完全 
一 样 . 

首先 假设 上 和 由 (10.11.1) 给 出 , 并 记 

w = [coctcz…]. 
么 

天 多 有 Dmw + pm-1 
gmw 十 gm-1” 
且 有 pmqm-1 一 pm-_19m = 士 1, 所 以 上 和 w 是 等 价 的 . 类 似 地 , 7 和 w 是 等 价 的 , 从 而 
&€ 和 也 是 等 价 的 . 因此 条 件 是 充分 的 . 


€= [a0,a1,** sam] = 
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另 一 方面 , 如 果 上 和 ?是 两 个 等 价 的 数 , 就 有 

aE 十 中 
nT 
可 以 假设 ce + d > 0, 因为 如 车 不 然 的 话 , 我 们 就 可 以 将 其 中 的 系数 换 用 它们 的 相反 
数 来 代替 . 当 我 们 用 连 分 数 算法 将 上 展开 时 , 就 得 到 


寺 =[aoa Qk; Qk+1***] 
_ Pk-1Qk + Pk-2 


ad 一 pc= 士 1. 


一 [ao,…… ,ak_tax]= 
lo 
于 是 有 
_ Pok 十 已 
17 Ga ts 
其 中 


P=apk-1+bge-i, R= apk-2 十 bgk-2， 
Q= cpk-1+ dgk-1, 5 = cpk-2 十 dgk-2， 
因此 P,Q, R,S 都 是 整数 , 且 
PS — QR = (ad -bc)(pk-1gk-2 一 Pk-29k-1) = 土 1. 
由 定理 171 有 
6 0 
Pk-1 = €qk-1+ 一 一 ， Pk-2=é€qk-2+ —, 
gk-1 qk-2 
其 中 |5| < 116| < 1. 从 而 有 
cd cb 
Q=(c+dg-i+ 一 -，5= (ce+dgq-z+ 一 一 . 
qk-1 gk-2 


现在 有 cc +d > 0,qk-1 > gk-2 > 0, 且 qr_1 和 qn-2 都 趋向 于 无 穷 . 因此 对 于 充分 大 
的 上 有 


@>3>0. 
对 这 样 的 上 有 
ER 办 
7= Ge+5， 
其 中 


PS-QR= 二 Q>5>0 C=at>1. 
从 而 根据 定理 172 知 , 对 某 组 bo,b,… ,下 有 
7 = [bo, bi,**: ,br,C] = lbo, bi,**: ,bi,ax, agt1s + *)]. 
这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 . 
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10.12 ”周期 连 分 数 


一 个 周期 连 分 数 (periodic continued fraction) 是 一 个 无 限 连 分 数 , 其 中 对 某 个 固 
定 的 正 数 以 及 所 有 1 > 工 均 有 


QI 一 QI 


部 分 商 


QL QL+tl"* 10L+k-1 
组 成 的 集合 称 为 周期 , 连 分 数 可 以 写成 
[eo al aL dr art hrs): 
我 们 将 只 研究 简单 的 周期 连 分 数 . 
定理 176 一 个 周期 连 分 数 是 一 个 二 次 根 式 , 也 就 是 说 , 是 一 个 整 系数 二 次 方程 
的 无 理 根 ， 
如 果 ai, 是 周期 连 分 数 z 的 第 工 个 完全 商 , 就 有 
吃 =[@parH at- QQL+D] = [acyac+l ar+k-lyat]， 
partp 
gar tq 
ga +(q -Par -p=0, 
其 中 pr"/q" 和 /dg 是 [aL,aLt1,… ,aL+k-! 的 最 后 两 个 渐 近 分 数 . 但 是 
Pr-iaL + PL-2 
gi-iaL + qr-2" 


如 果 在 (10.12.1) 中 替换 掉 ai, 并 消去 分 式 , 就 得 到 一 个 整 系数 方程 
ar? +br+c=0. (10.12.2) 


a 


(10.12.1) 


_ PL-2— QL-27 


) 
az 一 5 
qi-1T — PL-1 


由 于 zx 是 无 理 数 , 故 有 ?一 4ac 才 0. 

这 个 定理 的 逆 也 为 真 , 但 它 的 证 明 要 困难 一 些 . 

定理 177 表示 二 次 根 式 的 连 分 数 是 周期 连 分 数 . 

一 个 二 次 根 式 满足 一 个 整 系数 的 二 次 方程 , 我 们 可 以 把 它 写成 (10.12.2) 的 形式 . 
如 果 


Z 一 [aoal ,an… 小 
那么 就 有 


Pn-lan + Pn-2 


, 
Gn-1lan + gn—2 
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而 且 如 果 将 它 代 入 (10.12.2) 中 , 就 得 到 


Ana’s + Bna'n + Cn =0, (10.12.3) 
其 中 
An =aps_1+ bpn_ign-1 + cq21 
Bn =2apn_ipn-2 十 b(pn-1gn-2 + Pn-2gn-1) + 2cgn—1ign—2, 
Cn =ap2_2 + bpn-2gn-2 + cg?_2. 
如 果 


An = ap?_1 + bpn-_1qn-1+ cg?_1 =0, 
那么 (10.12.2) 就 有 有 理 根 ps_1/qn_1, 但 因为 z 是 无 理 数 , 这 是 不 可 能 的 ， 从 而 有 
An#0, 且 
Any +Bny+C=0 


是 以 ov" 为 其 一 个 根 的 二 次 方程 . 稍 作 简单 的 计算 可 以 证 明 
B2—4AnCn=(b? — 4ac)(pn-iqn_2 — pn_2gn-1) 
=b — dac. (10.12.4) 
根据 定理 171 有 


Be: 
Pn-1 = Zqn-1+ (l6n1l < 1). 


mn 一 


从 而 
Cw 6n—1 2 
An=a|zqn-1+ 十 bgn-l | Zqn-1+ 十 cqgn-1 
Gn-1 gn-1 
i 
=(azz 十 bz 十 cg2_1 十 2ar5n_l 十 a + bin_1 
n—l 
一 2azbn_1 十 a + bén_1, 
下 
且 有 


l4n| < 2laz|+ lol+ lol. 
其 次 , 由 于 Cn = hn-1, 从 而 也 有 

ICn| < 2lazl + lal + ol. 
最 后 , 由 (10.12.4) 得 


B?2<4|AnCn|+|0 — 4acl 
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<4(2laz| + |al + 6))?+ | 一 4ac| 。 


于 是 4 Bn 和 Cn 的 绝对 值 都 小 于 与 n 无 关 的 数 . 

由 此 推出 , 仅 有 有 限 多 组 不 同 的 三 元 组 (4, Bu, Cn), 且 我 们 可 以 求 得 一 个 三 元 
组 (4, B,C), 它 至 少 出 现 三 次 , 比方 说 是 (4 , Bu ,Cn,)、(4, Bns,Cns) 和 (An,， 
Bns,Cns). 于 是 a',,a'ns,a'ns 全 都 是 


Ay+By+C=0 
的 根 , 故 其 中 必 至 少 有 两 个 是 相等 的 . 不 妨 设 a',, = a'n,, 那么 就 有 
二 Qni， Qna+l 一 Qnrni+1 


故而 该 连 分 数 是 周期 连 分 数 . 


10.13” 某 些 特殊 的 二 次 根 式 


只 要 按照 10.6 节 中 的 算法 去 执行 , 一 直 算 到 出 现 循环 为 止 , 就 很 容易 求 出 像 V2 
或 者 V3 这 样 特殊 根 式 的 连 分 数 . 这 样 就 得 到 


1 
We 1+ ‘ar 


+ 下 志 1 = 让 本 一 = [外 ， (10.13.1) 
类 似 地 有 
a 
V5) (10.13.2) 
V5=2+ 站 和 一 = [2,4], (10.13.3) 
Ue Ee 
Vi= 2 i,1,1, 旬 . (10.13.4) 
但 是 最 有 趣 的 特殊 连 分 数 并 不 总 是 “ 纯 的” 根 式 . 
一 个 特别 简单 的 类 型 是 
和 二 站 让 三 一 二 也 他， (10.13.5) 
其 中 alb, 故 有 b= ac, 这 里 c 是 一 个 整数 . 此 时 有 
_ ,11 (db+Drtb 
a a+z artl ' 
rT2-br—c=0, (10.13.6) 


二 3 {+ V+}. (10.13.7) 
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特别 地 ， 
证- 汪 V5+1 
a 1 5 (10.13.8) 
1 1 
B=2+ 寺 27 = 加 = V2+1 (10.13.9) 
十 ”入 i 
7=2+ 球 于 一 芭 计 = V3+l. (10.13.10) 


以 后 会 看 到 8 和 7 在 10.11 节 的 意义 下 分 别 与 V2 和 V3 等 价 , 而 a 却 并 不 与 V5 等 
价 . 
为 (10.13.5) 的 渐 近 分 数 求 得 一 个 一 般 性 的 公式 是 比较 容易 的 . 


定理 178 (10.13.5) 的 第 m 十 1 个 渐 近 分 数 由 下 述 公 式 给 出 : 


pn=c ntu, gn =c-B(ntdlunr,® (10.13.11) 


其 中 


zy 
Tz—-y 


un = (10.13.12) 
而 Z 了 和 Y 是 (10.13.6) 的 根 . 


首先 有 


ph 而 大 让 三 二 三 三 钮 


2 2_ 
p=butyt, maitlettesEt -Yu 


c C 
故 公式 (10.13.11) 对 n=0 和 = 1 为 真 . 下 面 用 归纳 法 来 对 一 般 的 公式 加 以 证 明 . 
我 们 需要 证 明 , 比方 说 有 


Pn = n+Dlun+a = wat2. 


成 立 . 现在 有 
n+2 = bytl 十 cr， y+2 一 n+ 十 cm， 
因此 
Unt2 = bn + Cun. (10.13.13) 
但 是 


U2m+2 = CWam+2, Uam+l = CWamt+l. 
将 它们 代入 (10.13.13), 并 区 分 n 为 偶数 和 奇数 的 情形 , 就 得 到 
Wom+2 = bliam+1 + Wam;, Wam+tl 二 Quu2m + Wam—1. 


人 当 n= 2m 时 , c 的 罕 是 c-m; 而 当 n= 2m 十 1 时 , c 的 宕 是 c-m™-1. 
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于 是 wn+a 满足 与 pn 一 样 的 递 推 公式 , 从 而 有 pn = wn+2， 类似 地 可 以 证 明 gn = 
Wnt+l1. 


当 a=b,c=1 时 的 论证 自然 会 简单 一 点 . 此 时 pn 和 gn 满足 
Un+2 = bunt1 + un， 
因而 它们 有 
Azr™ + By" 


的 形式 , 其 中 4 和 B 与 n 无 关 , 且 它 们 可 以 被 头 两 个 渐 近 分 数 的 值 所 确定 . 这 样 就 
得 到 


n+2 一 gm+2 Zn+1 一 3m+1 
pn 一 和 二 zy 


这 与 定理 178 相 吻 合 . 


10.14 Fibonacci 数列 和 Lucas 数列 
对 于 a = b= 1 的 特殊 情形 , 我 们 有 


V5+1 1__Vi-l 
in a :A (10.14.1) 
n+2 ynt2 Trtl yn+l 
Tn 和 
数列 (un), 或 者 说 
1,1,2,3,5,8,13,21,... (10.14.2) 


通常 称 为 Fibonacci 数列 , 其 中 头 两 项 是 ul 和 uw, 而 后 面 的 每 一 项 是 它 前 面 两 项 的 
和 . 当然 , 有 与 之 类 似 但 头 两 项 取 其 他 值 的 数列 , 最 有 趣 的 是 数列 (vn), 也 就 是 数列 


1,3,4,7, 11, 18,29,47;……， (10.14.3) 


它 是 由 
Un 三 2 十 全 (10.14.4) 
来 定义 的 . 这 样 的 数列 曾 被 Lucas 以 及 后 来 的 学 者 们 (尤其 是 D. H. Lehmer) 仔细 研 
究 过 , 它们 有 非常 有 趣 的 算术 性 质 . 在 第 15 章 里 有 关 Mersenne 数 的 问题 中 我 们 还 会 
再 次 遇 到 数列 (10.14.3). 
这 里 要 指出 这 些 数列 的 某 些 算术 性 质 , 尤其 是 关于 数列 (10.14.2) 的 性 质 . 


定理 179 由 (10.14.2) 和 (10.14.3) 定义 的 数 un 和 vn 有 下 面 的 性 质 : 
(0) (nunti) = 1, (vn vnti) = 1; 
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(ii) un 和 vn 同 为 奇数 或 同 为 偶数 , 且 在 这 两 种 情形 下 分 别 有 
(unun) =1, (un,vn) = 2; 
( 阁 ) 对 每 个 "有 un |urn; 
(iv) 如 果 (m,n) =d, 那么 
(Wm, Un) = ad 
特别 地 , 当 m 和 nn 互 素 时 Um 和 un 也 互 素 ; 
(v) 如果 (m,n) 三 1, 那么 
Umun |umn ， 


可 以 把 (10.13.12) 和 (10.14.4) 看 成 是 对 所 有 的 整数 n 定义 un 和 vn. 这 样 就 有 


w=0, w=2 


以 及 
a_n 一 一 (zy) un = -1)"™ Wn, vn =(-1)"wn. (10.14.5) 
可 以 立即 验证 
Zum+n = UmVn + UnvVm, (10.14.6) 
好 一 5u2 = 4(-1)", (10.14.7) 
U2 一 un-lumn+l = (-1)™, (10.14.8) 
V2 vn-iVn+l = 5(—1)". (10.14.9) 


现在 来 着 手 定理 的 证 明 ， 首 先 注意 (i) 由 递 推 公式 得 出 , 或 者 说 由 (10.14.8)， 
(10.14.9) 以 及 (10.14.7) 得 出 , 而 (ii) 则 由 (10.14.7) 得 出 . 
其 次 , 假设 (让 ) 对 > =1,2,… , 忆 一 1 为 真 . 由 (10.14.6) 有 


2uRn = UnV(R-Dn + UR-DnVn. 
如 果 ww 是 奇数 , 那么 un |2uRn， 从 而 un luRn. 如 果 un 是 偶数 , 那么 由 (i) 知 w 是 
偶数 , 由 假设 知 un_1)n 是 偶数 , 又 由 (这 知 wR_1n 也 是 偶数 . 于 是 可 以 记 


1 1 
URn = Un UR-Dn 十 W(R-In Zoom， 


从 而 再 次 有 wn |uan . 
这 就 对 所 有 正 数 > 证 明了 (ii). 由 是 公式 (10.14.5) 就 表明 (ii) 对 负 的 ” 也 为 真 . 
为 了 证 明 (iv), 我 们 注意 到 : 如 果 (m,n) = d, 就 存在 ( 正 的 或 者 负 的 ) 整数 ms 使 
有 


rm+ sn=d, 
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且 根 据 (10.14.6) 有 
2uu = wmuen 十 UsnUrm (10.14.10) 


成 立 . 于 是 , 如 果 (um,un) = h, 就 有 
hlum, hlun— hlum, hlusn — hl2ua. 


如 果 h 是 奇数 , 则 |ua. 如 果 产 是 偶数 , 则 um 和 un 都 是 偶数 , 所 以 根据 (i) 和 (iii) 
可 知 , Urm, Usn, vrm, vsn 也 全 都 是 偶数 . 这 样 一 来 , 就 可 以 将 (10.14.10) 写成 


1 1 
Ua = Urm Ion 十 tn Zurm 1 


由 此 和 以 前 一 样 可 以 得 出 hlua, 故 在 任何 情形 下 均 有 hlua. 根据 (ii) 又 有 walum， 
ta lun, 所 以 
Ud |(Um, un) = h. 


从 而 有 


h= ua, 
这 就 是 (iv). 
最 后 , 如 果 (m,n) =1, 由 (ii) 有 
Um |umn， un lumn, 
根据 (iv) 又 有 (um,un) = 1. 于 是 
UmUn |Umn . 


特别 地 由 (证 ) 推 得 : um 仅 当 m 为 4( 此 时 ws = 3) 或 者 m 是 一 个 奇 素数 p 时 才能 是 
素数 . 然而 up 不 一 定 是 素数 : 例如 


us3 = 53 316 291 173 = 953 x 55 945 741. 


定理 180 每 个 素数 p 都 整除 某 个 Fibonacci 数 (于 是 也 必 整 除 其 中 的 无 穷 多 
个 数 ) 特别 有 : 
如 果 p 二 5m 土 1, 则 有 
Up-1=0 (mod p); 


而 当 p = 5m 士 2 时 , 则 有 
Up+1 三 0 (mod p). 


由 于 us =2 以 及 ws = 5, 故 不 妨 可 以 假设 p 承 2,p 关 5. 由 (10.13.12) 和 (10.14.1) 


推 得 
wnt (3)s+ (2 2 (10.14.11) 
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其 中 最 后 一 项 当 mn 为 奇数 时 是 53("-), 当 n 为 偶数 时 是 n x 53"-!. 如 果 n=p, 则 
根据 定理 71 和 定理 83 有 
27-1=1，53(r-))= 人 (mod p). 
故而 诸 二 项 系数 中 除了 最 后 一 个 以 外 (最 后 一 个 为 1), 全 都 可 以 被 p 整除 . 从 而 有 
w= 3 = +1 (mod p), 


由 (10.14.8) 就 有 
Up-1up+1 三 0 (mod p). 
又 因为 (p 一 1,p 十 1) = 2, 故 由 定理 179(iv) 有 


(Up-l Upt1) = Wu2 = 1. 


于 是 up-1 和 up+1 中 有 且 仅 有 一 个 数 能 被 p 整除 . 
为 了 区 分 这 两 种 情形 , 在 (10.14.11) 中 取 ”= 了 十 1. 那么 就 有 


2Pupri = (p+1)+ ( 2 rat 


这 里 除了 第 一 个 系数 以 及 最 后 一 个 系数 以 外 , 其 他 所 有 的 系数 均 能 被 p 整除 ,” 所 以 
有 


2Pup+1 三 1 十 全 (mod p). 


这 样 一 来 , 当 (8) = -1, 即 p 王 十 2 (mod 5) 时 有 upt1=0 (mod p), ”而 在 相反 的 情 
形 则 有 wp-1 二 0 (mod p). 
15.4 节 将 给 出 定理 180 的 另 一 个 证 明 . 


10.15 “用 渐 近 分 数 作 逼近 
我 们 来 证 明 一 些 定理 以 结束 本 章 , 这 些 定理 的 重要 性 在 第 11 章 中 会 变 得 更 加 清 


楚 . 
根据 定理 171， 


1 
i 


pn 
| 
| CE 


中 根据 定理 73,，[ ”+ s je 3 <v <p 一 1) 是 整数 . 其 分 子 含有 p, 但 分 二 不 含 p. 
回 根据 定理 97. 
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所 以 pn/gn 提供 了 对 z 的 很 好 的 逼近 . 下 面 的 定理 表明 : 在 所 有 不 比 pn/gn 更 复杂 的 
分 数 中 , 也 即 在 所 有 分 母 不 超过 qn 的 分 数 中 , 分 数 pn /gn 给 出 了 zx 的 最 佳 逼近 . 


定理 181 如 果 n>1 ”0<g<gn, 且 p/q 关 pn/qn, 那么 


-z|< 由 -zl. (10.15.1) 
它 还 包含 在 一 个 更 强 的 定理 之 中 , 此 即 
定理 182 如 果 n>1,0<g<gn, 且 p/q 关 pn/qn, 那么 

lpn 一 nz < lp — gz|. (10.15.2) 


可 以 假设 (p,g) = 1. 又 根据 定理 171 有 
|pn 一 gnz| < |pn-1 — qn-17|, 
故而 只 要 在 g。_! < g < gn 的 假设 条 件 下 来 证 明定 理 就 够 了 , 下 面 用 归纳 法 来 加 以 证 
明 . 
首先 假设 49 = qn. 那么 , 如 果子 pn, 就 有 


pn_P 
gn an 


1 
> 一 . 

gn 
但 是 由 定理 171 和 定理 156 有 


1 1 
< pry 
gngn+1 24n 


从 而 


这 就 是 (10.15.2). 
其 次 假设 gs_1 < dg < gn, 所 以 p/g 既 不 等 于 pn-_1/gn-1, 也 不 等 于 pn /gqn. 如 果 记 


Hpn + Vpn-1 = Pp, Hgn + Vgn-il = 4, 


外 对 m > 1 陈述 定理 181 和 182 是 为 了 避免 无 意义 的 复杂 情形 . 我 们 的 证 明 对 于 n = 1 依然 正确 , 除 
非 ga = qn+1 = 2, 而 这 种 情形 仅 当 al = az = 1 才 是 可 能 的 . 此 时 有 
二 
th rr re ~ 
以 及 1 
ao0 十 站 <zZ<a0o 十 1 
除非 该 分 数 在 第 二 个 1 处 就 已 终止 . 如 若 不 然 , 那么 p1/q1 就 比 任何 其 他 的 整数 更 接近 z. 但 在 例外 
的 情形 z = ao + 和 , 存在 两 个 与 = 等 距 的 整数 , 从 而 (10.15.1) 有 可 能 成 为 等 式 . 
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那么 
Hpngn-1l 一 pn-1gn) = pgn-1 — gpn-1, 
故而 有 
上 一 士 (pgn-1 — gpn-1). 
类 似 地 有 


v= 土 (pqn — gpn). 

于 是 j 和 vw 都 是 整数 , 且 它们 均 不 为 0. 

由 于 g = Han 十 V4n_1 < qn; k 和 vw 必定 有 相反 的 符号 . 根据 定理 171 知 ， 

Pn ~— qnT, Pn-l— gn-iT 
有 相反 的 符号 . 从 而 
Hpn — gn7), v(pn-1— gn-17) 
有 相同 的 符号 . 然而 
p— gr = ppn 一 qnz) +v(pn-1 — qn-17), 
从 而 
lp— gz| > |pn-l — gn-17| > lpn 一 4nz| 
我 们 的 下 一 个 定理 对 定理 171 中 的 不 等 式 (10.9.1) 给 出 了 改进 . 
定理 183 ”在 z 的 任意 两 个 互相 邻接 的 渐 近 分 数 中 , 至 少 有 一 个 满足 不 等 式 


2 各 
| |< 训 : (10.15.3) 
由 于 渐 近 分 数 是 交替 地 小 于 和 大 于 z 的 , 我 们 就 有 
Ptl - 锯 |= 加 |+ a. (10.15.4) 
gn+1 dn gn gn+1 


如 果 (10.15.3) 对 pn/qn 和 pn+1/gn+1 都 不 成 立 , 那么 (10.15.4) 就 看 合 
1 


gngn+i 


Pntign — pngn+l 
gngn+1 


| >t 1 
qn gl|” 20 Qo 


| 也 就 是 
| (qn+1 — gn)* < 0, 
而 这 是 不 成 立 的 , 除非 
n=0, a=1, qu=g=1. 
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此 时 有 


故而 定理 依然 为 真 . 
由 此 推出 , 当 z 为 无 理 数 时 , 就 存在 无 穷 多 个 满足 (10.15.3) 的 渐 近 分 数 pa/gn- 
本 章 最 后 一 个 定理 指出 , 这 个 不 等 式 刻画 了 渐 近 分 数 的 特征 . 


定理 184 ”如 果 
2 -s|< a (10.15.5) 
那么 p/9 就 是 一 个 渐 近 分 数 . 
如 果 (10.15.5) 为 真 , 那么 
Rin 
gq Ci 
其 中 . 
se=+1, 0<0<5- 
可 以 将 p/g 表示 成 有 限 连 分 数 
[ao, al …… ,an]. 
由 于 根据 定理 158 知 , 我 们 可 以 自行 决定 取 n 为 奇数 或 者 偶数 , 故 不 妨 假设 
e=(-D)™!. 
记 
2 = pnt pn 
waqn 十 gn-1 
其 中 pn/gqn,pn-1/9n-1 是 p/g 的 连 分 数 的 最 后 两 个 渐 近 分 数 . 这 样 就 有 
上 和 _ pr- 一 pn-itn _ (1)"™! 
各。 加 ga(wgn + qn-1) gn(wqn + gn-1)" 
故而 
gn yg 
wan + Gn—1 
于 是 
一 7 一 >1 


(因为 0 < 6 < 当 ). 这 样 , 根据 定理 172 知 , pn_1/gn-1 和 pn/gn 是 z 的 相 邻 接 的 渐 近 
分 数 . 但 是 pn /gn = p/g. 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
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本 章 附 注 


10.1 节 .本 章 以 及 第 11 章 里 的 许多 证 明 都 是 效仿 Perron 的 Kettenbriiche 以 及 Irra- 
tionalzahlen 这 两 本 书 中 的 证 明 给 出 的 , 前 一 本 书包 含 了 有 关 这 个 问题 的 早期 历史 的 完整 的 参考 
文献 ， 在 Cassels 的 Diophantus 4pprorimation、Olds 的 Continued Fractions 以 及 Wall 的 
Analytic theory of continued fractions(New York van Norstrand, 1948) 这 几 本 书 中 有 一 些 用 英 
文 写 的 说 明 . Stark 的 Number Theory 一 书 中 给 出 了 一 些 附加 的 参考 文献 和 资料 . 

10.12 节 . 定理 177 是 Lagrange 对 于 这 个 理论 的 最 为 著名 的 贡献 . 这 里 给 出 的 证 明 (Perron, 
Kettenbriiche, 77) 属于 Charves. 

10.13 节 至 10.14 节 . 关于 Fibonacci 数列 以 及 类 似 的 数列 有 大 量 的 参考 文献 . 见 Bachmann， 
Niedere Zahlentheorie, ii, 第 2 章 ; Dickson, History, i, 第 17 章 ; D. H. Lehmer, Annals of Math. 
(2), 31(1930), 419-448. 
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11.1 ”问题 的 表述 
本 章 考虑 的 问题 是 用 一 个 有 理 分 数 


7 二 一 
9 


来 逼近 一 个 给 定 的 数 (通常 是 个 无 理 数 ). 我 们 始终 假设 0 < <1, 且 p/g 是 不 可 约 
的 ® 


l 由 于 有 理 数 在 连续 统 中 是 稠密 的 , 故而 对 任何 &, 都 有 任意 接近 它 的 有 理 数 存在 . 
给 定 上 5 和 任意 正 数 <, 则 存在 一 个 + = p/q 使 得 


ra=|e-d|<e 


任何 数 都 可 以 用 有 理 数 按照 给 定 的 精确 度 来 作 副 近 . 我 们 现在 要 问 : 可 以 怎样 简单 地 

逼近 &? 或 者 换 一 个 等 价 的 说 法 , 我 们 可 以 怎样 快 地 逼近 £? 给 定 5 和 s, p/gq 需要 有 

多 复杂 (也 就 是 g 要 有 多 大 ) 才能 确保 给 出 的 逼近 达到 精确 度 a? 给 定 5 和 4 或 者 4 
的 某 个 上 界 , 逼近 的 精确 度 = 可 以 达到 多 小 ? 

我 们 已 经 做 过 一 些 工作 来 回答 这 些 问 题 . 例如 , 第 3 章 中 (定理 36) 已 经 证 明了 : 

给 定 & 和 n， 

了 
3p,g, 0<qgn, | - 4| < mm’ 


故而 更 加 有 

E -4| < 区 Q111) 
而 第 10 章 中 利用 连 分 数 证 明了 若干 个 类 似 的 定理 .” 不 等 式 (11.1.1) 或 者 同一 类 型 的 
更 强 的 不 等 式 将 会 在 这 一 章 里 反复 出 现 . 


当 我 们 更 仔细 地 研究 (11.1.1) 时 , 可 以 立即 看 出 必须 要 区 分 两 种 情况 . 
(1) E 是 一 个 有 理 数 a/b. 如 果 7r 关 &, 那么 


a 


Ir-§= jE Ts 
| 所 以 (11.1.1) 蕴含 g <b. 于 是 (11.1.1) 仅 有 有 限 多 个 解 . 


加 除了 在 11.12 节 以 外 , 本 章 其 他 地 方 均 这 样 假设 - 
轿 见 定理 171 和 定理 183. 


(11.1.2) 
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(2) 5 是 无 理 数 . 此 时 (11.1.1) 有 无 穷 多 个 解 . 这 是 因为 , 如 果 pn/gn 是 的 连 分 
数 展开 式 中 的 任何 一 个 渐 近 分 数 , 则 由 定理 171 有 


故而 pa/qn 是 一 个 解 . 
定理 185 ”如 果 & 是 无 理 数 , 则 有 无 穷 多 个 分 数 p/q 满足 (11.1.1). 
11.3 节 将 给 出 另外 一 个 不 依赖 于 连 分 数理 论 的 证 明 . 
11.2 ”问题 的 推广 


可 以 从 两 个 不 同 的 观点 来 看 我 们 的 问题 . 假设 € 是 无 理 数 . 
(1) 首先 来 考虑 <. 给 定 ,对 什么 样 的 函数 


os=4 (8}), 
以 下 的 结论 为 真 : 对 给 定 的 5 和 每 个 正 数 c, 


3p,q, 9 < ®, 8-s 


<e? (11.2.1) 
或 者 说 , 对 于 什么 样 的 与 & 无 关 的 函数 


oe) 


(11.2.1) 对 每 个 & 以 及 每 个 正 的 e 均 为 真 ? 显然, 当 = 趋向 于 0 时 , 具有 这 些 性 质 的 任 
何 都 必定 趋向 于 无 穷 , 但 是 它 趋向 于 无 穷 越 是 慢 一 些 , 它 起 的 作用 就 会 更 好 一 些 . 
的 确 有 某 些 函数 更 具有 所 要 求 的 性 质 . 例如 可 以 取 


和 
A 
以 及 取 gq = 更 . 这 样 就 存在 一 个 p 使 有 
了 1 
上 -< 襄 <s 
因此 这 个 年 满足 我 们 的 要 求 . 如 果 可 能 的 话 , 剩 下 的 问题 是 要 求 寻求 的 更 为 有 利 
的 形式 . 
| (2) 可 以 首先 来 考虑 9. 给 定 &, 对 于 什么 样 的 与 g 一 起 趋向 于 无 穷 的 函数 
$= 99)， 


一 
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以 下 的 结论 为 真 : 
3p, | -| < (11.2.2) 
或 者 说 , 对 于 什么 样 的 与 无 关 的 函数 
$= $(9), 

(11.2.2) 对 每 个 均 为 真 ? 这 里 自然 是 $ 越 大 越 好 . 如 果 我 们 将 此 问题 表述 成 第 二 种 
也 是 更 强 的 形式 , 它 就 和 问题 (1) 的 第 二 种 形式 完全 一 样 了 . 如 果 由 是 关于 更 的 反 函 
数 , 那么 断言 (11.2.1) 为 真 (其 中 更 与 8 无关 ) 与 断言 (11.2.2) 对 所 有 上 和 4 为 真 就 
完全 是 一 回 事 . 

然而 , 目前 来 说 , 这 些 问题 并 不 是 我 们 最 感 兴趣 的 问题 . 我 们 对 于 用 任意 的 分 母 4 
给 出 & 的 逼近 不 如 对 用 一 个 适当 选择 的 4 给 出 的 逼近 那样 感 兴趣 . 例如 , 我 们 对 于 
用 分 母 11 来 通 近 x 并 没有 很 大 的 兴趣 , 而 有 意义 的 则 是 用 两 个 特殊 的 分 母 7 和 113 
给 出 的 令 人 极其 惊奇 的 逼近 衬 以 及 器 . 我 们 要 问 的 不 是 用 4 可 以 如 何 密切 地 逼近 
&, 而 是 对 无 穷 多 个 g 的 值 , 我 们 可 以 怎样 密切 地 逼近 5? 

于 是 本 章 剩 下 的 部 分 将 关注 下 面 的 问题 : 对 什么 样 的 6 = 9(5,g) 或 者 力 = 9(q), 以 
下 的 结论 为 真 : 对 一 个 给 定 的 5,， 或 者 对 所 有 的 5， 或 者 是 对 某 个 范围 内 的 所 有 8， 


1? 
5 


2? _c| < 工 
引 <3 (11.2.3) 
能 对 无 穷 多 个 4 以 及 合适 的 p 成 立 ? 根据 定理 171 可 以 知道 , 对 所 有 无 理 数 & 可 以 取 
b=. 

11.3 ” Dirichlet 的 一 个 论证 方法 


本 节 要 用 与 连 分 数理 论 无 关 的 一 个 方法 来 证 明定 理 185. 这 个 方法 并 没有 给 出 任 
何 新 的 东西 , 但 是 由 于 它 可 以 推广 到 多 维 的 问题 中 , 因而 具有 极 大 的 重要 性 .” 
我 们 已 经 定义 了 [zl, 此 即 不 超过 z 的 最 大 整数 . 用 


人 )=z- 回 


来 定义 (zj, 而 用 王 表 示 z 与 离 它 最 近 的 整数 之 间 的 差 , 当 z 为 n+ # 时 , 习惯 上 取 
三 = 3. 这 样 就 有 


假设 5 和 已 经 给 定 . 那么 Q+1 个 数 
0, (€), (28),.…* , (QE) 


@ 见 11.12 节 . 
四 在 现代 数论 著作 中 , 通常 用 符号 {z} 来 代替 这 里 的 符号 (z). 一 一 译 者 注 
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就 定义 了 分 布 在 Q 个 区 间 (或 者 “铺子 ") 中 的 Q+1 个 点 
eg 过 3 十 1 
Q Q 
其 中 必定 至 少 有 一 个 盒子 中 至 少 包含 两 个 点 , 从 而 存在 两 个 不 大 于 Q 的 数 9 和 qz， 
使 得 (q1) 和 (925) 之 间 的 差 小 于 1/Q. 如 果 qo 大 一 些 , 记 4= 9 一 q, 则 有 0<q<Q 
以 及 | 瑟 | < 1/Q, 于 是 就 存在 一 个 p 使 得 


(s=0,1,.……,@—1). 


laé —p| < 襄 
这 样 一 来 , 取 


就 得 到 . 
we or Bd 
( 它 和 定理 36 中 的 结果 几乎 是 一 样 ) 以 及 
< 点， (11.3.1) 


这 就 是 (11.1.1). 
如 果 & 是 有 理 数 , 那么 就 只 有 有 限 多 个 解 .” 我 们 需要 证 明 , 当 € 是 无 理 数 时 有 无 
限 多 个 解 . 假设 
i 包 全 
ng "ak 
是 它 所 有 的 解 . 既然 是 无 理 数 , 所 以 存在 一 个 Q 使 得 


re La 
= > 本 (=1 2 ,k). 


然而 那样 的 话 (11.3.1) 中 的 p/g 就 满足 


了 晶 有 
rs Py 
人 “1°a 
故而 p/q 不 是 诸 ps/gs 中 的 任何 一 个 , 这 是 一 个 矛盾 . 于 是 此 时 (11.1.1) 的 解 的 个 数 
无 穷 . 
Dirichlet 的 论证 方法 证 明了 : 45 接近 于 一 个 整数 , 所 以 (95) 接近 于 0 或 者 1, 我 们 对 这 两 种 
情形 不 加 以 区 分 . 11.1 节 中 的 讨论 给 出 更 多 的 内 容 : 因为 
Pa ea (-1)"-! 
gn 二 gmgn+1 
根据 n 是 奇数 还 是 偶数 而 取 正 值 或 者 负 值 , 因而 gné 交替 地 取 稍 小 于 或 者 稍 大 于 pn 的 值 . 


加 11.1 节 中 有 关 这 一 点 的 证 明 与 连 分 数 无 关 - 
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11.4 逼近 的 阶 
称 5 可 以 用 有 理 数 作 阶 为 mn 的 通 近 , 如 果 存 在 一 个 只 与 5 有 关 的 K(€), 不 等 式 


时 4 学 


丰 (11.4.1) 


有 无 穷 多 个 解 . 
我 们 可 以 排除 上 是 有 理 数 这 一 平凡 的 情形 . 如 果 回 过 头 来 看 (11.1.2), 并 注意 到 
方程 如 -aq = 1 有 无 穷 多 个 解 , 就 得 到 : 


定理 186 ”对 有 理 数 可 以 作出 1 阶 通 近 , 且 没 有 更 高 阶 的 通 近 . 
于 是 可 以 假设 上 是 无 理 数 . 根据 定理 171 有 : 
定理 187 对 任何 无 理 数 可 以 作出 二 阶 通 近 . 


当 & 是 二 次 根 式 时 (也 即 是 一 个 整 系数 的 二 次 方程 的 根 ), 我 们 可 以 走 得 更 远 一 
些 . 有 时 可 以 把 这 样 的 & 说 成 是 一 个 二 次 无 理 数 , 或 者 简称 为 “二 次 数 ”. 


定理 188 ”对 二 次 无 理 数 可 以 作出 二 阶 允 近 , 且 不 可 能 有 更 高 阶 的 逼近 . 


根据 定理 177 知 , 二 次 数 & 的 连 分 数 是 循环 连 分 数 . 特别 地 , 它 的 商 " 是 有 界 的 ， 
所 以 有 
0<an<M, 
其 中 M 只 与 上 有 关 . 从 而 由 (10.5.2) 有 


tl = oh+1gn + gn-1 < (an+l 十 1)gn + qn-1 < (M + 2)gn, 


故而 更 有 an+ < (M 十 2)qn. 类 似 地 有 gn < (M +2)gqn-1. 
现在 假设 
qn-1<gS 和 qn- 
那么 gn < (M + 2)9, 又 由 定理 181 有 


1 


了 pn 1 1 
-i2|—=—6= Sn > 万 ， 
qn | nan” MTR (ra > 


其 中 K = (M + 2)-3, 这 就 证 明了 定理 . 
定理 188 否定 的 那 一 半 是 我 们 将 要 在 11.7 节 中 不 用 连 分 数 来 证 明 的 一 个 定理 
(定理 191) 的 一 个 特例 . 这 需要 一 些 初步 的 说 明 以 及 一 些 新 的 定义 . 


人 这 里 的 商 指 的 是 连 分 数 的 “部 分 商 ”, 参见 10,1 节 中 定义 部 分 商 时 作者 所 做 的 一 个 说 明 ， 以 下 同 此 , 不 
再 说 明 . 一 一 译 者 注 
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11.5 ”代数 数 和 超越 数 


代数 数 (algebraic number) 是 这 样 一 个 数 >, 它 满足 一 个 代数 方程 (algebraic equa- 

tion), 也 即 一 个 形 如 
aozm 十 alzn 1l+...+an=0 (11.5.1) 

的 方程 , 其 中 ao, a1,… 皆 为 整数 , 且 不 全 为 0. 

不 是 代数 数 的 数 就 称 为 超越 数 (transcendental). 

如 果 z = a/b, 那么 bz 一 a = 0, 故而 任何 有 理 数 都 是 代数 数 . 任何 二 次 根 式 都 是 
代数 数 , 从 而 i = VI 是 代数 数 . 但 是 本 章 只 考虑 实 的 (real) 代数 数 . 

一 个 代数 数 满足 任意 多 个 不 同 次 数 的 代数 方程 . 比如 z = V3 满足 z? 一 2 = 0， 
z4 一 4 二 0,…. 如 果 z 满足 一 个 m 次 的 代数 方程 , 但 不 满足 任何 更 低 次 数 的 代数 方 
程 , 那么 就 称 z 是 一 个 n 次 (degree n) 代数 数 . 于 是 有 理 数 都 是 一 次 代数 数 . 

一 个 数 是 Euclid 数 (Euclidean), 如 果 它 度量 出 一 个 可 以 构造 的 长 度 . 所 谓 可 以 构 
造 的 长 度 指 的 是 从 一 个 给 定 的 单位 长 度 出 发 , 通过 Euclid 作 图 法 (也 就 是 仅 用 直 尺 和 
圆规 经 过 有 限 步骤 ) 可 以 构造 出 来 的 长 度 . 于 是 V2 是 一 个 Euclid 数 . 显然 , 可 以 用 


Euclid 方法 构造 出 像 
Vl1+2V7— V11-2V7 (11.5.2) 

这 样 的 二 次 根 式 的 任何 有 限 组 合 . 可 以 把 这 样 一 个 数 描述 为 一 个 实 二 次 型 的 数 . 

相反 地 , 任何 Euclid 构造 都 依赖 于 一 系列 的 点 , 这 些 点 是 由 直线 以 及 圆 的 交点 所 
定义 的 . 反 过 来 , 每 一 个 点 的 坐标 由 形 如 

lr+my+n=0 
或 者 
T+ +2gr+2fy+c=0 

的 两 个 方程 所 定义 , 其 中 1, m,n,g, f,c 都 是 已 经 构造 出 来 的 长 度 的 度量 . 而 两 个 这 样 
的 方程 就 定义 了 z 和 y 是 1,m,…… 的 实 二 次 组 合 . 因此 每 个 Euclid 数 都 是 实 二 次 数 
这 种 类 型 的 数 . 

数 (11.5.2) 定义 为 


z=y-z, =11+2t, 22=11-2t t=7, 
故而 消去 y,z 和 + 得 到 
z4 一 44z2 十 112= 0. 
从 而 > 是 代数 数 . 不 难 证 明 : 任何 Euclid 数 都 是 代数 数 , 但 是 该 证 明 需 要 对 代数 
数 的 一 般 理论 有 一 些 了 解 .” 


团 事实 上 , 由 方程 ozn + aazn-: 十.… 十 am = 0( 其 中 ao,a,… ,an 是 代数 数 ) 定义 的 任何 数 都 是 
代数 数 . 有 关 它 的 证 明 参 见 Hecke 66, 或 者 Hardy，Pure mathematics( 第 9 版 , 1944), 39. 
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11.6 ”超越 数 的 存在 性 


有 超越 数 存在 这 件 事 并 不 是 非常 显然 , 但 是 实际 上 几乎 所 有 的 实数 都 是 超越 数 ， 
如 同 我 们 马上 就 会 看 到 的 那样 . 

可 以 分 成 三 个 不 同 的 问题 . 第 一 个 问题 是 证 明 超越 数 的 存在 性 (不 一 定 要 给 出 一 
个 超越 数 的 具体 例子 ). 第 二 个 问题 是 用 为 此 目的 而 特别 设计 的 构造 方法 给 出 一 个 超 
越 数 的 例子 . 第 三 个 问题 (这 个 问题 要 困难 得 多 ) 是 证 明 某 个 独立 给 出 的 数 (例如 像 
在 分 析 中 自然 出 现 的 。 或 者 x 那样 的 数 ) 是 超越 数 . 

可 以 定义 方程 (11.5.1) 的 秩 为 


N=n+laol+lal+:*+ lan|. 
NN 的 最 小 值 是 2. 显然 只 有 有 限 多 个 秩 为 N 的 方程 
En,1, EN2, **., En,kw: 
可 以 将 这 些 方程 排 成 序列 
E21, E22, ***, Baks, Ea, Es2, +**, Esks, Ea, , 


这 样 就 把 它们 和 诸 数 1,2,3,… 建立 了 对 应 关系 . 从 而 方程 的 集合 是 可 数 的 . 然而 每 
个 代数 数 对 应 至 少 一 个 这 样 的 方程 , 而 且 与 任何 一 个 方程 对 应 的 代数 数 的 个 数 是 有 限 
的 . 于 是 有 


定理 189 代数 数 的 集合 是 可 数 的 . 
特别 地 , 实 代数 数 的 集合 的 测度 为 零 . 
定理 190 ”几乎 所 有 的 实数 都 是 超越 数 . 


Cantor 并 不 曾 有 关于 测度 的 现代 的 概念 , 他 对 超越 数 的 存在 性 定理 的 证 明 与 此 不 同 . 根据 定理 
189, 只 要 证 明 连 续 统 0 < z < 1 是 不 可 数 的 就 足够 了 . 我 们 用 十 进 制 小 数 


了 一 0.ala2a3 … 


米 表示 z( 如 在 9.1 节 中 所 指出 的 , 9 被 排除 在 外 ). 假设 连续 统 是 可 数 的 , 它 的 元 素 就 可 以 排列 成 
ZD Za 73 …， 令 

T1= 0.allql2a13… ， 

Z2 = 0.a21422023 … ， 

23 = 0.asl1a3a2033 » 


如 果 现 在 用 

Qn 二 Qnn 十 1 (如 果 ann 不 是 8 也 不 是 9)， 

an=0 (和 如果 ann 是 8 或 者 是 9) 
来 定义 an, 那么 对 任何 n 皆 有 an 头 ann. 故而 z 不 可 能 是 zl,za,…… 中 的 任何 一 个 , 这 是 因为 它 
的 十 进 制 小 数 与 任何 zn 在 第 n 位 上 都 不 相同 . 这 是 一 个 矛盾 . 
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11.7 Liouville 定理 和 超越 数 的 构造 


Liouville 证 明了 一 个 定理 , 依据 这 个 定理 , 可 以 造 出 任意 多 个 超越 数 的 例子 来 . 它 
是 定理 188 中 否定 的 那 一 半 结 论 在 任意 次 数 的 代数 数 上 的 一 个 推广 . 


定理 191 一 个 n 次 的 实 代 数 数 不 可 能 有 高 于 n 阶 的 通 近 . 
一 个 代数 数 & 满足 一 个 整 系数 方程 


f(€) = aotn +at™l ++an =0. 
存在 一 个 数 M(5) 使 得 有 
lfP(zl<M (£-1<z<é€+1). (11.7.1) 


现在 假设 p/q 关 & 是 & 的 一 个 逼近 . 可 以 假设 此 逼近 足够 接近 5, 从 而 得 以 保证 p/g 位 
于 (€ 一 1,€+1) 之 中 , 且 它 比 f(z) = 0 的 任何 其 他 的 根 都 更 接近 于 &, 所 以 f(p/g) 地 0. 


那样 就 有 
这 是 因为 它 的 分 子 是 一 个 正 整 数 . 又 有 
1 (5) =7 (2) -10= (82-6) fe) (11.7.3) 
其 中 z 位 于 p/g 和 之 间 , 由 (11.7.2) 和 (11.7.3) 推出 
上 - 引 2 Ee 


> 一 一 一 


lz Mgq" a 
于 是 不 可 能 有 高 于 n 阶 的 逼近 . 
n= 二 1 和 n=2 的 情形 包含 在 定理 186 和 定理 188 之 中 . 当然 , 这 些 定理 中 既 包 
含有 肯定 的 结论 , 也 包含 有 否定 的 结论 . 
(a) 例如 , 假设 


€=0.110 001 000.… = 10-H+10-2+10-3+.…. 


又 设 n> N, 且 6 是 这 个 级 数 的 前 n 项 之 和 . 那么 就 有 , 比方 说 
了 


四 


3 


呈 
名 =108 = 
又 有 


0<E-— =€—én =10m+)! +410 4+. 2x10-m+)! < 2g7N. 
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从 而 & 不 是 一 个 次 数 小 于 N 的 代数 数 . 但 由 于 N 是 任意 的 , 故而 ¢ 是 超越 数 . 
(b) 假设 
1 
§ = 10F 100F 0 + 


又 设 n>N, 且 
A 
gn 
是 的 第 n 个 渐 近 分 数 . 那么 
2_-e=~-L < lt, < il. 
| | Cra 


现 有 an+l = 10("+01! 以 及 


各 +1 gn-1 


qa<at+l, 一 an+1 十 一 <antl+1 (n>1), 
qn qn 


因此 有 


gn<(at+l)(a2t+1).(an+1) 


1 1 1 
<(+ 古 ) (+ 过) 一 (+ 记 )ao cm 


< 2aiaz.…an 一 2x 10144+ +nl < 102("0 = a2, 


Os A | 
9 atl ant ‘an oi" gi” 


可 以 与 以 前 一 样 断言 是 超越 数 . 


定理 192 数 &==10-+10-2+107+.… 和 5= 10tr IF 109 一 都 是 超越 
数 . 

显然 , 我 们 可 以 用 其 他 的 整数 来 代替 10, 还 可 以 用 许多 其 他 的 方式 来 对 它 的 构造 
加 以 变化 . 这 种 构造 的 一 般 原 则 可 简单 归结 为 : 由 有 理 通 近 的 一 个 充分 快 的 序列 所 定 
义 的 数 一 定 是 超越 数 . 而 正 是 像 V2 和 (V5 一 1) 这 样 最 简单 的 无 理 数 是 具有 最 慢 逗 
近 的 无 理 数 . 

要 证 明 一 个 “自然 ”给 定 的 数 是 超越 数 要 远 为 困难 得 多 ， 我 们 将 在 11.13 节 至 
11.14 节 中 证 明 e 和 x 是 超越 数 . 即便 是 现在 也 只 有 很 少 的 几 类 超越 数 是 已 知 的 . 例 
如 , 这 些 数 类 中 包括 


i lIn3 sr ov5 
e, x, sinl, Jo(1), In2, m2 


但 不 包括 22、2*、ne 以 及 Euler 常数 7. 对 于 后 面 这 些 数 , 至 今 尚未 证 明 出 其 中 任何 
一 个 数 是 无 理 数 . 
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11.8 对 任意 无 理 数 的 最 佳 盘 近 的 度量 


我 们 知道 , 每 个 无 理 数 都 有 无 穷 多 个 满足 (11.1.1) 的 逼近 . 的 确 , 根据 第 10 章 中 
的 定理 183, 它 还 有 无 穷 多 个 更 好 的 逼近 . 我 们 还 知道, 一 个 代数 数 如 果 是 一 个 类 型 相 
对 比较 简单 的 无 理 数 , 那 它 是 不 可 能 被 “ 太 快 地 ”逼近 的 , 然而 定理 192 中 的 超越 数 
却 可 以 有 异常 快 的 均 近 . 

根据 定理 181, 6 的 最 佳 通过 由 & 的 连 分 数 的 渐 近 分 数 m/an 给 出 , 且 
pn 1 和 
m | 一 
所 以 当 any 很 大 时 我 们 就 得 到 了 特别 好 的 逼近 . 显然, 粗略 地 说 ,6 能 否 被 快速 通 近 ， 
要 根据 它 的 连 分 数 是 否 包含 一 列 快速 增长 的 商 而 定 . 定理 192 中 的 第 二 个 5( 它 的 商 
以 很 高 的 速度 增 大 ) 就 是 一 个 极 富 教 益 的 例子 . 

再 次 粗略 地 说 , 6 的 连 分 数 的 构造 为 上 的 “简单 性 " 或 者 “复杂 性 " 提供 了 一 个 
尺度 . 因此 定理 192 中 的 第 二 个 6 就 是 一 个 “复杂 的 ” 数 . 反 过 来 , 如 果 on 性 状 规则 ， 
且 不 会 变 得 太 大 , 那么 & 就 有 理由 被 视 为 一 个 “简单 的 " 数 . 此 时 , 对 & 的 有 理 近 近 不 
可 能 太 好 . 从 有 理 蜗 近 的 观点 来 说 , 越 简单 的 数 越 难以 有 理 明 过. 

从 这 个 观点 来 看 , 所 有 无 理 数 中 “最 简单 的 " 数 是 


ee 
1+1+1+…” 


其 中 每 个 an 都 取 最 小 的 正 整 数值 . 这 个 分 数 的 渐 近 分 数 是 


人 BV5- 1) (11.8.1) 


1 J 
,7 


所 以 qn-1=pn, 且 
和 
Co 

于 是 当 n 一 oo 时 


pn 引 = =- 和 
gn gnqnt1 gn{(l+é€)gn + gn-1} 


这 些 考 虑 启发 我 们 有 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 193 ”任何 无 理 数 & 都 有 无 穷 多 个 满足 


了 是 
| -4| < 二 (11.8.2) 
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的 通 近 . 
这 个 定理 的 证 明 需 要 对 由 连 分 数 的 渐 近 分 数 给 出 的 逼近 作 进一步 的 分 析 . 这 将 在 


下 一 节 中 给 出 , 不 过 我 们 首先 要 来 对 这 个 定理 证 明 一 个 补充 的 结论 ， 人 后 和 机 
在 某 种 意义 下 , (11.8.2) 给 出 的 逼近 已 经 是 “最 佳 ” 定理 了 . 


定理 194 ”在 定理 193 中 , 数 V5 是 最 佳 数 : 如 果 用 任何 更 大 的 数 代替 V5, 则 
定理 都 不 再 成 立 . 


只 要 证 明 下 面 的 结论 就 够 了 : 如 果 4> V5, 且 & 是 特殊 的 数 (11.8.1), 那么 不 等 式 


1 
-< 态 
仅 有 有 限 多 个 解 . 
假设 结论 不 成 立 , 则 有 无 穷 多 个 g 和 p 使 得 
1 
6= + 现 加 < 亏 < 大 
这 样 就 有 


2 2 
所 -6V5= (ja+7) - 3 =P* +pg— 7. 
当 9 很 大 时 , 左边 在 数值 上 小 于 1, 而 右边 是 整数 . 于 是 有 p? + pq - g? = 0, 也 就 是 
(2p 十 9)? = 592, 而 这 显然 是 不 可 能 的 . 


11.9 ”有 关连 分 数 的 渐 近 分 数 的 另 一 个 定理 


本 节 主 要 为 了 证 明 : 

定理 195 & 的 任何 三 个 相 邻 接 的 渐 近 分 数 中 必 至 少 有 一 个 满足 (11.8.2). 
这 个 定理 可 以 和 第 10 章 中 的 定理 183 加 以 比较 . 

记 


gn-1 
gn 


= bnt1. (11.9.1) 


那么 

1 和 2 . 
SGngh+1 最 nt 十 bnt1” 
故而 只 要 证 明 对 于 i 的 三 个 值 nn 一 1,n,n+1， 


al+bi < V5 (11.9.2) 


不 可 能 都 为 真 就 够 了 . 
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假设 (11.9.2) 对 i=n 一 1 和 i=n 均 为 真 . 则 有 


af_l =an-1 二 二 
n—l hk a 
以 及 a 
= 
et + bn-i. (11.9.3) 
于 是 ¥ 本 
pr = ah1+bn-1 < VS5, 
从 而 有 
1-w 记 <(V5-by) (V5- 直 )， 
a bn 
这 也 就 是 1 
bn+ < V5. 
bn 


由 于 bn 是 有 理 数 , 且 jn < 1, 故 等 号 应 被 排除 在 外 . 从 而 


2 
BbVE+1<0, (35-%) < 于 > V5-1). (11.9.4) 


如 果 (11.9.2) 对 站 =m+1 也 为 真 , 则 可 以 类 似 地 证 明 
Bi 30V5 3): (11.9.5) 


从 而 (11.9.3), “(11.9.4) 和 (11.9.5) 就 会 给 出 
1 

i 

这 是 一 对 矛盾 . 这 就 证 明了 定理 195, 而 定理 193 则 是 它 的 一 个 推论 . 


11.10 具有 有 界 商 的 连 分 数 


在 定理 193 和 定理 195 中 , 数 V5 有 着 特殊 的 地 位 , 这 两 个 定理 的 证 明 依赖 于 数 
(11.8.1) 的 特殊 性 质 . 对 于 这 个 &, 每 个 on 都 是 1; 对 于 与 这 个 数 等 价 的 数 &, 在 10.11 
节 的 意义 下 , 从 某 处 开始 往 后 所 有 的 on 也 都 是 1. 然而 对 其 他 任何 一 个 &, an 的 值 对 
于 无 穷 多 个 n 来 说 至 少 是 2， 自 然 可 以 假设 , 如 果 排 除 掉 与 (11.8.1) 等 价 的 &, 那么 
定理 193 中 的 V5 就 有 可 能 被 某 个 更 大 的 数 所 代替 , 实际 上 这 也 是 正确 的 . 任何 不 与 
(11.8.1) 等 价 的 无 理 数 & 有 无 穷 多 个 有 理 通 近 , 它们 满足 


bn < 3V5+D) -V5 D) = 


pel< Ll. 
| < 202V2 


外 用 nn 十 1 替换 
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除了 V5 和 2V3 之 外 , 还 有 其 他 的 数 存在 , 这 些 数 在 这 种 特征 的 问题 中 起 着 特殊 的 作 
用 , 但 是 这 里 不 能 进一步 讨论 这 些 问 题 了 . 
如 果 an 不 是 有 界 的 , 也 就 是 说 , 如 果 


man = %, (11.10.1) 
那么 ,1/gqn 就 可 以 取 到 任意 大 的 值 , 且 对 每 个 正 数 = 和 无 穷 多 个 p 与 4 的 值 有 
-4 EE (11.10.2) 
下 面 的 定理 表明 , 这 个 结论 在 一 般 意义 下 为 真 , 这 是 因为 在 9.10 节 的 意义 下 (11.10.1) 
对 “几乎 所 有 的 "6 为 真 . 


定理 196 ”an 对 几乎 所 有 的 & 都 是 无 界 的 , 使 an 为 有 界 的 5 作成 的 集合 是 零 

集 . 

可 以 只 限于 讨论 (0,1) 中 的 上 ( 故 有 ao = 0), 又 因为 有 理 数 的 集合 是 零 集 , 故而 可 
以 限于 讨论 无 理 数 上 5. 只 要 证 明 其 中 满足 


an <k (11.10.3) 


的 无 理 数 上 组 成 的 集合 及 是 零 集 就 足够 了 , 而 其 中 使 an 为 有 界 的 数 的 集合 是 诸 集 
合 


Fi, Fa, Fs,.** 


之 和 集 . 
用 Es,as,…,as 来 记 前 n 个 商 有 给 定 的 值 a1,a2,… ,an 的 无 理 数 上 组 成 的 集合 . 


集合 E。, 位 于 区 间 i 


atl’ ar 
之 中 , 将 此 区 间 称 为 16,. 集合 E, ,as 位 于 区 间 
2 
alt+as’” al+az+l 
之 中 , 将 此 区 间 称 为 1,,as. 一 般 来 说 ,Eas.…,a。 位 于 区 间 16,0s,…,a,, 之 中 , 该 区 间 
的 端点 是 


[a1; 42, san an + 1], [a1,a2,.** ,an-1san] 
(第 一 个 是 当 n 为 奇数 时 的 左 端 点 ). 与 不 同 的 集合 a1,az,… ,an 对 应 的 区 间 相 互 不 
重 登 (除了 可 能 有 公共 端点 之 外 ), 选取 av+l 将 Faa…vav 分 成 不 重 登 的 区 间 . 于 是 
Ta ,a2,… an 就 是 


Tasaa,i sansl; Tora van'2 
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的 和 . 
Tosaz.…on 的 端点 也 可 以 表示 成 
(an 十 1D)pn-1 十 pn-2 anpn-1+Ppn_2 
(an 十 1)gn-1 十 gn-2” angn-1 十 9n-2 7 
它 的 长 度 (用 与 表示 区 间 所 用 的 同样 的 符号 来 表示 长 度 ) 是 
1 1 
{(an + 1)gn-1+ gn-2} (angn-1 十 om-2) (gn + qn-1)gn 


从 而 有 


(a1+ Da 
用 Baya.anik 来 记 Eo,as,.…,a, 的 满足 anti < 大 的 子 集 . 这 个 集合 是 以 下 诸 集 
合 


Easaai ananny (an+l = 1,2,... ,k) 
的 和 集 . 其 中 最 后 一 个 集合 位 于 区 间 J6,,。,,… ,aa,,, 之 中 , 它 的 端点 是 
[er az， ,anyan+Hl 十 下 ， [aa ,an; ant1], 
所 以 Bo, osonsk 位 于 区 间 和 aa， awk 之 中 , 它 的 端点 是 
[eu aa sams k++ 1], or, 02,.… ,ans 1), 
也 就 是 
k+l)pntpn-l pntpn-l 


(K+1)gn+ gn- gn+ qn- 


oawk 的 长 度 是 


{(k+ qan + qn-1} (十 9 
且 对 所 有 a1,a2,… ,an 有 


Toisas sanik kgn 大 


一石 -一 一 一 一 < 一 一 . 11.10.4 
ho KR+I 9 


最 后 , 用 
Ta an 
qk ,anSk 
来 记 foo， 取 遍 al < 上 … ,an < 上 所 求 的 和 .用 FO 来 记 满足 a <,… ,an < 
k 的 无 理 数 5 的 集合 . 显然 , FW 包含 在 7" 之 中 . 
首先 , TD 是 I, 的 和 (对 于 a = 1,2,… ,大 求 和 ), 且 


内 
De lk 
大 = 2 iD) Li 


aa=1 
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一 般 来 说 , I"+D 是 二 ,oa an 的 包含 在 TD 中 (对 于 an+1 < 月 的 那些 部 分 的 和 ， 
也 就 是 


Jalaae anik, 
Sk, an Sk 


这 样 一 来 , 由 (11.10.4) 就 有 


大 rn 
Tt < ETI, Tr 一 一 Ta) 
1 


i 天 n+l 
we ( 走 :) . 
由 此 推 得 , FXW 可 以 包含 在 一 组 长 度 小 于 ( 夸 r)” 的 区 间 之 中 , 当 n 一 oo 时 ,此 


长 度 趋向 于 0. 因为 对 于 每 个 n, F 都 是 FW) 的 一 部 分 , 于 是 定理 得 证 . 
有 可 能 用 同样 的 讨论 证 明 出 更 多 的 结果 . Borel 和 F. Bernstein 正 是 这 样 证 明了 : 


定理 197* 如果 9(n) 是 n 的 一 个 增 函 数 , 它 使 得 


所 以 


bp 商 (11.10.5) 
发 散 , 那么 对 所 有 充分 大 的 ni 都 满足 

an < $n) (11.10.6) 
的 & 的 集合 是 零 集 . 反 过 来 , 如 果 

> ey (11.10.7) 


收 敏 , 那么 (11.10.6) 对 几乎 所 有 的 € 以 及 充分 大 的 n 为 真 . 


定理 196 是 这 个 定理 的 特例 [其 中 p(n) 是 常数 ]. 这 个 一 般 性 定理 的 证 明 当然 要 
更 复杂 一 些 , 但 它 并 不 需要 任何 本 质 上 全 新 的 思想 . 


11.11 有关 逼近 的 进一步 定理 
为 了 方便 起 见 , 假设 an 稳定 地 、 比 较 有 规律 地 而 且 是 不 太 快 地 趋向 于 无 穷 . 那么 


|- TE PL 
qn ng ni gnX(gn)’ 


其 中 
X(gn) = antign. 
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级 数 ” ; 加 
PD XV)’ 4 Xx(an) 
的 性 状 (关于 收敛 或 者 发 散 ) 之 间 有 某 种 对 应 关系 . 后 面 一 个 级 数 是 


1 
Dr 
这 些 粗 略 的 考虑 使 我 们 想到 , 如 果 将 不 等 式 
an < b(n) (11.11.1) 
1 
2_gj<_-1L 
d “KG 人 
1 1 
Fa Tx 
的 条 件 之 间 应 该 存在 某 种 对 应 关系 . 这 样 一 来 , 11.10 节 中 的 定理 就 启发 我 们 想到 下 面 两 个 定理 . 
定理 198 如果》 收 北 ,那么 对 无 穷 多 个 9 满足 (11.11.2) 的 & 组 成 的 集合 是 零 集 . 


进行 比较 , 那么 在 两 个 级 数 


- 
x(q) 
定理 199” 如 果 X(9)/9 随 着 g 的 增加 而 增加 , 且 
1 
二 区 
发 数 , 那么 对 几乎 所 有 的 5, (11.11.2) 都 对 无 穷 多 个 g 为 真 . 


定理 199 证 明 起 来 很 困难 . 但 定理 198 非常 容易 , 且 不 需要 连 分 数 即 可 证 明 . 简单 地 说 , 这 个 
定理 表明 : 大 多 数 的 无 理 数 都 可 以 用 有 理 数 作 误 差 的 阶 远 小 于 gq-?, 例如 误差 为 


吉 
of zm} 
的 逼近 . 那个 更 难 证 明 的 定理 表明 达到 阶 为 


o (wie), o (ris), 
的 有 逼近 通常 都 是 可 能 的 


可 以 假设 0 < & < 1. 将 每 个 满足 g > N 的 p/g 包围 在 区 间 
BS Pe SR 
9 4qx(9) ”9 gx(q) 
之 中 . 对 一 个 给 定 的 9 的 值 , 存在 有 少 于 9 个 p 的 值 , 旦 这些 区 间 的 总 长 度 (即便 不 允许 重 又 ) 小 
于 


1 
22 x 


当 NN 一 co 时 , 此 长 度 趋 向 于 0. 不 论 N 是 什么 样 的 值 , 有 此 性 质 的 任何 & 都 包含 在 一 个 区 间 中 ， 
于 是 上 作成 的 集合 可 以 包含 在 一 组 总 长 可 以 任意 小 的 区 间 之 中 . 
外 这 个 思想 构成 了 关于 正 项 递减 级 数 收 全 或 者 发 获 的 “Cauchy 并 项 检验 法 ”的 基础 . 见 Hardy, Pure 


mathematics, 第 9 版 , 354，[ 关 于 Cauchy 并 项 检验 法 也 可 参看 《数学 百科 全 书 》( 科 学 出 版 社 1994 
第 1 版 ) 第 1 卷 第 510 页 “Cauchy 判别 法 ”这 一 条 目 后 的 补 注 . 一 一 诺 者 注 ] 
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11.12 联 立 逼 近 


到 目前 为 止 我 们 仅仅 考虑 了 对 于 单个 无 理 数 6 的 逼近 . 11.3 节 中 Dirichlet 的 方 
法 对 于 多 维 问题 , 也 就 是 对 上 个 数 


外 €2, ,bk 
用 具有 相同 分 母 g 的 (但 不 一 定 是 不 可 约 的 ) 分 数 

[< 克 .5 全 

全 浊 二 人 湾 
来 作 联 立 逼 近 的 问题 有 很 重要 的 应 用 . 


定理 200 ”如 果 6,62，,… ,Ek 是 任何 实数 , 那么 不 等 式 组 
pi 1 二， 
位 -可 < 二 (= 二 2 (11.12.1) 


至 少 有 一 组 解 . 如 果 至 少 有 一 个 ¢ 是 无 理 数 , 那么 它 就 有 无 穷 多 组 解 . 
显然 可 以 假设 对 每 个 i 有 0 < & < 1. 考虑 由 0 < zi < 1 定义 的 大 维 “立方 体 ”， 
并 用 与 它 的 面 平行 且 间 距 为 1/Q 的 “平面 将 它 分 成 Q* 个 “盒子 ". 在 
(1€1), (U2), (=012 99 


这 Q@* 十 1 个 点 中 必定 有 某 两 个 点 , 比方 说 是 != gy 和 1 = gs > gt, 位 于 同一 个 盒子 之 
中 . 这 样 一 来 , 取 g = q2 一 gl 则 与 在 11.3 节 中 一 样 可 证 , 存在 一 个 g < Q* 使 对 每 个 
i 均 有 CS 
| 唔 | < a < po 

其 证 明 可 以 如 前 一 样 完 成 . 如 果 有 一 个 &, 比方 说 就 是 &;, 是 无 理 数 , 那么 在 11.3 
节 中 最 后 的 论证 中 可 以 用 & 替代 &. 

特别 地 , 我 们 有 : 

定理 201 给 定 61,62，,… ,级 和 任何 正 数 E, 就 可 以 求 得 一 个 整数 gq, 使 得 对 每 
个 i,géi 与 一 个 整数 的 差 都 小 于 上. 


11.13 ”e 的 超越 性 


我 们 以 证 明 e 和 x 的 超越 性 来 结束 本 章 . 
通过 引进 一 个 符号 h", 我 们 的 工作 可 以 大 为 简化 , 这 个 符号 定义 为 


hr=1, hr=r!(r>1). 
如 果 f(z) 是 任意 一 个 关于 z 的 m 次 多 项 式 , 比方 说 
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flz) = 》 crzr， 
。 r=0 
那么 就 定义 f(h) 是 
> Crh'= 3 crr! 
re0 r=0 


(其 中 0! 被 定义 为 1). 最 后 , 用 Taylor 定理 所 提供 的 方式 来 定义 f(z 十 hh), 也 即 定义 
它 为 


m 


fl) 
bP 
r=0 了 


r=0 
如 果 f(z++y) = F(y), 那么 f(z +h) = F(h). 
对 于 r= 0,1,2…… 用 
了 Ea 
riiterrDrra) 
来 定义 ur(z) 和 sr(z). 显然 有 lu(z)| < el, 故而 对 所 有 zx 都 有 


ar(z) = = elzler(z) 


|sr(z)| < 1. (11.13.1) 
我 们 需要 两 个 引 理 . 
定理 202 ”如 果 gz) 是 任意 一 个 多 项 式 , 且 
glz) = > cerzr，W(z) = erer(z)z", (11.13.2) 
r=0 r=0 
那么 
ep(h) = (z+ h) + wy(r)elsl. (11.13.3) 


根据 上 面 的 定义 , 则 有 


(z+h)"=h" +reh" -1+ i EN 


r(r—1) 
1x2 


22 2 
=r| -人 
; (lte+ 和 + + 和 3) 


| =rle” — ur(T)7" = eTh” — ur(2)2". 


=rl+r(r— 1)lz+ 


(7 — 2)!z? 十，… 十 27 


于 是 有 
eTh" = (z+ h)" + ur(z)z" = (z+ h)" + elsle,(z)z". 


用 c+ 遍 乘 此 式 , 然后 对 > 从 0 到 s 求 和 , 就 得 到 (11.13.3). 
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如 在 7.2 节 中 一 样 , 我 们 把 关于 z 或 者 关于 z,y,…… 的 系数 为 整数 的 多 项 式 称 为 
是 关于 z 或 者 关于 z,y,… 的 整 系数 多 项 式 . 


定理 203 ”如 果 m > 2, f( ey 是 关于 工 和 村人 


F(z) = Eye) F(z) = ef (7), 


i 
那么 h(h) 和 Fz(h) Wp 
Fi(h)=f(0), Fa(h)=0 (mod m). 
假设 ， 
f(z)= Daz', 
{=0 
其 中 ao,… ,ar 都 是 整数 . 那么 


Zitm— 1 
n=- 1 
这 样 就 有 


Fi(h) = ee 


但 是 , 当 1> 1 时 


(十 中 一 1)! 
(m—1)! 


是 m 的 一 个 整 倍数 . 于 是 


=(l+m—- 1)(l+m—2)..…m 


Fi(h)=a0 = f(0) (mod m). 
类 似 地 ， 
THm 
F(x) = m= 


Fa(h) = eb Ct =0 (mod m). 


现在 可 以 证 明 两 个 主要 定 再 中 的 第 一 个 定理 了 ， 也 就 是 : 
定理 204  e 是 超越 数 . 
如 果 此 定理 不 真 , 那么 
DB Ce:=0, (11.13.4) 
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其 中 n> 1, Co,C1,… ,Cn 都 是 整数 , 且 Co #0. 
假设 p 是 一 个 大 于 max(n, |Col) 的 素数 , 且 定 义 dz) 为 


oD) = FT {De -Dy 
最 终 p 的 值 将 会 很 大 . 如 果 用 p(h) 来 有 (11.13.4), 并 利用 (11.13.3), 就 得 到 
cet+ 月 + 和 cue =0, 
t=0 t=0 
或 者 说 就 记 为 
S1+52=0. (11.13.5) 
根据 定理 203, 对 于 m = p, $(h) 是 一 个 整数 , 且 


Hh)=(—1)™"(n)? (mod p). 
如 果 1<t<m 又 有 


tt Da tt DG 
其 中 f(z) 是 一 个 关于 z 的 整 系数 多 项 式 . 由 此 推 得 (再 次 根据 定理 203): tt+ 站 是 
一 个 可 以 被 获 除 的 束 数 . 因此 有 


Glt+7) = 


51= Cp(t + h)=(-1)""Co(n!)?#0 (mod p), 
t=0 


这 是 因为 Co 关 0 且 p > max(n,|Col). 故而 51 是 一 个 整数 , 且 不 为 0, 这 样 一 来 就 有 
15:| > 1 (11.13.6) 
另 一 方面 , 由 (11.13.1) 有 |er(z)| < 1, 所 以 , 当 p 一 co 时 就 有 


WO < Dot < 2 {t+ D404 0 
和 CY 


从 而 52 一 0, 故 可 以 选取 充分 大 的 p 的 值 使 有 
1S2| < 到 (11.13.7) 


然而 公式 (11.13.5)、(11.13.6) 和 (11.13.7) 是 矛盾 的 . 所 以 (11.13.4) 是 不 可 能 的 , 从 而 
e 是 超越 数 . 

上 面 所 给 的 证 明 要 比 在 4.7 节 中 给 出 的 e 的 无 理性 的 证 明 要 远 为 复杂 得 多 , 不 过 
证 明 的 基本 思想 本 质 上 是 相同 的 . 我 们 用 到 (i) 等 级 数 (ii) 模 小 于 1 的 整数 必 等 于 0. 
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11.14 Xt 的 超越 性 
最 后 证 明 x 是 超越 数 . 正 是 这 个 定理 解决 了 “化 圆 为 方 * 问题 . 
定理 205 x 是 超越 数 . 


它 的 证 明 与 定理 204 的 证 明 非 常 类 似 , 不 过 有 一 两 处 稍微 有 点 复杂 
假设 所 ,Bo,… ,Bm 是 整 系数 方程 


dzm +diz™ 1+.+dm=0 


的 根 . 关于 
dBi, dp , dBm 
的 任何 一 个 整 系数 的 对 称 多 项 式 都 是 关于 
di, dz, ,dm 


的 一 个 整 系数 多 项 式 , 从 而 是 一 个 整数 . 
现在 假设 x 是 代数 数 . 则 ix 也 是 代数 数 , ”从 而 它 是 某 个 代数 方程 


dz™ + diz™ lt +dn=0 
的 根 , 其 中 m > 1, d, di,… ,dm 是 整数 , 且 d 关 0. 如 果 这 个 方程 的 根 是 
Wl) ua， Wm 
那么 对 某 个 有 1+e” =1+e*”=0, 于 是 


(1 十 em)(L+em) (1+ecm)= 0. 


将 乘积 展开 , 得 i 
1+ > er =0, (11.14.1) 
bm 
其 中 
Ql 0 ,ao2m_1 (11.14.2) 


是 如 下 2m 一 1 个 按照 某 种 次 序 写 出 的 数 : 
四 如 果 aoz" 十 a1z"-! 二 ,… 十 an = 二 0 且 y = iz, 那么 
Goy" — a2y™ 2+. +i(ay" ! — oy 3 +)=0, 


因此 
(aoy" — a2y™ ?+e) + a"! ay 3 +..)? =0. 
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Wl Wm Wl + Wa WL + Wa 1 二 Wa 二 十 Wm: 
假设 有 C -1 个 a 等 于 0, 而 剩 下 的 
n=2™—-1-(C-1) 
个 不 为 0, 且 非 0 的 a 被 排 在 前 面 , 于 是 (11.14.2) 写成 
aa ,Qn 0,0,... ,0. 


显然 , 关于 
do, daz, ,dan (11.14.3) 


的 任何 整 系数 对 称 多 项 式 都 是 关于 
dai, dao ,dan,0,0…… ,0 
的 一 个 整 系数 对 称 多 项 式 , 也 即 是 关于 
daldao2, ,da2m 1 
的 整 系数 对 称 多 项 式 . 因此 , 任何 这 样 的 函数 都 是 关于 
dodo ,dom 
的 一 个 整 系数 对 称 多 项 式 , 从 而 是 一 个 整数 . 


可 以 把 (11.14.1) 写成 
C+D e" 一 0. (11.14.4) 
t=1 
选取 一 个 素数 p 使 得 
p> max(d Cldraal an|)， (11.14.5) 
并 定义 p(z) 是 
amp+P 一 1LZP 一 1 二 
(7) = 一 人 Co) 公有 (11.14.6) 
用 $(h) 乘 (11.14.4), 再 利用 (11.13.3), 得 
So+S51+52=0, (11.14.7) 
其 中 
So=C¢(h), (11.14.8) 
Si=》 (a + h), (11.14.9) 


t=l 


S52=D ,wat)elol. (11.14.10) 


t=1 
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现在 有 


gl 
$7) = Ei DD 


其 中 gt 是 关于 数 (11.14.3) 的 整 系数 对 称 多 项 式 , 故而 是 一 个 整数 .由 定理 203 推出 
9g(h) 是 一 个 整数 , 且 有 


$(h)=90 = (—1)”"dP (da daa dan) (mod p). (11.14.11) 
从 而 So 是 一 个 整数 , 且 由 于 (11.14.5), 则 有 
So=Cgo#0 (mod p). (11.14.12) 
其 次 , 利用 代 换 和 重新 排序 , 可 以 看 出 


zp np-1 
par 十 7) = [Py Dy fiz', 
”te0 


其 中 
名 = jdatidaa ,dao dor, dat ri , damn) 
是 关于 数 (11.14.3) 的 一 个 整 系数 多 项 式 , 它 关 于 除了 dat 以 外 的 所 有 变量 对 称 . 于 是 


mp 一 1 


n 十 
be + 了 = 全 艺 Fiz!, 


其 中 9 
R= f= jdatidal'dao ,doa da ,dan). 
t=1 t=1 
由 此 推 得 及 是 一 个 关于 (11.14.3) 中 所 有 的 数 为 对 称 的 整 系数 多 项 式 , 从 而 是 一 个 整 
数 . 于 是 , 由 定理 203 得 
SI = > ,gat 十 月 


t=1 


是 一 个 整数 , 且 
51=0 (mod p). (11.14.13) 
由 (11.14.12) 和 (11.14.13) 推 得 , So + S1 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 , 从 而 有 
lSo+ Si| > 1. (11.14.14) 


另 一 方面 , 对 任何 固定 的 z, 当 p 一 co 时 有 
|dl"P+P 一 1 Ix”! 


Wal < 0 


{(lz| + le) (zl+ lan)}” = 0. 
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由 此 得 到 , 对 充分 大 的 了 有 
1Sz| < (11.14.15) 


三 个 公式 (11.14.7)、(11.14.14) 和 (11.14.15) 是 矛盾 的 , 于 是 x 是 超越 数 . 
特别 地 , xt 不 是 在 11.5 节 的 意义 下 的 Euclid 数 , 因此 不 可 能 用 Euclid 方法 构造 
出 与 直径 为 1 的 圆 的 周 长 相 等 的 长 度 . 
可 以 用 这 一 节 的 方法 证 明 : 如 果 a 和 有 是 代数 数 , 且 a 不 全 为 0, 也 没有 两 个 8 
是 相等 的 , 那么 
aep + aoepa 十 … 十 asepu #0. 


最 近 有 人 证 明了 : 如 果 a 和 有 是 代数 数 , a 不 为 0 或 者 1, 且 8 是 无 理 数 . 那么 
a8 是 超越 数 . 特别 地 , 这 证 明了 e-*( 它 是 认 的 一 个 值 ) 是 超越 数 . 还 证 明了 


是 超越 数 , 这 是 因为 2? = 3, 且 9 是 无 理 数 .” 
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11.3 节 . Dirichlet 的 方法 依赖 于 这 样 一 个 原理 :“ 如 果 有 n + 1 个 物体 放 在 n 个 盒子 中 , 则 至 
少 一 个 盒子 中 必 装 有 两 个 (或 者 更 多 的 ) 物体 ” [德国 数学 工作 者 称 之 为 Schubjachprinzip( 抽 屡 原 
理 )]. 11.12 节 中 所 述 方法 基本 与 此 相同 . 

11.6 节 至 11.7 节 . Cantor 关于 集合 论 (Mengenlehre) 工作 成 果 的 一 个 完全 说 明 可 以 在 Hob- 
son, Theory of functions of a real variable, i 中 找到 . 

Liouville 的 工作 成 果 发 表 在 Journal de Math. (1) 16(1851), 133-142, 这 项 工作 先 于 Cantor 
20 多 年 . 可 参见 11.13 节 至 11.14 节 的 附注 . 

定理 191 相继 由 Thue、Siegei、 Dyson 和 Gelfond 作 了 改进 . 最 后 Roth 证 明了 [Mathematika, 
2(1955), 1-20]: 不 存在 无 理 的 代数 数 有 高 于 二 阶 的 逼近 . Schmidt 将 此 结果 推广 到 了 多 个 代数 数 
的 联 立 通 近 中 , 有 关 Schmidt 的 推广 结果 的 一 个 说 明 , 参见 Baker 的 书 第 7 章 定理 7.1 以 及 其 后 
所 述 内 容 . 对 于 特别 指定 的 无 理 数 , 例如 2, 有 可 能 对 有 理 融 近 的 阶 给 出 更 严格 的 界限 , 见 Baker， 
Quart. J. Math. Ozford (2) 15(1964), 375-383. 

11.8 节 至 11.9 节 .， 定理 193 和 定理 194 属于 Hurwitz,Math. Ann. 39(1891)，279- 
284; 定理 195 参见 Borel，Journal de Math。 (5)，9(1903)，329-375， 我 们 的 证 明 系 仿效 Per- 
ron(Kettenbriiche, 49-52 以 及 他 的 书 Jrrationalzahlen, 129-131) 而 作 . 

11.10 节 . 关于 2V2 的 定理 也 属于 Hurwitz, 参见 上 面 的 引文 . 更 完整 的 信息 参见 Koksma， 
29 以 及 其 后 所 述 . 

定理 196 和 定理 197 是 由 Borel, Rendiconti del circolo mat. di Palermo, 27(1909), 247-271 
和 FF.Bernstein, Math，Ann. 71(1912), 417-439 证 明 的 . 进一步 的 改进 见 Khintchine, Cormpositio 
Math. 1(1934), 361-383 以 及 Dyson, Journal London Math. Soc. 18(1943), 40-43. 


四 见 4.7 节 . 
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11.11 节 . 有 关 定 理 199, 参见 Khintchine, Math. Ann. 92(1924), 115-125. 

11.12 节 . 不 失 一 般 性 , 可 以 在 11.1 节 至 11.11 节 中 自始至终 假设 p/g 不 可 约 . 例如 , 假设 p/q 
是 式 (11.1.1) 的 可 约 解 . 那么 , 如 果 (p,q) = d > 1, 且 记 p = dp',q = dq', 我 们 就 有 (p',q') = 1 
以 及 


p p 和 
多 -|- 旧 -< 去 < 去 
所 以 p'/q' 是 式 (11.1.1) 的 不 可 约 解 . 

当 我 们 要 求 用 具有 相同 分 母 的 多 个 有 理 分 数 时 , 这 种 约 分 不 再 可 能 , 而 且 如 果 我 们 坚持 不 可 约 
这 个 要 求 的 话 , 我 们 这 里 的 某 些 结论 会 变 成 是 错误 的 . 例如 , 为 了 使 不 等 式 组 (11.12.1) 有 无 穷 多 组 
解 , 那么 根据 11.1 节 (1), 就 需要 每 个 6 都 是 无 理 数 . 

这 个 说 明 归功 于 Wylie 博士 . 

11.13 节 至 11.14 节 .，e 的 超越 性 是 由 Hermite，Comptes rendus, 77(1873)，18-24, etc. 
(QCBuvres, ii 150-181) 首先 证 明 的 ; 而 r 的 超越 性 则 是 由 F. Lindemann, Math.Ann. 20(1882)， 
213-225 证 明 的 . 这 些 证 明 后 来 由 Hilbert, Hurwitz 以 及 其 他 作者 作 了 修改 和 简化 . 我 们 这 里 给 出 
的 这 些 定理 的 形式 和 Landau，Vorlesungen, 这 ,90-95 或 者 Perron, Irrationalzahlen, 174-182 中 
给 出 的 形式 基本 相同 . 

在 11.14 节 末 尾 所 述 的 条 件 之 下 证 明 a8 的 超越 性 这 一 问题 是 由 Hilbert 在 1900 年 提出 的 ， 
并 于 1934 年 被 Gelfond 和 Schneider 相互 独立 地 用 不 同 的 方法 所 证 明 . 在 Koksma 的 书 的 第 4 
章 中 以 及 Baker 的 书 的 第 2 章 中 , 可 以 找到 更 完整 的 细节 , 以 及 在 11.7 节 末 尾 提 到 的 其 他 数 的 超 
越 性 证 明 的 参考 文献 . Baker 的 书 对 于 有 关 超 越 数 的 整个 课题 给 出 了 一 个 最 新 的 说 明 , 其 中 也 提 到 
了 他 自己 以 及 其 他 人 给 出 的 重要 的 最 新 进展 . 


第 12 章 k(1), k(i), k(p) 中 的 
算术 基本 定理 


12.1 ”代数 数 和 代数 整数 


本 章 要 考虑 整数 概念 的 某 些 简单 的 推广 . 
11.5 节 定 义 了 代数 数 : & 是 一 个 代数 数 , 如 果 它 是 一 个 有 理 整 系数 "方程 
cot+eltn +…+om=0 (co#0) 
的 根 . 如 果 
co=1, 
那么 上 就 被 说 成 是 一 个 代数 整数 (algebraic integer). 这 是 一 个 很 自然 的 定义 , 因为 一 
个 有 理 数 上 = a/b 满足 bé -a=0, 而 当 b=1 时 它 是 一 个 整数 . 
于 是 i= V(1 和 
p=ei"i= 3(-1+iV3) (12.1.1) 
都 是 代数 整数 , 这 是 因为 +1=0 和 p?+p+1=0. 
当 n=2 时 , 按照 上 面 所 说 的 情形 , & 就 被 称 为 是 一 个 二 次 的 数 , 或 者 称 为 一 个 二 
次 整数 . 
这 些 定义 使 我 们 能 将 定理 45 重新 表述 成 以 下 形式 : 


定理 206 一 个 代数 整数 如 果 是 有 理 数 , 那 它 必定 是 一 个 有 理 整 数 . 


12.2 ”有 理 整 数 、Gauss 整数 和 k(p) 中 的 整数 


目前 只 关注 代数 整数 的 三 种 最 简单 的 情形 . 

(1) 有 理 整 数 (定义 在 1.1 节 中 ) 是 在 n = 1 这 一 情形 中 的 代数 整数 . 根据 后 面 要 
讲 的 理由 , 我 们 将 把 有 理 整 数 称 为 K(1) 中 的 整数 .> 

(2) 复 整 数 或 称 为 “Gauss” 整数 的 是 数 


€=a+hi, 


加 1.1 节 定 义 了 “有 理 整 数 "， 由 于 那 时 只 是 简单 地 把 它们 说 成 是 “ 闲 数 ", 而 现在 , 把 它们 和 其 他 种 
类 的 整数 区 别 开 来 变 得 非常 重要 . 

加 14.1 节 将 给 出 (0) 的 一 般 性 的 定义 . 事实 上 k(1) 是 有 理 数 作成 的 类 , 我 们 将 不 再 用 特殊 的 符号 来 
记 有 理 整数 这 个 子 类 ，k(i) 是 形 如 > + si 的 数 作成 的 类 , 其 中 > 和 s 都 是 有 理 数 . 而 k(P) 则 与 此 类 
似 地 加 以 定义 
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其 中 a 和 bb 是 有 理 整 数 . 由 于 
£2—2a€ +al+b =0, 


故而 Gauss 整数 是 二 次 整数 . 把 Gauss 整数 称 为 (i) 中 的 整数 . 特别 地 , 任何 有 理 整 
数 都 是 一 个 Gauss 整数 . 
由 于 
(a+bi)+(ct+di)= (a+c)+ (b+ ad)i, 
(a+bi)(c+di) =ac— bd+ (ad+ be)i, 
故而 Gauss 整数 的 和 与 乘积 仍 为 Gauss 整数 . 更 一 般 地 , 如 果 a, 8,… ,上 是 Gauss 整 
数 , 且 
€= Pa8 ,K), 
其 中 PP 是 一 个 系数 为 有 理 整数 或 为 Gauss 整数 的 多 项 式 , 那么 & 是 一 个 Gauss 整数 . 
(3) 如 果 p 由 (12.1.1) 定义 , 那么 


P= ed" = 3(-1—iV3), 


p+p?=-1, pp*=1. 
如 果 
€=a+bp, 
其 中 a 和 bb 是 有 理 整数 , 那么 


(€—a—bp)(é—a—bp?) =0, 


也 就 是 
€2—(2a— bE +a —abt+b =0, 


所 以 是 一 个 二 次 整数 . 称 数 是 k(p) 中 的 整数 . 由 于 
P+p+1=0, at+bp=a—b—bp, atbp?=a—-b— bp, 


这 样 就 同样 地 定义 了 k(p) 中 的 整数 是 形 如 a + bp? 的 数 . 

k(i) 和 k(p) 中 的 整数 性 质 在 许多 方面 都 与 有 理 整 数 的 性 质 极 为 相似 . 我 们 在 这 
一 章 里 的 目的 是 研究 这 三 类 数 共 有 的 最 简单 的 性 质 , 特别 是 “唯一 分 解 ” 这 个 性 质 . 由 
于 两 个 方面 的 原因 , 这 项 研究 是 重要 的 : 第 一 个 原因 是 研究 整数 通常 的 性 质 可 以 被 推 
广 到 何 种 程度 是 很 有 趣 的 ; 第 二 个 原因 则 是 有 理 整 数 的 许多 性 质 可 以 从 更 为 广泛 的 数 
类 的 性 质 直 接 且 自然 地 推导 出 来 . 

如 我 们 通常 做 过 的 那样 , 除了 总 是 用 i 表示 V=I 以 外 , 我 们 将 用 小 写 拉丁 字母 
a,b,… 来 表示 有 理 整 数 . k(i) 或 者 k(p) 中 的 整数 将 用 希腊 字母 a, 8,… 表示 . 


12.4 将 Euclid 算法 应 用 到 K(1) 中 的 基本 定理 193 


12.3 ”Euclid 算法 


在 2.10 节 和 2.11 节 中 , 我 们 已 经 用 两 种 不 同 的 方法 证 明了 对 有 理 数 的 算术 基本 
定理 . 现在 我 们 要 给 出 第 三 个 证 明 , 这 个 证 明 在 逻辑 上 和 历史 上 都 很 重要 . 而 且 , 当 我 
们 将 此 定理 推广 到 其 他 的 数 类 去 时 , 这 个 证 法 可 以 给 我 们 提供 一 个 范本 . 

假设 c>5 > 0. 用 b 除 a 得 到 a=qb+ri, 其 中 0<ri<b. 如 果 ni 关 0, 则 可 以 
重复 这 个 程序 得 到 5 = gori +ra, 其 中 0< ma < ri 如 果 ro 关 0, 则 有 1 = garz 十 rs， 
其 中 0 < rs < ma. 如 此 一 直下 去 . 非 负 整数 b,r1,72,.… 构成 一 个 递减 序列 , 故 必然 有 
某 个 n 使 得 r+1 = 0. 这 个 程序 中 的 最 后 两 步 是 


rn_2 一 gnrn-1 十 rn (0< rn<rn-lh)， 


Tn-l = gn+tiTn. 


关于 mraz,…… 的 这 一 组 方程 称 为 Euclid 算法 . 除了 记号 以 外 , 这 和 10.6 节 中 讲 的 完 
全 一 样 . 

正如 同 下 面 的 定理 所 指出 的 那样 , Euclid 算法 包含 了 求 a 和 bb 的 最 大 公约 数 的 
常用 程序 . 


定理 207 ”rn = (a,b). 
令 d= (oa 中. 那么 , 通过 连续 使 用 这 个 算法 , 我 们 得 到 
dla, dlb— dlri— dlra— + — dlrn, 
所 以 d < rn. 再 次 倒 推 回去 , 即 得 
ralrn-i— ralrn-2— Talrn-3— "rnlb— rnla. 


于 是 d 同时 整除 a 和 b, 由 于 d 是 a 和 的 公约 数 中 的 最 大 者 , 故 得 到 rn < d, 从 而 
有 rn=d. 


12.4 将 Euclid 算法 应 用 到 k(1) 中 的 基本 定理 


我 们 将 基本 定理 的 证 明 建立 在 两 个 预备 定理 的 基础 之 上 . 第 一 个 预备 定理 仅仅 是 
定理 26 的 复述 , 但 是 重新 叙述 这 个 定理 并 从 算法 来 推导 出 这 个 定理 是 很 方便 的 . 第 
二 个 预备 定理 基本 上 与 定理 3 等 价 . 


定理 208 ”如 果 fla,flb, 那么 fl(a,b). 
因为 


Q@ 该 证 明 的 基本 思想 和 2.10 节 中 的 思想 相同 : 被 d = (a,b) 能 整除 的 数 构成 一 个 “ 模 ". 不 过 在 这 里 我 
们 是 用 一 个 直接 的 构造 来 确定 d. 
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jlo flo flri— flra— *… — flrn, 
这 也 就 是 fld. 
定理 209 如果 (a,b) = 1 且 blac, 那么 bic. 
如 果 用 c 来 乘 算法 中 的 每 一 行 , 就 得 到 


ac= glbc 十 mac， 


Tn-2C= qnTn-1C+ TnC, 


Tn—1C= dntirnc, 
如 果 在 开始 的 时 候 用 ac 和 bc 来 代替 a 和。 的 话 , 这 就 是 我 们 得 到 的 算法 . 这 里 
Tn = (a,b)=1, 
故 有 
(acbe)=me=6. 
现在 根据 假设 有 blac, 且 blte. 因此 , 由 定理 208 得 
bl(ac, be) = c， 


这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

如 果 p 是 一 个 素数 , 那么 要 么 有 pla, 要 么 有 (a,p) = 1. 在 后 一 种 情形 , 根据 定理 
209, plac 蕴含 plc. 从 而 plac 蕴含 pla 或 者 plc. 这 就 是 定理 3, 而 与 在 1.3 节 中 一 样 ， 
由 定理 3 就 推出 基本 定理 成 立 . 

将 基本 定理 重新 表述 成 稍微 不 同 的 形式 会 很 有 用 .基本 定理 的 这 种 形式 可 以 更 
自然 地 推广 到 k(i) 和 &(p) 的 整数 中 去 . 称 数 


一 土 1 
(它们 是 1 的 因子 ) 是 k(1) 中 的 单位 (unit). 两 个 数 
em 


称 为 相伴 的 . 最 后 定义 素数 是 (1) 中 的 一 个 非 零 非 单位 的 整数 , 除了 单位 以 及 它 的 
相伴 数 之 外 , 它 不 能 被 任何 其 他 的 数 整除 . 这 样 素数 就 是 


士 2, 土 3, 土 5，… ， 


且 基 本 定理 有 如 下 的 形式 : k(1) 中 任何 一 个 非 堆 非 单位 的 整数 n 都 可 以 表示 成 素数 
的 聚积 , 且 除 了 下 述 情形 以 外 , 表示 法 还 是 唯一 的 : (a) 交换 因子 的 次 序 ; (b) 因子 中 出 
现 单位 ; (c) 相伴 素数 之 间 转 变形 式 . 
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12.5 ”关于 Euclid 算法 和 基本 定理 的 历史 注释 


在 Euclid 的 《几何 原本 》 第 7 卷 中 (命题 1 至 命题 3) 对 Euclid 算法 作 了 详尽 的 
解释 . Euclid 通过 这 个 算法 成 功 地 推出 下 述 结果 


fla, flb— fl(a, b) 
以 及 
(ac, bc) = (a, b)e. 
这 样 一 来 , 他 就 有 了 在 我 们 的 证 明 中 起 着 核心 作用 的 工具 . 


实际 上 他 证 明 的 定理 (《 几 何 原本 》 第 7 卷 命题 24) 是 : 如 果 两 个 数 都 和 某 个 数 
互 素 , 那么 它们 的 乘积 也 和 该 数 互 素 . 也 就 是 


(a,c)=1, (b,c)=1—(ab,c)=1. (12.5.1) 


由 此 并 且 取 c 是 一 个 素数 p, 就 得 出 我 们 的 定理 3, 对 12.4 节 中 的 方法 稍 加 改变 就 可 
以 证 明 (12.5.1) 式 . 但 是 Euclid 的 证 明 方 法 本 质 上 是 不 同 的 , 他 的 方法 依赖 于 “部 分 ” 
和 “比例 ”这 些 概念 . 

初 看 起 来 似乎 有 些 奇怪 ， 尽 管 Euclid 已 经 走 得 够 远 了 ， 他 却 未 能 对 基本 定理 
加 以 证 明 , 但 是 这 种 观点 依赖 一 个 错误 的 想法 . Euclid 并 没有 乘法 运算 和 指数 运 
算 这 些 正式 的 计算 方法 ,所 以 对 他 来 说 , 表述 这 个 定理 也 是 极其 困难 的 。 他 其 至 没 
有 一 个 术语 (term) 来 表达 多 于 三 个 因子 的 乘积 , 错失 基本 定理 绝 不 是 因为 意外 或 者 偶 
然 . Buclid 很 清楚 地 知道 : 数论 开创 了 他 的 算法 , 由 此 算法 他 得 到 了 他 可 能 得 到 的 一 
切 成 果 . 


12.6 ”Gauss 整数 的 性 质 


在 12.6 节 至 12.8 节 这 3 节 里 , “整数 ” 一 词 始终 表示 Gauss 整数 , 也 就 是 k(i) 中 
的 整数 . 
在 k(i) 中 , 可 以 用 与 在 k(1) 中 同样 的 方法 来 定义 “整除 ”以 及 “因子 ". 一 个 整 
数 & 称 为 可 以 被 非 零 整数 整除, 如 果 存 在 一 个 整数 5 使 得 
€=m, 
此 时 7 就 称 为 & 的 一 个 因子 . 我 们 将 此 表示 成 9 付 . 由 于 1, -1,i, -i 都 是 整数 , 故而 
任何 都 有 8 个 “平凡 的 ” 因子 


1,6,—1,—6,i,ié, -i, 一 过. 
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整除 性 有 下 述 显然 的 性 质 : 
al8，B8ly 一 al?， 


al alyn > alBim + :+ Bryn: 


整数 < 说 成 是 (i) 中 的 单位 (unity), 如 果 对 k(i) 中 每 个 都 有 slé. 换 一 句 话说 ， 
我 们 可 以 把 单位 定义 成 是 这 样 的 整数 , 它 是 1 的 因子 . 这 两 个 定义 是 等 价 的 , 因为 1 
是 这 个 域 中 每 个 整数 的 因子 , 且 


ell, 1|€— elé. 
整数 的 范 数 (norm) 定义 为 
NE= N(a+bi)=a?+b. 


如 果 E 是 & 的 共 辆 复数 , 那么 
Ne = =k. 
由 于 
(a? + 6°)(e + d?) = (ac— bd)? + (ad + be)?, 


所 以 NE 有 性 质 
NENn = NI)，NEND = NG …). 


定理 210 单位 的 范 数 为 1, 且 任何 范 数 为 1 的 整数 均 为 单位 . 
如 果 e 是 一 个 单位 , 那么 sl1. 故 有 1 = en, 从 而 


1=NeNn, Nell, Ne=1. 
另 一 方面 , 如 果 N(a 十 i) = 1, 我 们 就 有 
1=a+b= (a+ti)(a — bi), a+t bill, 

因此 a 十 下 是 一 个 单位 . 

定理 211 kk(i) 的 单位 是 

e=¥ (a=0,1,2,3). 
ao 十 刀 = 1 仅 有 的 解 是 
a=+l, b=0; a=0, 50= 二 1， 


故 它 的 单位 是 


士 1， 士 i. 
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如 果 < 是 任何 一 个 单位 , 那么 <E 就 称 为 是 与 相伴 的 . & 的 相伴 数 是 
,一 上 ,一 这， 


而 数 1 的 相伴 数 是 单位 . 显然 , 如 果 ln, 那么 Seijnez, 这 里 es: 和 2 是 任何 单位 . 
此 , 如 果 ?9 可 以 被 上 整除 , 则 任何 一 个 与 7 相伴 的 数 均 可 被 任何 一 个 与 & 相伴 的 数 整 
除 . 


12.7 kk(i) 中 的 素 元 


素 元 是 一 个 非 零 非 单位 的 整数 , 它 只 能 被 与 自己 相伴 的 数 或 者 被 与 1 相伴 的 数 整 
除 . 我 们 保留 用 字母 来 表示 素 元 .” 素 元 r 除了 8 个 平凡 因子 


1, 7, —1, —7, i, ix, ~i, ~in 
以 外 , 没有 其 他 的 因子 . 素 元 的 相伴 元 显然 也 是 素 元 . 
定理 212 。” 范 数 为 有 理 素数 的 整数 是 素 元 . 
这 是 因为 , 假设 有 NE = P, 且 & = KX. 那么 
p= NEé= NnNcC. 
故而 或 者 有 Ny = 1, 或 者 有 NC = 1, 也 即 要 么 ) 是 单位 , 要 么 5 是 单位 , 于 是 & 是 一 
个 素 元 . 例如 N(2+i = 5, 从 而 2+i 是 素 元 . 
此 定理 的 逆 命 题 不 成 立 . 例如 N3 = 9, 然而 3 是 一 个 素 元 . 这 是 因为 , 如 果 假 设 
3= (a+Bi)(c+ di), 
那么 
9= (a2+b)(c + 2), 


然而 不 可 能 有 
a+b=c0+d=3 


(因为 3 不 能 表示 为 两 个 平方 数 之 和 ), 于 是 要 么 2 十 以 = 1, 要 么 己 十 中 = 1 也 就 是 
说 , 要 么 a+ 拓 是 单位 , 要 么 c+ 艳 是 单位 . 由 此 推 得 3 是 素 元 . 
一 个 有 理 整 数 , 如 果 在 k(i) 中 是 素 元 , 那 它 必定 是 一 个 有 理 素数 . 然而 并 非 所 有 
的 有 理 素数 都 是 k(i) 中 的 素 元 . 例如 
5=(2+i)(2 -i) 
就 是 这 样 一 个 有 理 素数 . 
中 这 和 的 通常 的 用 法 不 会 产生 混淆 . 
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定理 213 ”任何 非 零 非 革 位 的 整数 均 可 被 一 个 素 元 整除 . 
如 果 ?+ 是 一 个 整数 , 且 不 是 素 元 , 那么 


?7Y=ap，Nal >1，Np > 1，N7= NaNp， 


故 有 
1< Na < NT. 


如 果 aa 不 是 素 元 , 那么 


Qa=a, Naz>1, NB > 1 
Na = NasNBo, 1 < Naz < Nal. 


只 要 ovr 不 是 素 元 , 就 可 以 继续 这 个 程序 . 由 于 
Ny, Na Naz, 
是 正 有 理 整 数 的 递减 序列 , 我 们 必定 会 到 达 一 个 素 元 ar. 而 如 果 av 是 序列 
yay oa 
中 的 第 一 个 素 元 , 那么 就 有 
T=Bam = PB = = Pb. brar, 

所 以 有 ar|y. 

定理 214 任何 非 零 非 单位 的 整数 都 是 素 元 的 来 积 . 

如 果 ?7 不 是 零 , 也 不 是 单位 , 它 就 可 以 被 一 个 素 元 mi 整除 . 于 是 有 


7=mm, NT < NT. 
这 里 要 么 和 是 一 个 单位 , 要 么 有 
=n Ny < Na 
继续 这 个 过 程 , 就 得 到 一 列 正 有 理 数组 成 的 递减 序列 
Ny, Nm Na 
从 而 对 某 个 > 有 NY = 1, 故而 Y; 是 一 个 单位 e. 这 样 一 来 就 有 
Y= ME = 


其 中 m= zre 是 i 的 一 个 相伴 数 , 从 而 它 本 身 也 是 一 个 素 元 . 
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12.8 kk(i) 中 的 算术 基本 定理 
定理 214 表明 , 每 一 个 7 都 可 以 表示 成 如 下 形式 
T=MNn2 Nr 


其 中 每 个 皆 为 素 元 . 基本 定理 断言 : 除了 平凡 的 变形 以 外 , 此 表达 式 是 唯一 的 . 


定理 215 (关于 Gauss 整数 的 基本 定理 ) ”除了 素 元 的 次 序 、 单 位 的 存在 与 否 
以 及 相伴 素 元 之 间 的 形状 不 同 之 外 , 整数 表示 成 素 元 之 积 的 表达 式 是 唯一 的 . 


我 们 用 到 一 个 与 Euclid 算法 类 似 的 程序 , 此 程序 依赖 于 下 面 的 定理 . 
定理 216 ”给 定 任何 两 个 整数 Y,m, 其 中 Ny 关 0, 则 存在 一 个 整数 5 使 得 


7= Am 十 ?2， Ny < Na 
实际 上 我 们 要 证 明 的 比 这 个 结论 更 多 , 也 即 我 们 要 证 明 


1 
Ny < aNn, 


但 是 基本 定理 的 证 明 所 依赖 的 本 质 的 东西 仍然 是 这 个 定理 中 陈述 的 内 容 . 如 果 c 和 cl 
是 正 的 有 理 整数 , 且 ci 了 0, 那么 就 存在 一 个 上 使 得 


c=kat+c, Ogc2 <a. 


这 正 是 Euclid 算法 赖 以 存在 的 基础 , 而 定理 216 则 对 k(i) 中 一 个 类 似 的 构造 提供 了 
这 样 的 基础 . 
由 于 ny 关 0, 则 有 


工 =R+Si 
人 


其 中 RR 和 5 都 是 实数 . 事实 上 R 和 5S 都 是 有 理 数 , 不 过 这 没有 什么 作用 . 可 以 求 出 
两 个 有 理 整 数 x 和 y, 使 得 


IR-zl<$, 1s-yl < 
这 样 就 有 
2-erin| = otis -= {8-0 + < 雄 


如 果 取 


K=T+iy, 72=7- rN, 
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则 有 
ly 一 Anal < 2-# Il, 

这 样 一 来 , 平方 即 得 

Na = NY —«m) < aNn. 

现在 运用 定理 216 来 得 到 一 个 与 Euclid 算法 类 似 的 结果 . 如 果 Y 和 mm 都 已 给 

定 , 且 和 my 去 0, 则 有 

7=rM + (Ny < Ny). 
如 果 4 取 0, 则 有 

N= r+ (Nys < Ny), 
如 此 下 去 . 由 于 N,Nyo,… 是 非 负 有 理 整 数 的 一 个 递减 序列 , 所 以 必 存 在 一 个 n 
使 得 

Non+1 = 0,， n+1 = 0, 

该 算法 的 最 后 几 步 是 


Tn-2 = rn-27n-1 十 ?mn (Nyn < Nyn-1), 
Tn-1 = Kn-lYn. 


如 同 在 定理 207 中 的 证 明 一 样 , 现在 可 以 推出 : x 是 7 和 7 的 一 个 公约 数 , 且 
?+ 和 mm 的 每 个 公约 数 都 是 %, 的 一 个 因子 . 

这 一 步 还 没有 任何 恰好 与 定理 207 相对 应 的 结论 , 这 是 因为 我 们 尚未 定义 “最 大 
公约 数 ". 如 果 C 是 7 和 的 一 个 公约 数 , 且 y 和 ~ 的 每 个 公约 数 也 都 是 < 的 一 个 因 
子 , 则 称 5 是 Y 和 六 的 一 个 最 大 公约 数 (highest common divisor), 并 记 为 5 = (7Y,). 
于 是 yn 就 是 Y 和 mi 的 一 个 最 大 公约 数 . (Y, mn) 的 与 定理 208 证 明 的 性 质 相 对 应 的 
性 质 就 已 经 包含 在 它 的 定义 之 中 了 . 

由 于 任何 与 最 大 公约 数 相伴 的 数 也 是 一 个 最 大 公约 数 , 所 以 最 大 公约 数 不 是 唯一 
的 . 如 果 7 和 中 每 一 个 数 都 是 最 大 公约 数 , 那么 根据 定义 就 有 


nl6, Sln, 


如 此 就 有 
¢=%n, 7=00=06n, 09=1. 

因此 6 是 一 个 单位 , 且 是 n 的 相伴 数 . 于 是 除了 相伴 数 之 间 的 形式 不 一 之 外 , 最 大 
公约 数 是 唯一 的 . 3 

应 该 注意 的 是 , 我 们 是 采用 不 同 的 方式 定义 k(1) 中 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 , 也 就 
是 说 我 们 定义 它 是 公约 数 中 的 最 大 者 , 并 且 证 明了 它 具 有 这 里 定义 的 那 种 性 质 . 也 可 
以 定义 k(i) 中 两 个 整数 的 最 大 公约 数 是 其 公约 数 中 范 数 取 到 最 大 值 的 整数 , 不 过 我 
们 采用 的 定义 可 以 很 自然 地 加 以 推广 . 
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现在 用 这 个 算法 来 证 明 一 个 与 定理 209 类 似 的 结果 , 也 即 : 
定理 217 如 果 (7,m)=1 且 和 |By, 那么 |B. 


将 该 算法 遍 乘 以 8 即 得 
(B87, Pm) = Pn 


由 于 (Y,n) = 1, 所 以 yn 是 一 个 单位 , 这 样 就 有 
(By, Bm) = 有 

现在 根据 假设 有 mlBy, 且 mlBm, 故此 由 最 大 公约 数 的 定义 有 
nl(By, Bn), 


也 即 ml5. 

如 果 5 是 一 个 素 元 , 且 (7,Y) = 心 那么 就 有 pr 以 及 jy. 由 于 pn, 故而 要 么 有 
-(1)A 是 一 个 单位 , 所 以 有 (r,Y) = 1, 要 么 有 (2) 是 一 个 与 r 相伴 的 数 , 此 时 有 |y. 
因此 , 如 果 在 定理 217 中 取 Y =, 我 们 就 得 到 与 Euclid 的 定理 3 相 类 似 的 结果 , 也 
就 是 : 

定理 218 如 果 7|BY, 那么 |B 或 者 | 


由 此 再 利用 在 1.3 节 中 对 k(1) 用 过 的 论证 方法 , 就 得 到 k(i) 中 的 基本 定理 了 . 


12.9 k(p) 中 的 整数 
我 们 对 在 12.2 节 中 定义 的 整数 
€=a+bp 
作 一 个 更 简明 扼要 的 讨论 来 结束 本 章 . 在 本 节 中 ，* 整 数 ” 一 词 都 表示 “k(p) 中 的 整 
如 同 在 k(i) 中 一 样 , 定义 Kp) 中 的 因子 、 单位、 相伴 元 以 及 素 元 . 不 过 5 = a+bp 


的 范 数 定义 为 
NE = (a+ bp)(a + bp’) = a2 -ab 十 到 . 


由 于 
az 一 员 十 妇 一 (*- 3) + I, 
故而 除了 & = 0 以外, NE 都 是 正 数 . 
因为 
lat+bpl? =a?—ab+b = N(at bp), 
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我 们 有 
NaNB = N(aB), NaNB.:..= Na6…)， 
这 与 在 k(i) 中 的 结论 相同 . 
定理 210、 定理 212、 定理 213 以 及 定理 214 在 k(p) 中 仍然 为 真 . 其 证 明 除了 在 
范 数 的 形式 上 有 区 别 以 外 , 是 完全 一 样 的 . 
k(p) 中 的 单位 由 


az 一 ab 十 刀 一 1 
给 出 , 也 就 是 由 
(2a—b)?+3b? =4 
给 出 . 这 个 方程 仅 有 的 解 是 
G= 土 ,b=0; a=0, b=+l; ae=1, b=l1; a=-l, b=-l1, 
所 以 它 的 单位 是 
士 1, 士 p, 士 (1 十 站)， 
也 就 是 
土 1, 士 p， 士 p2. 
范 数 为 有 理 素数 的 任何 数 都 是 一 个 素 元 , 故而 1 -p 是 一 个 素 元 , 这 是 因为 N(1 一 
Pp) = 3. 其 逆 不 成 立 , 例如 , 2 是 一 个 素 元 . 这 是 因为 如 果 有 
2= (a+bp)(c+ dp), 
的 话 , 那么 
4=(a?—ab+b)(c 一 cd 十 号 ). 
于 是 要 么 e+tbp 或 者 c+ dp 是 一 个 单位 , 要 么 就 有 
a2—ab+b? =+2, (2a—b)?+3b = +8, 


而 这 是 不 可 能 的 . 
在 k(p) 中 基本 定理 仍然 为 真 , 而 它 的 证 明 依 赖 于 一 个 与 定理 216 一 模 一 样 的 定 
理 . 


定理 219 ”给 定 任何 两 个 整数 7,1, 其 中 7 关 0, 那么 就 存在 一 个 整数 k, 使 得 
有 


T= AT 十 六 ， Ny < Nm 
因为 


a+bp _ (ae+bpj(c+dp2) actbd—ad+ (bce—ad)p 
ctdp  (c+dpj(c+dpa) c-cdt+d? 


了 
一 一 =R ， 
Nn ap 
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其 中 最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 可 以 求 得 两 个 有 理 整数 z 和 y, 使 得 
Ia-zsl<$, IS-y < 
这 样 就 有 


3 
7 


Try (Re -(R- ds-W+(s -< 
于 是 , 如 果 ““=z 十 yp,Y2 =Y 一 At 则 有 

Ny = NO -rm) < IN < Np 
由 定理 219 并 利用 12.8 节 中 用 过 的 论证 方法 就 可 推出 (p) 中 的 基本 定理 . 


定理 220 (关于 上 (p) 的 基本 定理 ) ”除了 素 元 的 次 序 、 单 位 的 存在 与 否 以 及 相 
伴 素 元 之 间 的 形状 不 同 之 外 , k(p) 中 的 整数 表示 成 素 元 之 积 的 表达 式 是 唯一 的 . 


我 们 来 用 有 关 k(p) 中 整数 的 几 个 显然 的 命题 来 结束 本 节 , 这 些 命题 并 没有 深刻 
的 意义 , 但 第 13 章 需 要 它们 . 


定理 221 和 =1-p 是 一 个 素 元 . 

这 个 结论 已 经 证 明 过 了 . 

定理 222 k(p) 中 的 所 有 整数 可 以 分 成 三 类 (mod 入 ), 它们 分 别 可 用 0,1, 一 1 来 
表示 . 
模 入 同 余 {congruence to modulus 入)、 剩余 (mod 入 ) 以 及 剩余 类 (mod 入 ) 的 定义 均 
与 k(1) 中 的 定义 相同 . 

如 果 ? 是 k(p) 中 任意 一 个 整数 , 则 有 

7=a+bp=a+b—bA=atb (mod 入 ). 

由 于 3= (1 一 p)(1 一 p), 和 |3; 又 因为 a+b 取 三 个 剩余 0,1, -1 (mod 3) 中 的 一 个 , 故 


而 取 这 三 个 同样 的 剩余 (mod 入 ) 中 的 一 个 . 这 些 剩 余 是 互 不 同 余 的 , 这 是 因为 无 论 
是 N1= 1 还 是 N2 = 4 都 不 能 被 NA = 3 整除 . 


定理 223 3 是 与 X? 相伴 的 数 . 

这 是 因为 入 = 1 一 2p ++p? = 一 3p. 

定理 224 。 诸 数 土 (1 一 p), 土 (1 一 p?), 士 p(1 一 p) 全 都 是 与 入 相伴 的 数 . 
这 是 因为 


+(1—p)=+ 和 ,+(1—p?)= Fp itp(1—p)= +Ap. 
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本 章 附 注 


12.1 节 ，Gauss 整数 首先 由 Gauss 用 在 关于 四 次 互 倒 律 的 研究 中 ， 特别 请 参见 他 的 题 为 
Theoria residuorum jiguadraticorum 的 研究 报告 (Werke, ii 67-148). Gauss{ 在 这 里 以 及 在 他 关 
于 代数 方程 的 研究 报告 中 ( Werke, 计 , 3-64)] 是 以 坚定 明确 而 且 科学 的 方式 使 用 复数 的 第 一 位 数学 
家 . 

数 a 十 bp 是 由 Eisenstein 和 Jacobi 在 他 们 关于 三 次 互 倒 律 的 工作 中 引进 的 . 见 Bachmann， 
Allgemeine Arithmetik der Zahlkirper, 142. 

12.5 节 . 这 些 评注 应 归功 于 S. Bochner 教授 . 

A. A. Mullin 教授 引起 我 们 对 于 Euclid 《几何 原本 》 命 题 14 的 注意 , 这 个 定理 说 的 是 : 如 果 
n 是 被 诸 素数 pe,.… ,py 中 的 每 一 个 都 整除 的 最 小 的 数 , 那么 n 不 能 被 任何 其 他 的 素数 整除 . 这 似 
平 可 以 被 视 为 Euclid 在 通 向 基本 定理 的 路 上 又 往 前 进 了 一 步 . 
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13.1 Fermat 大 定理 
“Fermat 大 定理 ”断言 : 方程 
im 十 加 二 加 (13.1.1) 


(其 中 是 一 个 大 于 2 的 整数 ) 除了 其 中 有 一 个 变量 的 值 为 零 的 那 种 平凡 解 之 外 , 没 
有 整数 解 . 该 定理 从 来 没有 对 所 有 的 n 得 到 过 证 明 , 甚至 也 没有 证 明 它 对 无 穷 多 个 确 
实 不 同 的 情形 为 真 , 不 过 已 知 它 对 2 < n < 619 为 真 . 本 章 只 关心 此 定理 的 两 个 最 简 
单 的 情形 : n = 3 和 n = 4. n = 4 的 情形 很 容易 , 而 ” = 3 的 情形 则 极 好 地 证 明了 如 
何 使 用 第 12 章 中 的 思想 . 


13.2 ”方程 z2 十 z2 一 22 


当 = 2 时 方程 (13.1.1) 是 可 解 的 , 最 熟悉 的 解 是 3, 4, 5 和 5, 12, 13. 首先 来 解 
决 这 个 问题 . 
显然 , 不 失 一 般 性 可 以 假设 z,y,z 都 是 正 的 . 其 次 ， 


dlz, dly— dlz. 


于 是 , 如 果 z,y,z 是 满足 (z,y) = d 的 一 组 解 , 那么 z = dz', y = dy',z = dz', 且 
zy zz! 是 满足 (z',y) = 1 的 一 组 解 . 因此 , 可 以 假设 (z,y) = 1, 而 通 解 则 是 满足 这 
个 条 件 的 解 的 倍数 . 最 后 ， 

z=1 (mod 2), y=1 (mod 2) — 22==2 (mod 4), 


而 这 是 不 可 能 的 . 因此 z 和 y 中 必 有 一 个 是 奇数 , 另 一 个 是 偶数 . 
这 样 一 来 , 只 要 证 明 下 面 的 定理 就 足够 了 . 


定理 225 方程 
+=22 (13.2.1) 
的 满足 条 件 
" z>0, y>0, 2>0, (z,y)=1, 2 (13.2.2) 
的 最 一 般 的 解 是 


Q@ 也 称 为 “不 定 方程 ". 为 了 尊重 作者 原意 以 及 统一 名 词 术语 , 本 书 沿用 了 “Diophantus 方程 ”这 个 译 
名 . 一 一 译 者 注 
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z=2ab, y=a -bP z=a+b, (13.2.3) 
其 中 wb 是 奇偶 性 相反 的 整数 , 且 


(ab)=1, a>b>0. (13.2.4) 


在 ob 的 不 同 值 和 zy,z 的 不 同 值 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 . 


首先 假设 有 (13.2.1) 和 (13.2.2) 成 立 . 由 于 2|z 且 (z,y) = 1, 所 以 y 和 z 都 是 奇 
数 , 且 (y,z) = 1. 于 是 3(z 一 y) 和 区 z 十 切 都 是 整数 , 且 有 


YY #4y 
,i 


-3) (5), 
由 于 右边 这 两 个 因子 是 互 素 的 , 它们 必须 都 是 平方 数 . 这 样 就 有 


2+y_ 2 2-Yy_p2 
a 


由 (13.2.1) 有 


其 中 


a>0, b>0, a>b, (a,b)=1. 


我 们 还 有 a +b 三 a? 十 所 = z 三 1 (mod 2), 即 a 和 b 有 相反 的 奇偶 性 . 于 是 , (13.2.1) 
满足 (13.2.2) 的 任何 解 都 有 (13.2.3) 的 形式 , 而 且 a 和 b 有 相反 的 奇偶 性 , 并 且 它 们 
还 满足 (13.2.4). 

其 次 , 假设 a 和 b 有 相反 的 奇偶 性 且 满 足 (13.2.4). 那么 


22 十 只 = da + (a 一 妇 ) = (a +b)? = 22, 
>0, y>0, >0 4s 


如 果 (z,y) = d, 则 有 dlz, 所 以 dly = a? 一 如 ，d|z = a? 十 她, 故而 有 dl2a?,dl2. 由 
于 (a,b) = 1, d 必定 为 1 或 者 2, 但 是 因为 y 是 奇数 , 这 就 排除 了 第 二 种 可 能 性 . 从 而 
有 (z,y) =1. 

最 后 , 如 果 y 和 z 已 经 给 定 , a? 和 总 (从 而 a 和 5b) 也 就 被 唯一 确定 , 于 是 z,y 和 
z 的 不 同 值 对 应 于 a 和 bb 的 不 同 值 . 


13.3 方程 zt 十 y= 二 z4 


现在 应 用 定理 225 来 给 出 Fermat 大 定理 当 n = 4 时 的 证 明 . 这 是 该 定理 的 仅 有 
的 “容易 的 ” 情形 . 实际 上 我 们 证 明 的 要 更 多 一 点 . 
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定理 226 方程 
Eh (13.3.1) 
没有 正 整数 解 . 
假设 u 是 使 得 方程 
T+y=w (r>0,y>0,u>0) (13.3.2) 


有 解 的 最 小 的 数 . 那么 (z,y) = 1, 因为 如 若 不 然 就 可 以 用 (z,y)* 遍 除 之 , 这 样 就 可 以 
用 一 个 更 小 的 数 来 代替 u. 从 而 z 和 y 中 至 少 有 一 个 是 奇数 , 且 


u2 二 24 十 VW 三 1 或 者 2 (mod 4). 


由 于 三 2 (mod 4) 是 不 可 能 的 , 故而 v 是 奇数 , zx 和 y 中 恰 有 一 个 是 偶数 . 
比方 说 , 如 果 z 是 偶数 , 那么 根据 定理 225 有 


22=20b, =a v= + 
a>0, b>0, (a,b)=1, 
且 a 和 5 有 相反 的 奇偶 性 . 如 果 a 是 偶 的 而 b 是 奇 的 , 那么 
Y= -1 (mod 4)， 


而 这 是 不 可 能 的 . 所 以 a 是 奇 的 而 是 偶 的 , 假设 b= 2c, 
其 次 ， 
(8) =Qa6, (oc) = 1, 
所 以 
ao=@, c=f2, d>0W >00 (0 = 
且 d 为 奇数 . 于 是 
=a -b=d -4f4, 
(2f°)? + y= (dg)2， 
而 且 2f?,y,d? 中 任何 两 个 数 都 没有 公约 数 . 
再 次 运用 定理 225, 得 到 
2f2=2lm, d=B+m, l>0, m>0, (Lm)=1. 


因为 
f=Im, (lm)=1, 
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故 有 
1=r2，m=s，(r>0s>0) 
从 而 
r+st=d2. 
然而 


dd =agsa<at+h =u, 
这 样 一 来 u 就 不 是 满足 (13.3.2) 的 最 小 的 数 . 这 个 矛盾 就 证 明了 定理 . 
我 们 所 用 的 证 明 方法 称 为 “无 穷 递 降 法 ", 它 是 由 Fermat 创造 并 应 用 到 许多 问题 
中 去 的 . 如 果 一 个 命题 P(n) 对 某 个 正 整数 n 为 真 , 则 有 一 个 使 它 成 立 的 最 小 的 这 样 
的 整数 存在 . 如 果 P(n) 对 任何 一 个 正 数 n 成 立 , 就 蕴含 P(n) 对 某 个 更 小 的 正 数 nf 
也 成 立 , 那么 就 没有 这 样 的 最 小 的 整数 存在 . 这 对 矛盾 表明 P(n) 对 每 个 n 都 不 成 立 . 


13.4 方程 23 十 Yy3 一 23 
如 果 Fermat 定理 对 某 个 n 为 真 , 那么 它 对 n 的 任何 倍数 也 为 真 , 这 是 因为 rm + 
ym = ztn 就 是 
(z0" + (y)" = (2)". 
由 此 可 见 , 如 果 (a) 当 n = 4 时 Fermat 定理 为 真 (如 同 我 们 已 经 证 明 的 那样 ) 且 (b) 
当 n 为 奇 素数 时 Fermat 定理 为 真 , 那么 该 定理 对 于 一 般 情形 也 为 真 . 对 于 情形 (b)， 
这 里 可 以 讨论 的 仅 有 情形 是 n = 3. 
根据 第 12 章 , 解决 此 问题 最 自然 的 方法 是 将 Fermat 方程 写成 形式 
(z+)(z+ py)(z+ py) = 23, 
并 考虑 k(p) 中 各 种 因子 的 构造 . 如 在 13.3 节 中 那样 , 我 们 证 明 的 要 比 Fermat 定理 更 
多 一 些 . 
定理 227 在 k(p) 中 没有 满足 条 件 
B+P+6=0 (€#0,n#0,C#0) 
的 整数 解 . 特别 地 ， 
T+ pa 三 这 
除了 Zz,y,z 中 有 一 个 为 零 的 平凡 解 之 外 , 不 存在 有 理 整 数 解 . 


在 接 下 来 的 证 明 中 , 希腊 字母 表示 k(p) 中 的 整数 , 而 和 表示 素 元 1 - p. “显然 可 
以 假设 
(m0)=(66)=(67)=1. (13.4.1) 
外 见 定理 221. 
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我 们 将 证 明 建 立 在 4 个 引 理 (定理 228 至 定理 231) 的 基础 之 上 . 
定理 228 如果 不能 被 入 整除 , 那么 
ww 三 土 1 (mod X4). 
根据 定理 222, w 与 三 数 0,1, -1 之 一 同 余 , 且 入 如, 故 有 
w 三 土 1 (mod \). 
于 是 可 以 选取 a = +w 使 得 
a==1 (mod MA), a=1+BA. 
这 样 就 有 
+(w31)=% -1=(a- l(a-p(a—p) 
=BAMBA+1—p)(BA+1—p?) 
= XB(B+1)(8 Pp), 
这 里 用 到 1 一 p? = AM1 +p) = -Xp2. 又 因为 
p2=1 (mod 人 )， 
所 以 
B(B+1)(8—p’)=8(8 +1)(8 -1) (mod 人. 
但 是 , 根据 定理 222, ,8 +1,8 一 1 中 有 一 个 能 被 和 整除 , 故而 
土 (w3 干 1)=0 (mod M4), 
也 即 有 
ww 三 土 1 (mod X4). 
定理 229 如果 十 态 十 6 二 0, 那么 6,7,《 中 必 有 一 个 能 被 入 整除 
假设 相反 的 结论 成 立 . 那么 
0= 如 十 访 二 G3 三 土 1 土 1 土 1 (mod X4)， 
所 以 有 土 1=0 或 者 十 3=0, 也 即 有 X4|1 或 者 |3. 由 于 和 不 是 单位 , 从 而 第 一 个 结 
果 是 不 能 成 立 的 . 又 因为 3 是 与 Xz 相伴 的 数 , ”因而 3 不 能 被 X# 整除 , 所 以 第 二 个 
结果 也 不 能 成 立 . 于 是 ,mn,C 中 必 有 一 个 能 被 和 整除 . 
由 是 可 以 假设 IC, 而 5 = X"x, 这 里 和 入. 由 (13.4.1) 就 有 和 发, 和 徊 , 我 们 需要 


证 明 不 可 能 有 
+ + Ny =0, (13.4.2) 


四 定理 223. 
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其 中 
(6 =1, n21, AME, Mfn, AMY: (13.4.3) 
然而 更 为 方便 的 是 证 明 得 更 多 一 点 , 也 就 是 来 证 明 


++eX"y=0 (13.4.4) 
不 可 能 被 任何 服从 条 件 (13.4.3) 的 ,7,Y 以 及 任何 单位 = 所 满足 . 
定理 230 ”如果 &,7, 7 满足 (13.4.3) 和 (13.4.4), 那么 n> 2. 
根据 定理 228 有 


一 EXan = 如 十 仿 三 土 1 土 1 (mod X). 


如 果 符号 相同 , 那么 

-eX3"y3= 土 2 (mod X4)， 
这 是 不 可 能 的 , 因为 12. 从 而 符号 应 该 相反 , 即 有 -eX3"y3 三 0 ( mod 4). 由 于 和 7y， 
故 有 n> 2. 


定理 231 ”如 有 果 (13.4.4) 对 n=m > 1 成 立 , 那么 它 对 nn 二 m 一 1 也 成 立 . 


定理 231 体现 了 定理 227 的 证 明 中 的 关键 步骤 当 定理 231 获 证 后 , 定理 227 就 
立即 得 出 . 这 是 因为 , 如 果 (13.4.4) 对 任何 一 个 n 成 立 , 它 也 就 对 n = 1 成 立 , 这 与 定 
理 230 矛盾 . 其 论证 是 “无 穷 递 降 法 ”的 另 一 个 例子 . 

假设 

一 en = (二 用 (十 pn) 人 十 P2m). (13.4.5) 
右边 诸 因 子 之 差 为 
mAX， pnXN，p2nX， 


它们 全 都 是 7A 的 相伴 数 ， 它 们 中 的 每 一 个 都 能 被 整除 , 但 不 能 被 2 整除 (由 于 
入 轨 )， 

由 于 m > 2, 所 以 3m > 3, 且 三 个 因子 中 必 有 一 个 能 被 Xz 整除 . 另外 两 个 因子 
必定 能 被 和 整除 (因为 三 个 因子 中 每 两 个 因子 的 差 都 能 被 》 整除 ), 但 不 能 被 X2 整除 
{因为 三 个 因子 中 每 两 个 因子 的 差 都 不 能 被 2 整除 ). 可 以 假设 : 能 被 X2 整除 的 因子 
是 & 二 ,如果 这 个 能 被 2 整除 的 因子 是 另外 两 个 因子 中 的 一 个 , 那么 可 以 用 它 的 一 
个 相伴 数 来 代替 7. 这 样 就 有 


志 十 妖 = Mm 2 €+pn= M2 €+p2n = Ms, (13.4.6) 


这 里 kt, kz, ks 中 的 任 一 个 数 都 不 能 被 和 整除 . 
如 果 5lna 且 5lna, 则 5 也 整除 ro - ks = pr 和 prs 一 p?r2 = pé, 从 而 也 整除 6 和 
7 这 两 者 . 于 是 5 是 一 个 单位 , 且 (ka, ks) = 1. 类 似 地 有 (ka,Ai) = 1 和 (eaya) = 1. 
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将 (13.4.6) 代入 (13.4.5), 得 到 -sy3 = kalkzk3. 从 而 xl, xz, ks 中 的 每 一 个 数 都 是 
一 个 立方 数 的 相伴 数 , 所 以 


《十 刀 = Nm" 2 一 clXam 203， 二 十 p1 = eX, €+p2n = eMW’, 
其 中 8,4 东 没 有 公约 数 , 它们 都 不 能 被 整除 , 且 e1,e2,e3 是 单位 . 由 此 即 得 


0=(1+p+p2)(€+m)=€+7+p(€ + pn) + P(E + pon) 
= Ee1N3™-203 + EzpXfa + Esp2XW3， 


这 样 就 有 
+ea + EsN™m-303 = 0, (13.4.7) 
其 中 e4 = e3p/e2 和 ss = e1/ezp 也 都 是 单位 . 
现在 有 m > 2, 故而 


归 十 ed 由 三 0 (mod X2) 
(实际 上 是 mod X 成 立 ). 但 是 仙 且 和 机 ,于 是 由 定理 228 有 


几 三 土 1 (mod 和 2)， 妨 三 土 1 (mod 入 ) 
(实际 上 是 mod X4 成 立 ) 从 而 
土 ] + 54 三 0 (mod 》X2). 
这 里 ss 是 士 1, 士 p 或 者 土 p?. 但 是 
士 1 土 pP， +l 土 p? 


中 没有 一 个 能 被 X2 整除 , 这 是 因为 它们 中 每 一 个 数 都 是 1 或 者 的 相伴 数 , 于 是 就 
有 es = 土 L. 

如 果 ss = 1, (13.4.7) 就 是 一 个 所 要 求 类 型 的 方程 . 如 果 ss = -1, 我 们 就 用 - 少 
代替 四. 无 论 哪 种 情形 , 我 们 都 证 明了 定理 231, 从 而 也 就 证 明了 定理 227. 

13.5 方程 z3 十 y3 一 3z3 
几乎 同样 的 推理 可 以 证 明 
定理 232 ”除了 与 xz=0 对 应 的 平凡 解 之 外 , 方程 
z3 十 争 一 323 


没有 整数 解 . 


| 
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正如 我 们 所 期 待 的 , 这 个 定理 的 证 明和 定理 227 的 证 明基 本 上 是 一 样 的 , 这 是 由 
于 3 是 和 2 的 一 个 相伴 数 . 我 们 再 次 证 明 得 多 一 点 , 也 就 是 要 证 明 : 在 k(p) 中 不 存在 
E+ +eN"t?y 一 0 (13.5.1) 
的 整数 解 , 其 中 
(§7) =1, A 和 办 
再 次 通过 证 明 两 个 命题 来 证 明 该 定理 , 这 两 个 命题 就 是 : 
(a) 如 果 该 方程 有 一 个 解 , 那么 n > 0; 
(b) 如 果 该 方程 对 n = m > 1 有 一 个 解 , 则 它 对 n = m 一 1 也 就 有 一 个 解 . 
如 果 对 于 某 个 n, 该 方程 有 一 个 解 的 话 , 这 两 个 命题 就 会 产生 矛盾 . 
我 们 有 
(E+ NE + pn)E + pn) = eX 
故而 左边 至 少 有 一 个 因子 (从 而 左边 每 一 个 因子 ) 能 被 A 整除, 于 是 有 m > 0. 由 此 
推出 有 3m 十 2 > 3, 而 且 左边 有 一 个 因子 能 被 X? 整除 , 且 (与 在 13.4 节 中 一 样 ) 仅 有 
一 个 因子 能 被 Xz 整除 . 这 样 就 有 
€+N0= NM, €+pn= M2, €+pn = Ms, 
诸 « 两 两 互 素 且 都 不 能 被 整除 . 
于 是 , 如 同 在 13.4 节 中 一 样 , 我 们 有 
—ey’ = K1K2K3， 
且 ki, ka, kx3 都 是 与 立方 数 相伴 的 数 , 所 以 
€+n=e1N"0, €+pn= eM €£+p2 = eM 
由 此 推出 
0=€+7+p(€+ pn) + po (E+ pn) 一 < 的 十 sapAg + 3p? Mp’, 
+ esp 十 E5Xam-103 = 0. 
而 证 明 的 后 续 部 分 和 定理 227 相应 的 那 部 分 证 明 完全 一 样 
用 这 种 方法 不 可 能 证 明 
合十 妥 十 EAXsan+173 #0. (13.5.2) 
事实 上 ， 
13+23+9(-1)? =0, 
又 因为 9 = pX4, ?故而 这 个 方程 有 (13.5.2) 的 形式 . 读者 如 果 努 力 尝试 去 证 明 它 ， 
并 注意 发 现 证 明 失败 在 何 处 ， 那 将 会 是 很 有 教 益 的 . 


外 见 定理 223 的 证 明 . 
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13.6 ”用 有 理 数 的 三 次 宕 之 和 表示 有 理 数 

定理 232 对 于 加 性 数论 (additive theory of numbers, 又 称 堆 健 数论 ) 有 一 个 很 有 
趣 的 应 用 . 

这 个 理论 中 的 典型 问题 如 下 . 假设 z 表示 指定 的 一 类 数 (比如 正 整数 或 者 有 理 数 
组 成 的 数 类 ) 中 的 一 个 任意 的 元 素 , 而 y 则 是 这 个 数 类 的 某 个 子 类 (比方 说 整数 的 平 
方 或 者 有 理 数 的 立方 组 成 的 子 类 ) 中 的 一 个 元 素 . 是 否 有 可 能 将 x 表示 成 形式 

T= 十 2 十"… 十 yk? 


如 果 可 以 的 话 , 这 个 表达 式 可 以 经 济 到 何 种 程度 ? 或 者 的 值 可 以 有 多 小 ? 

例如 , 假设 z 是 一 个 正 整数 , 而 y 是 一 个 整数 的 平方 . Lagrange 的 定理 369? 指 
出 : 每 个 正 整 数 都 是 4 个 平方 数 之 和 , 所 以 我 们 可 以 取 尺 =4. 比方 说 , 由 于 7 不 是 3 
个 平方 数 之 和 , 所 以 大 的 值 4 是 最 小 可 能 的 , 也 即 是 “正确 的 ” 值 . 

这 里 将 假设 z 是 一 个 正 的 有 理 数 (positive rational), y 是 一 个 非 抽 有 理 教 的 立 
方 (non-negative rational cube), 我 们 要 来 证 明 上 的 “正确 的 ” 值 是 3. 

首先 , 作为 定理 232 的 一 个 推论 我 们 有 

定理 233 。 存在 不 能 表示 为 两 个 非 负 有 理 数 立方 之 和 的 正 有 理 数 . 

例如 , 3 就 是 这 样 一 个 有 理 数 . 因为 

a\3 ye\3 
(3) +(2) =3 

就 蕴含 (ad)3 + (bc)3 = 3(bd)3, 而 它 与 定理 232 矛盾 . 2 

为 了 证 明 3 是 上 的 一 个 可 以 允许 取 的 值 , 我 们 需要 另外 一 个 更 为 初等 的 定理 . 

定理 234 ”任何 正 有 理 数 都 是 三 个 正 有 理 数 的 立方 和 . 


我 们 需要 求解 
r=23+ +z3, (13.6.1) 


其 中 ~ 是 一 个 给 定 的 数 , 5,y,z 是 正 有 理 数 . 容易 验证 有 
TH+ = (THY +H) — 3(y + 2)(2 + 2)(z+y), 
所 以 (13.6.1) 等 价 于 
(z 十 十 23 —3(y+2)(z+z)(r +y) =r. 
如 果 记 X =3+zY=:z+z2 = 7 十 y, 此 式 就 变 成 
(X+Y+2)3 一 24XY2Z = 8r. (13.6.2) 


名 此 定理 将 在 第 20 章 中 用 各 种 方法 予以 证 明 . 
加 定理 227 表明 , 1 不 是 两 个 正 有 理 数 的 立方 和 , 不 过 它 当然 可 以 表示 成 03 十 13. 


214 第 13 章 业 些 Diophantus 方程 


如 果 令 
u,v (13.6.3) 
则 (13.6.2) 就 变 成 
(ut+v)’ — 24v(u— 1) = 8r273. (13.6.4) 
其 次 限制 3 和 w 满足 
r= 323, (13.6.5) 
从 而 (13.6.4) 就 转化 成 
(w+ v)? = 24uv. (13.6.6) 
为 了 解 (13.6.6), 令 u = vt 并 求 得 
2412 24t 


uy "i (13.6.7) 


对 每 个 有 理 数 t, 这 都 是 (13.6.6) 的 一 个 解 . 我 们 仍 需要 满足 (13.6.5), 它 现在 变 成 了 
r(t+ 1)3 = 7223t. 


如 果 令 t= r/(72wa), 其 中 ww 是 任意 一 个 有 理 数 , 我 们 就 有 2 = w(t+1). 从 而 (13.6.2) 
的 一 个 解 是 
X=(u-1)2, Y=v2, 2=w(t+1), (13.6.8) 


其 中 u,v 由 (13.6.7) 给 出 , 且 相 应 有 t= rw“3/72. 利用 
2r=Y+2—X, 2=2+X-Y 2z=X+Y-2 (13.6.9) 


就 导出 (13.6.1) 的 解 . 
为 了 完成 定理 234 的 证 明 , 我 们 需要 证 明 : 可 以 选取 w, 使 得 z,y,z 全 都 是 正 数 . 
如 果 w 取 为 正 数 , 则 上 和 2 都 是 正 数 . 现在 , 根据 (13.6.8) 和 (13.6.9) 得 


2z _ a 2y _ 2 天 
=?+1l-( 1)=2+v—u, Pah eh 2. 


这 些 数 全 都 是 正 数 , 只 要 有 
4>U uu-V<2<ut+v, 


也 就 是 只 要 有 
t>1, 12t(t—1)< (t+1) < 12t(t+1). 


如 果 t 比 1 大 一 点 儿 , 那么 这 些 不 等 式 肯定 成 立 , 可 以 选取 w 使 得 
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满足 这 个 要 求 (事实 上 , 只 要 1 < t < 2 就 足够 了 ). 
例如 , 假设 有 > = 3. 如 果 令 w = 寺 使 得 上 = 2, 就 有 


的 + 全 


我 们 还 有 更 简单 的 等 式 
1 2 5 
- 伍 + 二 + 人 二， 
这 个 等 式 等 价 于 
63 =33+43+53, (13.6.10) 
但 是 此 等 式 不 能 用 这 个 方法 得 到 . 


13.7 ”方程 z3 十 23 十 z3 一 妇 

还 有 一 些 其 他 的 Diophantus 方程 , 将 它们 放 在 这 里 加 以 讨论 是 很 自然 的 ， 其 中 

最 有 意思 的 是 方程 

Z3 十 妇 十 友 王 要 (13.7.1) 
以 及 

+ = + (13.7.2) 
第 二 个 方程 可 以 通过 用 -u,v 分 别 代替 z,t 而 得 到 . 

由 于 我 们 可 以 求 方程 的 (a) 整数 解 , 或 者 求 (b) 有 理 数 解 , 而 且 我 们 既 可 以 考虑 
解 的 符号 , 也 可 以 不 考虑 解 的 符号 , 因此 每 一 个 方程 都 会 生成 若干 个 不 同 的 问题 . 最 
简单 的 问题 (也 是 唯一 一 个 被 完全 解决 了 的 问题 ) 是 求 方程 的 正 的 或 者 负 的 有 理 数 解 . 
对 于 这 个 问题 , 这 两 个 方程 是 等 价 的 , 我 们 取 (13.7.2) 这 个 形式 的 方程 加 以 研究 . 它 的 
完全 解 是 由 Euler 发 现 的 , 并 由 Binet 作 了 简化 . 

如 果 令 

T=X—-Y, y=X+Y, uv=U-V, v=U+V, 
则 (13.7.2) 就 变 成 了 
X(X2 +3Y2) = UV? + 3V?). (13.7.3) 
假设 X 和 Y 这 两 者 不 全 为 零 . 这 样 就 可 以 记 为 
Z+VVC3) _ /5, 了 YVES 
XHYVE5 一 “+ (—3), xX-YVES bV(—3), 
其 中 a,b 是 有 理 数 . 由 其 中 的 第 一 个 等 式 有 


U=aX—3bYy, V=bX+ay, (13.7.4) 
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而 (13.7.3) 则 变 成 
X=U(a? + 30). 


将 最 后 这 个 等 式 与 (13.7.4) 的 第 一 个 等 式 结合 起 来 就 给 出 
cX = di 
其 中 
c=a(a? +3b°)—1, d= 30(a2 十 302). 
如 果 c=d=0, 则 有 4b=0,a=1,X=U,Y=V. 反之 则 有 


X=M=3M(a +3b), Y=A=A{a(a?+3b)—1)}, (13.7.5) 
其 中 A 关 0, 将 这 些 结果 用 到 (13.7.4) 中 , 得 
U=3M, V=A{(a? + 3b) —a}. (13.7.6) 


因此 , 除了 两 个 平凡 的 解 关 =Y =U=0 和 X 久 =U,Y=V 以 外 , (13.7.3) 的 每 一 组 
有 理解 都 有 (13.7.5) 和 (13.7.6) 给 出 的 形式 (对 于 适当 的 有 理 数 ,a,b). 

反之 , 如 果 和 ,a,b 是 任意 的 有 理 数 , 而 X,Y, U,V 则 由 (13.7.5) 和 (13.7.6) 定 义 , 那 
么 就 立即 得 出 公式 (13.7.4), 且 有 


U(U? +3V2)= 3MN {(aX — 3bY)? + 3(bX + aY)?} 
= 3Mb(a? + 352)(X2 + 3Y?) = X(X?+3Y?). 


这 样 就 证 明了 
定理 235 除了 平凡 和 解 
T=y=0, u=—v, T=u, y= (13.7.7) 
之 外 , (13.7.2) 的 有 理 数 通 解 由 
{ z=A{1— (a~— 36)(a2+36)}, y=AM{(a+3b)(a? +3b)—1}, 
u=A{(a+3b) — (a? +36)2}, v=A{(a?+3b)? — (a— 3b)}, 
给 出 , 其 中 除了 入 关 0 以 外 , 和 ,a,b 是 任意 的 有 理 数 . 


求 (13.7.2) 的 所 有 整数 解 的 问题 更 加 困难 . (13.7.8) 中 的 a,b 以 及 和 的 整数 值 给 
出 一 组 整数 解 , 但 是 相反 的 对 应 关系 并 不 存在 . (13.7.2) 的 最 简单 的 正 整 数 解 是 


(13.7.8) 


z=1, y=12, u=9, v=10, (13.7.9) 
这 组 解 对 应 于 0 
Mo ~ I a 
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另 一 方面 , 如 果 取 a 二 b 二 1, 和 一, 就 有 
z=3, y=5, u=—4, v=6, 


它 与 (13.6.10) 等 价 . 
(13.7.1) 或 者 (13.7.2) 的 其 他 简单 的 解 是 


13 十 63 十 83 = 93， 23+34 =153+333,， 93 十 153 = 23 十 163. 
Ramanujan 给 出 (13.7.1) 的 一 组 解 是 
z=3a2+5ab— 5b, y=4a?— 4ab+ 6b?, 
z= 5a2 — 5ab— 3b?, t= 6a?— 4ab+ 4b?. 


如 果 取 a = 2,5 = 1, 就 得 到 解 (17,14,7,20)， 如 果 取 a = 1,b = -2, 就 得 到 一 个 与 
(13.7.9) 等 价 的 解 . 其 他 类 似 的 解 收录 在 Dickson 的 History 一 书 中 . 
有 关 方 程 
2 二 十 (13.7.10) 
我 们 所 知 要 少 得 多 , 首先 求解 这 个 方程 的 是 Euler. 已 知 最 简单 的 参数 解 是 
z= a 十 a512 一 2a304 十 3a205 + abs, 
y= a5b 一 3a552 — 2a403 + a2b5 + b7, 
= a7 + asb? — 2a3b4 一 3a2b5 + abs, 
v= adb+ 3a5b? — 2a4b3 + a2bs + b7, 


但 是 这 个 解 在 任何 意义 上 讲 都 不 是 完全 的 . 当 a = 1,b=2 时 , 它 给 出 
1334 十 1344 = 1584 + 594， 


而 这 是 (13.7.10) 的 最 小 整数 解 . 
为 了 求解 (13.7.10), 令 


T=awt+e, y=bw—d, u=awv+d, v= bw+te. (13.7.12) 
这 样 就 得 到 一 个 关于 w 的 四 次 方程 , 该 方程 中 第 一 个 以 及 最 后 一 个 系数 都 是 0. 如 果 
c(a3 — b3) = d(a? + 53), 


那么 w3 的 系数 就 也 等 于 0, 特别 地 , 当 c = a3 十 妇 ,d = a3 - b3 时 就 更 是 如 此 .此 时 ， 
两 边 用 w 来 除 , 就 得 到 


3w(a? — b?)(c? — d?) = 2(ad? — ac3 + be3 + bd3). 


最 后 , 将 c,d,w 的 这 些 值 代入 (13.7.12) 中 , 并 全 部 乘 以 3a?b?, 就 得 到 了 (13.7.11). 
第 21 章 将 会 再 多 谈 一 些 这 种 类 型 的 问题 . 


(13.7.11) 
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本 章 附 注 


13.1 节 ， 整个 这 一 章 一 直到 13.5 节 都 是 效仿 Landau，Vorlesungen, ii 201-217 的 内 容 . 可 
参见 Mordell, Diophantus eguations 以 及 Cassels, J. London Math. Soc. 41(1966), 193-291 的 
最 初 几 页 . 

术语 “Diophantus 方程 ” 源 于 亚历山大 时 期 的 (大 约 公 元 250 年 )Diophantus, 他 是 对 方程 的 
整数 解 作 出 系统 研究 的 第 一 人 . Diophantus 证 明了 定理 225 的 基本 内 容 . 从 Pythagoras 开始 的 希 
腊 数 学 家 就 已 经 知道 一 些 特殊 的 解 . Heath 的 Diophantus of Alerandria(Cambridge, 1910) 一 书 
就 包含 了 Diophantus 的 所 有 现存 著作 的 译 稿 、Fermat 对 其 工作 的 评价 以 及 Euler 对 Diophantus 
问题 给 出 的 许 许多 多 的 解 . 

关于 “Fermat 大 定理 ”有 大 量 的 文献 .我 们 特别 推荐 以 下 参考 文献 Bachmann, Das Fer- 
matproblem(1919; Berlin，Springer,1976 年 重新 印刷 ); Dickson，History, ii, 第 26 章 ; Landau, 
Vorlesungen, iii; Mordell, Three lectures on Fermat’s last theorem(Cambridge, 1921); Vandiver, 
Report of the committee on algebraic numbers, ii(Washington, 1928), 第 2 章 以 及 Amer, Math. 
Monthly 53(1946)，555-578， 有 关 该 定理 的 目前 状况 的 极 好 说 明 以 及 完全 的 参考 文献 由 Riben- 
boim[Canadian Math，Bull 20(1977), 229-242] 给 出 . 有 关 此 问题 以 及 相关 理论 的 更 为 详尽 的 说 
明 , 参见 Edwards 的 Fermat's Last Theorem(Berlin, Springer, 1977) 一 书 . 

这 个 定理 是 由 Fermat 于 1637 年 在 他 自己 所 有 的 Diophantus 著作 的 Bachet 版 本 的 一 个 空 
白 处 写 下 的 注 记 中 表述 的 . 其 中 他 肯定 地 断言 他 已 经 有 了 一 个 证 明 , 但 是 后 来 有 关 此 问题 的 历史 似 
乎 表明 , 他 一 定 是 出 了 错误 , 迄今 后 人 已 经 发 表 了 大 最 虚假 的 证 明 . 

鉴于 13.4 节 开 始 所 作 的 说 明 , 可 以 假设 = p > 2. Kummer(1850 年 ) 证 明了 : 只 要 奇 素数 
p 是 “正则 的 ", 也 即 p 不 整除 诸 数 


Bi Ba ,Ba 


中 任何 一 个 的 分 子 , 则 该 定理 就 对 n = p 成 立 , 这 里 Bx 是 在 7.9 节 开 头 所 定义 的 Bernoulli 数 . 
然而 , 已 经 知道 有 无 穷 多 个 “ 非 正则 的 ”素数 p. 当 p 为 非 正则 素数 时 , 已 建立 起 各 种 判别 法 (尤其 
是 Vandiver) 来 判断 是 否定 理 对 非 正 则 素数 能 够 成 立 . 在 计算 机 上 也 进行 了 相应 的 计算 , 例如 现在 
已 知 该 定理 对 于 所 有 素数 p < 125 000 为 真 . 然而 , 如 果 (13.1.1) 对 某 个 更 大 的 素数 满足 的 话 , 则 
min(z,y) 就 会 有 多 于 30 亿 位 数字 . 有 关 的 参考 文献 请 见 上 面 提 到 的 Ribenboim 的 书 , 其 他 的 结 
果 参 见 Stewart, Mathematika 24(1977), 130-132. 

如 果 假 设 z,y,z 中 没有 一 个 数 能 被 p 整除 , 则 此 问题 可 以 大 大 简化 . 1909 年 Wieferich 证 明 
了 : 除非 有 2?-! 王 1 (mod p?), 否则 没有 这 样 的 解 存在 , 同 余 式 22-:=1 (mod p?) 对 p = 1 093 
为 真 (6.10 节 ), 但 在 不 超过 2 000 的 数 中 不 再 有 其 他 的 素数 p 满足 此 式 了 . 之 后 , 数学 家 们 又 用 这 
个 方法 进一步 发 现 了 类 似 的 条 件 . 而 且 由 此 方法 已 经 证 明了 ; 对 于 p < 3 x 10? 没有 这 样 的 解 , 对 
于 Mersenne 素数 p( 它 们 是 迄今 为 止 已 知 最 大 的 素数 ) 也 没有 这 样 的 解 . 见 上 述 Ribenboim 的 书 . 

13.3 节 . 定理 226 实际 上 是 由 Fermat 证 明 的 . 见 Dickson,， History, ii 第 22 章 . 

13.4 节 . 定理 227 是 由 Euler 在 1753 年 与 1770 年 之 间 证 明 的 . 从 某 一 点 来 看 , 他 的 证 明 是 
不 完全 的 , 不 过 其 中 的 漏洞 由 Legendre 填补 了 . 见 Dickson, History, 也 第 21 章 . 

我 们 的 证 明 遵循 Landau 所 给 出 的 路 线 , 但 是 Landau 是 把 它 作为 第 一 个 应 用 理想 概念 的 练习 
提出 来 的 , 我 们 则 避免 了 理想 这 个 概念 . 
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13.6 节 . 定理 234 属于 Richmond，Proc。 London Math，5oc.(2)21(1923), 401-409. 他 的 证 
明基 于 更 早 的 时 候 Ryley 所 给 出 的 一 个 公式 [The ladies’ diary(1825), 35 ]. 

Ryley 的 公式 被 Richmond [Proc. Edinburgh Math. Soc. (2)2 (1930), 92-100 和 Journal 
London Math. Soc, 17(1942), 196-199] 以 及 Mordell[Journal London Math. Soc. 17(1942), 
194-196] 重新 加 以 考虑 并 作 了 推广 . Richmond 还 发 现 了 不 包含 在 Ryley 公式 中 的 解 . 例如 


3(1—t+t?)r = s(1+23),3(1 —t+t)y= s(3t—1—t),3(1 —t+t)z = s(3t— 3t), 
其 中 s 是 有 理 数 且 t = 3r/s3. Mordell 求解 了 更 加 一 般 的 方程 
(X+Y+2) -dXYZ=m, 


{13.6.2) 是 它 的 一 个 特例 ， 我 们 给 出 的 证 明 是 以 Mordell 的 证 明 作为 基础 的 ， 关 于 三 个 变量 的 
三 次 Diophantus 方程 , Mordell 和 B. Segre 还 在 该 杂志 后 来 的 若干 期 中 发 表 了 许多 其 他 的 论 
文 ， 有 关 方 程 y* = za 十 大 方面 的 著作 的 一 个 说 明 , 可 参见 Mordell，4 chapter in the theory 
of numbers(Cambridge 1947).， 关 于 四 个 变量 的 三 次 齐 次 方程 的 更 加 新 的 工作 的 介绍 由 Manin 
(Cubic forms, Amsterdam, North Holland, 1974) 给 出 . 

13.7 节 ， 有关 “两 个 三 次 方 的 等 筹 和 ”的 第 一 批 结果 是 由 Vieta 在 1591 年 之 前 发 现 的 . 见 
Dickson，History, ii，550 以 及 其 后 的 叙述 .定理 235 属于 Euler， 我 们 的 方法 遵循 了 Hurwitz, 
JMath. Werke, 2(1933), 469-470 中 的 方法 . 

Dickson，Introduction, 60-62 中 给 出 了 Euler 关于 (13.7.10) 的 解 . 他 的 公式 不 像 (13.7.11) 
那么 简单 , 不 过 他 的 公式 可 以 通过 在 后 者 中 用 了 + 9 和 f 一 9 分 别 代替 a 和 b 然后 再 除 以 2 而 
得 到 . 公式 (13.7.11) 本 身 是 由 Gérardin, L’Intermédiaire des mathématiciens, 24 (1917), 51 首 
先 给 出 的 . 这 里 给 出 的 简单 的 解 属于 Swinnerton-Dyer, Journal London Math. Soc. 18 (1943)， 
2-4. 

Leech[Proc. Cambridge Phil, Soc 53 (1957), 778-780] 列 出 了 (13.7.2)、(13.7.10) 以 及 若干 
个 其 他 的 Diophantus 方程 的 数值 解 . 

1844 年 , Catalan 猜想 : 方程 

-y=1 
的 唯一 的 整数 解 p,q,z,y( 每 个 数 都 大 于 1) 是 了 = y = 29 = z = 3. Cassels(1953 年 ) 作出 一 个 


较 弱 的 猜想 : 此 方程 公有 有 限 多 组 解 , 这 个 结果 已 被 Tijdeman[Acta Arith 29 (1976), 197-209] 
证 明 . 
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14.1 ”代数 数 域 


第 12 章 考虑 了 k(i) 和 k(p) 中 的 整数 , 但 是 并 没有 超出 第 13 章 中 目的 的 需要 把 
这 个 理论 更 进一步 地 发 展 . 本 章 以 及 第 15 章 要 对 二 次 域 中 的 整数 稍 作 进一步 的 研究 . 
一 个 代数 数 域 (algebraic field) 是 所 有 形 如 
= 
RD) a 
的 数组 成 的 集合 , 其 中 ? 是 一 个 给 定 的 代数 数 , P(9) 和 Q(5) 是 关于 9 的 有 理 系 数 多 
项 式 , 且 Q() 关 0. 我 们 用 k(3) 来 记 这 个 域 . 显然 (四) 中 的 数 的 和 与 积 都 属于 (5)， 
而 且 , 车 a 和 都 属于 k(9) 且 8 关 0, 那么 a/B 也 属于 (9). 
在 11.5 节 中 , 我 们 把 代数 教 定义 为 代数 方程 


QoT" + mr 1l+...+an=0 (14.1.1) 


的 任何 一 个 根 &, 其 中 ao,a1,… 均 为 有 理 整 数 , 且 不 全 为 0. 如 果 & 满足 一 个 n 次 的 
代数 方程 , 但 不 满足 任何 次 数 更 低 的 代数 方程 , 则 称 上 是 一 个 n 次 的 代数 数 . 

如 果 五 = 1, 那么 5 是 有 理 数 , 而 (&) 就 是 有 理 数 的 集合 . 这 样 一 来 , 对 每 个 有 理 
数 &, (8) 都 表示 同样 的 集合 , 即 有 理 数 域 , 记 为 k(1). 这 个 域 是 每 个 代数 数 域 的 一 部 
分 . 


如 果 n=2, 就 称 & 是 “二 次 的 ”. 于 是 & 就 是 某 个 二 次 方程 
aoz2 +alz 十 az=0 
的 一 个 根 , 故而 对 某 些 有 理 整 数 wb cm 有 


5 一 ve Vm= 
不 失 一 般 性 , 可 以 取 m 没有 平方 因子 . 这 样 就 容易 验证 : 域 k(#) 和 集合 kVm) 是 
相同 的 . 这 样 一 来 , 我 们 只 要 对 每 个 “无 平方 因子 的 ” 正 的 或 者 负 的 有 理 整 数 mn( 除 去 
m = 1 以 外 ) 来 考虑 二 次 域 k(V 均 ) 就 够 了 . 

(V7 元 ) 中 的 任何 数 5 都 有 形式 


< P(Vm) a t+uVm Ny (t+uVm(v — wm) a+bVm 
DU mn 


ce—a 
b 
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其 中 t,wu,v,w,a,b,c 是 有 理 整数 . 我 们 有 (ct -a)? = mb?, 从 而 就 是 

czz2 — 2acr +a -mb =0 (14.1.2) 
的 一 个 根 . 因此 上 要 么 是 有 理 数 , 要 么 是 一 个 二 次 代数 数 . 也 就 是 说 , 二 次 域 中 的 每 一 
个 数 或 者 是 一 个 有 理 数 , 或 者 是 一 个 二 次 代数 数 . 

域 K(Vim) 包含 一 个 子 类 , 该 子 类 由 这 个 域 中 的 所 有 代数 整数 构成 . 在 12.1 节 中 

我 们 把 代数 整数 定义 为 方程 

好 十 clzi 十 … 十 扣 一 0 (14.1.3) 
的 任何 一 个 根 , 其 中 c1,… ,ci 是 有 理 整数 . 这 样 一 来 , 对 于 (Vm) 中 整数 的 定义 我 
们 就 似乎 有 了 一 种 选择 . 我 们 可 以 说 下 Vv 元 ) 中 的 一 个 数 & 是 Vm) 的 一 个 整数 , 如 
果 (i) 对 某 个 j, 满足 一 个 形 如 (14.1.3) 的 方程 ; 或 者 (i) 对 了 = 2, & 满足 一 个 形 如 
(14.1.3) 的 方程 . 不 过 , 14.2 节 要 证 明 , 无 论 采 用 哪 一 种 定义 , (Vm) 中 的 整数 集合 都 
是 相同 的 . 


14.2 ”代数 数 和 代数 整数 ,本 原 多 项 式 
称 整 系数 多 项 式 


f(z) = aozm + alzn 十 … 十 an (14.2.1) 
是 一 个 本 原 多 项 式 (primitive polynomial), 如 果 按 照 第 2 章 的 记号 有 


ao > 0，(ao,abh ,an)=1. 


在 同样 的 条 件 下 , 称 (14.1.1) 是 一 个 本 原 方程 (primitive equation). 方程 (14.1.3) 显然 
是 本 原 的 . 

定理 236 ”一 个 n 次 代数 数 & 满足 一 个 唯一 的 nn 次 本 原 方程 . 如 果 & 是 一 个 代 
数 整数 , 那么 这 个 本 原 方程 中 rn 的 系数 是 单位 1. 

对 n= 1, 定理 的 第 一 部 分 是 平凡 的 , 定理 的 第 二 部 分 与 定理 206 等 价 . 因此 定理 
236 是 定理 206 的 一 个 推广 . 我 们 将 从 下 面 的 定理 来 导出 定理 236. 

定理 237 设 拓 是 一 个 中 次 的 代数 数 , 且 flz)=0 是 & 满足 的 一 个 n 次 本 原 方 
程 . 又 设 g(z) = 0 是 § 满足 的 任意 一 个 本 原 方程 . 那么 对 某 个 本 原 多 项 式 hz) 以 及 
所 有 的 工 有 g(z)] = f(z)h(z). 

根据 上 和 n 的 定义 , 必定 存在 至 少 一 个 n 次 多 项 式 f(z), 使 得 f(&) = 0. 显然 可 
以 假设 f(z) 是 本 原 的 . 再 次 , g(z) 的 次 数 不 能 小 于 n. 于 是 我 们 可 以 利用 初等 代数 中 
的 除法 算法 将 g(z) 用 f(z) 来 除 , 由 此 得 到 一 个 商 瓦 (z) 和 一 个 余 式 K(z), 即 


g(z) = f(z)H(z) + K(z), (14.2.2) 
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其 中 H(z) 和 K(z) 是 有 理 系 数 多 项 式 , 且 天 (z) 的 次 数 小 于 n. 
如 果 在 (14.2.2) 中 设 z = &, 我 们 就 有 天 (5) = 0. 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 是 n 
次 代数 数 , 除非 K(z) 的 所 有 系数 均 为 0, 否则 不 可 能 有 天 (5) = 0. 故 有 


. g(z) = f(z)H(z). 
如 果 用 一 个 合适 的 有 理 整数 来 乘 这 个 等 式 , 就 可 以 得 到 
cg(z) = f(z)h(z), (14.2.3) 


其 中 e 是 一 个 正 整数 , h(z) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 设 d 是 h(z) 的 诸 系数 的 最 大 公约 
数 . 由 于 9 是 本 原 的 , 则 必定 有 dlc. 这 样 一 来 , 如 果 d > 1, 那么 就 可 以 去 掉 因 子 d. 
这 就 是 说 , 我 们 可 以 在 (14.2.3) 中 取 g(z) 为 本 原 多 项 式 . 现在 假设 plc, 这 里 p 是 一 
个 素数 . 由 此 得 到 f(z)h(z)=0 (mod p), 于 是 根据 定理 104(i) 得 知 , 要 么 有 f(x) 二 0， 
要 么 有 h(z) 三 0 (mod p). 对 于 本 原 多 项 式 f 和 h 来 说 , 这 两 者 都 是 不 可 能 的 , 从 而 
有 c=1. 这 就 是 定理 237. 

定理 236 的 证 明 现在 就 很 简单 了 . 如 果 g(z) = 0 是 & 满足 的 一 个 n 次 本 原 方程 ， 
则 h(z) 是 一 个 零 次 的 本 原 多 项 式 , 即 对 所 有 的 z, 有 h(z) = 1 以 及 g(z) = f(z). 从 
而 f(z) 是 唯一 的 . 

如 果 & 是 一 个 代数 整数 , 则 & 对 某 个 j > n 满足 一 个 形 如 (14.1.3) 的 方程 . 用 
g(z) 来 记 (14.1.3) 的 左边 , 根据 定理 237, 我 们 有 


g(z) = f(z)h(z), 


其 中 h(z) 的 次 数 是 j 一 n. 如 果 f(z) = aoz" 十 …, 而 h(z) = hozi-" 十 .…, 我 们 就 有 
1 = aoho, 故 有 ao = 1. 这 就 完成 了 定理 236 的 证 明 . 


14.3 ”一 般 的 二 次 域 h(Vm) 


现在 将 k(Vm) 中 的 整数 定义 为 属于 k(V7P) 的 那些 代数 整数 . 本 章 以 及 第 15 章 
始终 用 “整数 ” 来 表示 我 们 研究 的 特殊 域 中 的 整数 . 
根据 14.1 节 中 的 记号 , 设 
é¢= at+bvm 


是 一 个 整数 , 这 里 可 以 假设 c > 0 以 及 (a,b,c) = 1. 如 果 b=0, 则 & = a/c 是 有 理 数 ， 
ce=1 故而 & = a 是 任意 的 有 理 整 数 . 如 果 b 取 0, 则 是 二 次 代数 数 . 于 是 , 如 果 用 
c2 来 除 (14.1.2), 就 得 到 一 个 首 项 系数 为 1 的 本 原 方程 . 从 而 c|2a, 且 c |(o2 一 mb?). 
如 果 d= (a,c), 由 于 m 没有 平方 因子 , 我 们 就 有 


la, dle, la? — mb?) — d |mb? — dlb. 
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但 是 (a,b,c) = 1, 故 有 d = 1. 因为 cj2a, 所 以 有 c= 1 或 者 2. 

如 果 c= 2, 则 a 是 奇数 , 且 m12 三 a2 三 1 (mod 4), 所 以 5 是 奇数 , 且 mm 三 1 (mod 
汶 , 这 样 一 来 , 我 们 必须 要 区 分 两 种 情形 . 

(i) 如 果 mm 关 1(mod 4), 则 c= 1, 且 (Vm) 中 的 整数 就 是 


€=a+bVm, 
其 中 a,b 是 有 理 整 数 . 此 时 有 m 三 2 或 者 m 三 3 (mod 4). 


(i 如 果 m 三 1 (mod 4), 则 k(Vm) 中 的 一 个 整数 是 r = #3(Vm 一 1), 且 所 有 整数 
都 可 以 直接 用 这 个 7 来 表示 . 如 果 c = 2, 那么 就 有 a 和 5b 是 奇数 , 且 


6= HE 2 


其 中 a1,b, 是 有 理 整 数 . 如 果 c = 1， 
€=a+bVm=a+b+2br = a +2b7, 


其 中 a1,b 是 有 理 整 数 . 因此 , 如 果 我 们 将 记号 稍 作 改 变 , 则 (Vrm) 中 的 整数 就 是 形 
如 a+ir 的 数 , 其 中 ob 是 有 理 整 数 . 
定理 238 ” 当 mm 三 2 或 者 mm 三 3 (mod 4) 时 , k(Vm) 中 的 整数 是 数 a 十 bYm. 而 
当 m 三 1 (mod 4) 时 , k(V 见 ) 中 的 整数 是 数 
a+br =0+ Bb(Vm—1), 


无 论 哪 种 情形 , a。 和 5 都 是 有 理 整 数 . 
域 KG) 是 第 一 种 情形 的 一 个 例子 , 而 域 {V3)} 则 是 第 二 种 情形 的 一 个 例子 . 
在 后 一 种 情形 ee 
人 + 3V 一 六 
相应 的 域 与 K(p) 相同 . 如 果 k(5) 中 的 整数 可 以 表示 成 a+ bp, 其 中 a 和 b 取 遍 有 理 
整数 , 那么 我 们 就 说 ,gg 是 KK9) 中 的 整数 的 一 组 基 (basis). 从 而 [Li 是 kGi) 中 的 整 
数 的 一 组 基 , 而 [1,p| 则 是 上 { VC-9} 中 的 整数 的 一 组 基 . 


14.4 ”单位 和 素 元 


k(Vm) 中 整除 性 、 因 了 于、 单位 以 及 素 元 的 定义 与 k(i) 中 的 相同 . 于 是 a 能 被 8 
整除 , 或 者 说 6la , 指 的 是 如 果 存 在 k(Vm) 中 的 整数 Y, 使 得 fa = 67.2 单 位 = 则 


外 如 果 a 和 9 是 有 理 整数 ， 那 么 Y 着 有 理 数 ， 从 而 也 是 有 理 整 数 ， 记 以 此 时 8la 在 {Vm]} 
{( 紧 为 &(Vim) 之 笔 误 一 一 译 者 注 ) 中 的 含义 与 在 k(1) 中 的 含义 相同 . 
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是 1 的 因子 , 也 是 该 域 中 每 个 整数 的 因子 . 特别 地 , 1 和 -1 都 是 单位 . 数 ee 是 的 
相伴 数 , 素 元 是 只 能 被 单位 以 及 与 自己 相伴 的 数 整除 的 数 . 


定理 239 ”如果 el 和 2 是 单位 , 那么 e152 和 sl/ea 也 都 是 单位 . 
由 于 e1 和 ea 是 单位 , 故 必 存在 5: 和 562 使 有 e161 =1,e262=1, 且 


E16201602 = 1 — e16211. 


故而 sis 是 单位 . 同样 2 = 1/s2 也 是 单位 , 将 这 些 结果 组 合 起 来 可 得 , e1/e2 也 是 
单位 . 

称 E=r-sv 页 是 E=r+sv 而 的 共 本 元 (conjugate). 当 m<0 人 时 ,也 是 在 
分 析 意 义 下 的 共 轿 , 即 5 和 & 是 共 辆 复数 , 但 是 当 m > 0 时 意义 不 尽 相 同 . 

E 的 范 数 NE 定义 为 


NE = €€= (r+ sVm)(r — sVm) =7? — ms’. 
如 果 上 是 一 个 整数 , 则 NE 是 一 个 有 理 整数 ”如 果 m 三 2 或 者 m 二 3 (mod 4), 且 
€=a+bVm, 则 有 NE =a? 一 mb?; 如 果 m=1 (mod 外, 且 &=a+bw, 则 有 
NE=(a- 2) 三 mi. 
在 复 域 中 范 数 是 正 数 , 但 在 实 域 中 范 数 并 不 一 定 都 是 正 数 . 在 任何 情况 下 都 有 N(&7) = 
NEN. 
定理 240 单位 的 范 数 是 士 1, 每 一 个 范 数 等 于 二 1 的 数 都 是 单位 . 


因为 

(a) ell ed6=1— NeN5=1— Ne=+]l; 
(b) = Né=+1— é]. 

如 果 mm < 0, m = 一 u, 那么 方程 


atub=1 [m=2,3 (mod 4)] 
(a— #06)? + iu =1 [m=1 (mod 4)] 


只 有 有 限 多 组 解 . 在 k(i) 中 其 解数 为 4, 在 k(p) 中 其 解数 为 6, 而 在 其 他 情形 其 解数 
为 2, 这 是 因为 当 p >3 时 
a= 土 1， =0 
是 仅 有 的 解 . 
如 同 我 们 一 会 儿 在 (V3) 中 就 会 看 到 的 那样 , 在 实 域 中 有 无 穷 多 个 单位 . 
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在 实 域 中 NE 可 以 是 负数 , 但 是 
ME = INél 


是 一 个 正 整 数 , 除非 5 = 0. 这 样 一 来 , 重复 12.7 节 中 的 讨论 , 并 在 实 域 的 情形 用 ME 
来 代替 Né, 就 得 到 : 


定理 241 ” 范 数 是 有 理 素 数 的 整数 是 素 元 . 


定理 242 ” 非 零 非 单位 的 整数 可 以 表示 成 素 元 的 乘积 . 
表达 式 的 唯一 性 问题 仍 未 解决 . 


14.5 k(V2) 中 的 单位 
当 m=2 时 ， 
NE=a?—2b 
且 
a2 一 202 = 一 1 


有 解 1, 1 和 -1 1. 从 而 
由 =1+V5，w-!= -本 =-1+V5 
是 单位 . 由 此 根据 定理 239 即 得 , 所 有 的 数 
tw", tw-*, (n=0,1,2,.….) (14.5.1) 


都 是 单位 . 有 这 样 的 单位 存在 , 它们 兼 有 两 种 符号 , 可 以 大 到 我 们 想 要 的 任意 大 , 也 可 
以 小 到 我 们 想 要 的 任意 小 . 


定理 243 数 (14.5.1) 是 kV2) 中 仅 有 的 单位 . 
人 首先 证 明 在 1 和 w 之 间 没 有 单位 =. 如 果 它 们 之 间 有 单位 , 就 应 该 有 
1<z+yV2=e<1+V2 
以 及 
T2 一 2y2 = 士 1， 


所 以 
-1<z-3yv2<1， 


0<2z<2+V2. 
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于 是 z=1 且 1<1+yv3<1+ V2, 对 于 整数 y 这 是 不 可 能 的 . 
(让 如 果 < > 0, 那么 , 对 某 个 整数 mw 或 者 有 = = w", 或 者 有 


am <e<wtl. 


在 后 一 情形 中 , 根据 定理 239 可 知 w-"e 是 一 个 单位 , 且 它 位 于 1 和 w 之 闻 . 这 与 (i) 
矛盾 . 于 是 , 每 个 正 的 < 都 是 某 个 w”". 由 于 当 e 是 一 个 单位 时 , -< 也 是 一 个 单位 , 这 
就 证 明了 定理 . 由 于 Nw = 一 1, Nw? = 1, 我 们 附带 证 明了 


定理 244 Zz? 一 2y? = 1 的 所 有 的 有 理 整 数 解 由 
z+YyVI=+(1 + Vo” 
给 出 . 而 
7z2 -2y = -1 


的 所 有 的 有 理 整 数 解 由 
z+YyV2=+(1 + V2)2n+1 


给 出 , 其 中 的 nn 是 有 理 整 数 . 


方程 zz -my? = 1 恒 有 无 穷 多 个 解 , 这 些 解 均 可 通过 Vm 的 连 分 数 求 出 , 其 中 
m 是 一 个 正 数 , 且 非 平方 数 . 此 时 


那么 pn,gn 以 及 
bn=pntqnVa Wn=pn— nV 


都 是 
Tn = 27n-1 + Tn-2 
的 解 . 由 
go=w， 册 = 和 二 -wl， 和 二 ww 
以 及 
w= 2on-1 十 wn-2， (ww) "=2-w) "tl+(-w)-"+2 
推出 , 对 所 有 n 皆 有 


bn =w"tl, yn =(-w)-"1. 
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于 是 有 
这 3{o" +(-w)-"-!} = 3{0 + VD"+t1 + (1 — Va) n+} ， 


和 一 3Va{o"" -—(-w) "1}= jvsfa +V3nrr-G-vVant} 
以 及 
-2 = 各 yn = (-1)"+!. 
奇 次 的 渐 近 分 数 给 出 z? - 2y2 = 1 的 解 , 而 偶 次 的 渐 近 分 数 给 出 z? - 2y2 = 一 1 的 解 . 
如 果 z2 -2y%2 =1 且 z/y> 0, 则 有 
yz+yV2) yr2yv2 20 
于 是 根据 定理 184 知 , z/y 是 一 个 渐 近 分 数 . 这 些 渐 近 分 数 也 给 出 另 一 个 方程 的 所 有 


的 解 , 但 这 点 证 明 起 来 不 太 容 易 . 一 般 来 说 , Vm 的 渐 近 分 数 中 只 有 一 些 给 出 (Vm) 
中 的 单位 . 


四 过 过 一 


14.6 ”基本 定理 不 成 立 的 数 域 


算术 基本 定理 在 (1),k(i), k(p) 中 均 成 立 , 在 k(V3) 中 也 成 立 (虽然 我 们 尚未 证 
明 这 一 点 )， 在 进一步 研究 之 前 , 重要 的 是 通过 例子 指出 , 基本 定理 并 不 是 在 每 一 个 
k(Vm) 中 都 成 立 . 最 简单 的 例子 是 m = -5 以 及 ( 实 域 中 的 )m = 10. 

() 由 于 -5==3 (mod 4),k(V= 引 中 的 整数 是 a+bV-=5. 容易 验证 , 四 个 数 


2,3,1+V-5, 1— V-5 
是 素 元 . 从 而 
1+V-5= (a+bV-5) (c+dv-5) 


蕴含 
6= (a2 + 56°)(c 十 5d2)， 


且 如 果 没 有 一 个 因子 是 单位 的 话 , 则 a? + 502 必定 是 2 或 者 3. 由 于 2 和 3 都 不 是 这 
种 形状 的 数 , 故而 1 + V=5 是 素 元 , 其 他 的 数 也 可 以 类 似 地 被 证 明 是 素 元 . 但 是 


6=2x3= (1+V-5) (1- VvV-5), 


从 而 6 有 两 种 不 同 的 分 解 成 素 元 乘积 的 方式 . 
(区 ”由 于 10=2 (mod 4), 故 k(V10) 中 的 整数 是 < 十 5V10. 此 时 


6=2x3= (4+V10)(4— Vi0)， 
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又 再 次 容易 证 明 这 里 的 四 个 因子 皆 为 素 元 . 比方 说 ， 
2= (ae+bVi0)(c+dVig0) 


蕴含 
4 = (a? - 10b°)(c? - 10d2)， 


而 如 果 其 中 无 论 哪 一 个 因子 都 不 是 单位 , 那么 a? - 105? 必定 是 土 2 而 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 +2 中 任意 一 个 数 都 不 是 10 的 二 次 剩余 .” 

基本 定理 在 这 些 域 中 的 失效 涉及 k(1) 的 算术 中 某 些 起 中 心 作 用 的 定理 的 失效 . 
从 而 , 如 果 a 和 6 是 k(1) 中 的 整数 , 它们 没有 公约 数 , 则 存在 整数 > 和 / 使 得 


aA 二 Bu = 1 
这 个 定理 在 上 (V=5) 中 不 成 立 . 例如 , 假设 a 和 6 是 素 元 3 和 1 + V-5. 那么 
3(a+bV-5) + (1+V=5) (c+dv-5)=1 


就 三 全 
3a+c—-5d=1, b+c+d=0,， 
所 以 有 
34~3b—6d=1, 
而 这 是 不 可 能 的 . 


14.7 复 Euclid 域 


单 域 (simple field) 是 基本 定理 在 其 中 成 立 的 域 . 单 域 中 的 算术 遵循 有 理 数 算术 
的 运算 法 则 , 而 在 其 他 情形 中 则 需要 建立 新 的 基础 。 确定 所 有 单 域 相当 困难 , 虽然 
Heilbronn 已 经 证 明了 : 当 m 为 负数 时 , 单 域 的 个 数 有 限 . 但 对 此 问题 至 今 尚 未 找到 
完全 的 解答 . 

我 们 通过 在 k(i) 和 k(p) 中 建立 一 个 与 在 k(1) 中 的 Buclid 算法 类 似 的 算法 , 证 
明了 在 k(i) 和 k(p) 中 基本 定理 成 立 . 一 般 地 说 , 假设 命题 

(五)“ 给 定 整 数 Y 和, 其 中 天 0, 则 存在 一 个 整数 ,使 得 


T=rm + Nyol < Nm” 


在 kVm) 中 为 真 . 这 正 是 我 们 在 定理 216 以 及 定理 219 中 对 于 k(i) 和 k(p) 所 证 明 的 
结论 . 不 过 我 们 已 经 用 |N?| 来 代替 NY, 以 便 能 将 实 域 包含 在 内 . 此 时 就 说 在 k(Vm) 
中 有 Euclid 算法 存在 , 或 者 说 这 种 域 是 欧 氏 域 (Euclidean field). 


加 12, 22,32, 42, 52, 62,72,82, 92 王 1, 4, 9, 6,5,6,9,4,1 (mod 10). 
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这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 重复 12.8 节 和 12.9 节 中 的 讨论 (用 |NY| 来 代替 NY), 从 
而 得 到 


定理 245 ”基本 定理 在 任何 欧 氏 域 中 成 立 . 


这 个 结论 不 仅仅 局 限于 二 次 域 , 但 是 也 只 有 在 二 次 域 中 我 们 才 定 义 了 NY, 而 且 
能 够 精确 地 表述 它 . 


(E) 显然 与 下 列 命 题 等 价 : 
(EB') “给 定 Vm) 中 任意 的 (整数 或 者 非 整数 的 )5, 则 存在 一 个 整数 k, 使 得 
- IN(E—#)|<1. (14.7.1) 
现在 假设 有 
6 ="r + sVm, 
其 中 + 和 s 是 有 理 数 . 如 果 m 关 1 (mod 4), 那么 
R= T+yVm, 
其 中 xz 和 y 是 有 理 整 数 , 且 (14.7.1) 就 是 
|r -zm(s -yy |<1. (14.7.2) 


如 果 m 三 1 (mod 4), 那么 
=z+Yy+ By(Vm-y) 一 了 十 By+ ByVm” 
其 中 > 和 y 是 有 理 整 数 , 且 (14.7.1) 就 是 
(r 一 z 一 3 —m(s— 3 le (14.7.3) 

当 m = 一 pk <0 时 , 容易 确定 出 对 于 任意 的 r,s 和 适当 的 z,y 这 些 不 等 式 能 够 成 
立 的 那些 域 . 

定理 246 ” 恰 有 5 个 复 的 二 次 欧式 域 , 即 是 与 

m= -1,—% -3,—7,—1l 

对 应 的 域 . 

分 两 种 情形 讨论 . 

人 当 mw 关 1 (mod 4) 时 , 我们 在 (14.7.2) 中 取 7=3,3 = 且 要 求 


了 让 < 1 
4 a , 


QD14.3 节 中 的 形式 , 用 z 十 y 和 y 分 别 代替 a 和 b. 
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这 也 就 是 要 求 n < 3, 从 而 4 =1 和 = 2 是 仅 有 的 可 能 的 情形 . 在 这 些 情形 下 , 对 于 
任何 + 和 s, 取 zx 和 vy 是 最 接近 于 7 和 * 的 整数 , 则 我 们 显然 能 满足 (14.7.2). 
(人 当 m1 (mod 4) 时 , 在 (14.7.3) 中 取 r = #4,s = +. 我 们 要 求 
亩 + 亩 < 
由 于 jy 三 3 (mod 4), p 的 仅 有 的 可 能 值 是 3, 7, 11. 给 定 s, 则 存在 y 使 


2 
又 存在 一 个 z 使 得 
六 一 了 一 |<; 
<7 
这 样 就 有 1 于 -1 15 
(rr ay) -ms— ay) +t B<t 


从 而 当 jt 有 问题 中 所 说 的 三 个 值 中 的 一 个 时 , (14.7.3) 就 可 以 得 到 满足 
还 有 像 (V15) 和 (V33) 这 样 的 单 域 , 它们 并 没有 Euclid 算法 . 这 个 条 件 
对 于 单 域 来 说 只 是 充分 的 , 而 不 是 必要 的 . 恰 有 9 个 复 的 二 次 单 域 , 也 即 它们 对 应 于 


和 一 一 1 一 2, 一 3, 一 7, 一 11, 一 19, 一 43, 一 67, 一 163. 


14.8 实 Euclid 域 


有 Euclid 算法 的 实 域 的 个 数 更 多 一 些 . 
定理 247* 当 
m=2,3,5,6,7,11,13,17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73 
时 , (Vm) 是 Euclid 域 , 此 外 没有 其 他 的 正 整 数 m 能 使 它 是 Euclid 域 . 


当 m=2 或 者 m=3 时 (14.7.2) 显然 可 以 满足 , 这 是 因为 我 们 可 以 选取 z 和 y， 
使 得 Ir 一 z| < 二 和 |s 一 y| < . 于 是 上 V3) 和 kV3) 都 是 Euclid 域 , 从 而 都 是 单 域 . 
这 里 不 能 证 明定 理 247, 不 过 我 们 要 来 证 明 

定理 248 。 当 m = 2,3,5,6,7,13,17,21,29 时 ,上 V 克 ) 是 Euclid 域 . 

如 果 记 

A=0, n=m lm 1(mod 4)], 
入 = 二 n= im [m= 1(mod 4)), 


又 在 m 三 1 时 用 s 代替 2s, 那么 就 能 将 (14.7.2) 和 (14.7.3) 组 合成 下 述 形式 : 


Ir-z— XM) —n(s—y| < 1. (14.8.1) 
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假设 在 k(V 元 ) 中 不 存在 Euclid 算法 . 那么 对 于 某 些 有 理 数 r,s 以 及 所 有 整数 
z,y(14.8.1) 不 成 立 . 可 以 假设 


o<r<$, ogs<¥ (14.8.2) 


于 是 就 有 一 对 满足 (14.8.2) 的 7,s 存在 , 使 得 下 面 两 式 中 总 有 一 个 对 每 一 对 z,y 为 
真 : 

[P(z,WD] (rz— MW) 21+n(s—y), 

[Ye n(s—y)? >1+(r—z— MW). 
将 要 用 到 的 一 些 特殊 的 不 等 式 是 


[P(0, 0)]r? >1+nsz， [N(0,0)]nsz >1+r2， 
[P(L,0)](1 -rr)2 21+ns, [NO)]ns2z >1+(1—7)?, 
[P(-10)](1+m2>1+ns2?，  [N(-1,0)Ins?> 1+(1+7)?. 


这 几 对 不 等 式 中 的 每 一 对 不 等 式 中 , 至 少 有 一 个 不 等 式 对 于 某 对 满足 (14.8.2) 的 > 和 
s 为 真 . 如 果 r = s = 0, 则 P(0,0) 和 N(0,0) 两 者 均 不 成 立 , 从 而 就 排除 了 出 现 这 种 
情形 的 可 能 性 . 

由 于 7 和 s 满足 (14.8.2), 且 两 者 不 同时 为 0, 故而 P(0,0) 和 P(1,0) 均 不 真 , 从 
而 N(0,0) 和 N(1,0) 为 真 . 如 果 P( 一 1,0) 为 真 , 那么 N(1,0) 和 P(-1,0) 就 会 给 出 


(1L+rj2 >1+ns?: >2+(1—7)?, 
四 很 容易 看 出 , 当 m 关 1 (mod 4) 时 , (14.8.1) 的 左边 就 是 
|Ier 一 zj — ms =—y)°|. 
可 以 假设 (14.8.2) 成 立 , 理由 是 ; 如 果 用 


ET+u, ElT+u, E258+U, E2y+v 
来 代替 

TT,8,Y 
(其 中 ea 与 sz 中 得 一 个 数 均 取 1 或 者 一 1, 而 wu 和 都 是 整数 ), 则 |(r 一 2)? 一 ml(s 一 切 ?| 并 不 改 
变 . 因而 我 们 总 可 以 选取 el,sa,uu 使 得 e1r 十 4 和 szs 十 v 处 在 0 与 雪 之 间 (区 间 映 点 包含 在 内 ). 
当 mel (mod 4) 时 , 情况 要 稍微 复杂 一 些 . 此 时 (14.8.1) 的 左边 是 


(ra 3 — imGe=-o|. 


这 个 表达 式 在 将 r,z,s,y 分 别 替换 成 以 下 诸 个 代 换 的 任何 一 个 代 换 下 都 将 保持 不 变 : 

(1) ertu, artu, els, ey ; 

(2) rT, z—v s+2v yi+2v; 

(3) r, z+y, -ss —y 

(4) #-r -zs 1-s, 1—y. 

首先 利用 (1) 使 得 0 < r < 去 ,然后 利用 (2) 使 得 一 1 < s < 1, 接着 , 如 果 需 要 的 话 , 再 利用 (3) 
使 得 0 < s < 1. 如 果 此 时 已 经 有 0 < s < 当 , 则 整个 约 化 的 步 又 就 完成 了 .如 果 有 去 < s 和 1, 我 们 
就 利用 (4) 来 作为 结束 . 这 是 因为 , 如 果 r 处 在 0 和 二 之 间 , 则 二 一 + 亦 然 , 从 而 可 以 做 到 这 点 . 
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所 以 有 4r > 2. 由 此 并 根据 (14.8.2) 就 会 得 出 7 = 以 及 ns? = 5, 但 这 是 不 可 能 
的 .? 所 以 P(-10) 不 成 立 , 于 是 N(-1,0) 为 真 . 这 就 给 出 ns? > 1+ (1+7)2 > 2, 这 
与 (14.8.2) 一 起 就 给 出 n > 8. 
由 此 推出 , 在 ”< 8 的 所 有 情形 都 有 Euclid 算法 存在 , 这 些 正 是 定理 248 中 所 列 
举 的 情形 . _， 
当 m= 23 时 没有 Euclid 算法. 取 r = 0,s = 贡 , 那么 (14.8.1) 就 是 
|23z2 — (23y — 7)?| < 23. 


由 于 
上 = 23z2 — (23y —7)?= — 49= — 3 (mod 23), 
故而 上 必定 等 于 -3 或 者 20, 然而 容易 看 出 , 这 些 假设 中 的 任何 一 个 都 是 不 可 能 的 . 
例如 , 假设 有 
= 23X2 一 Y2 = 一 3. 
那么 无 论 X 还 是 Y 都 不 可 能 被 3 整除 , 且 有 
X?=1,，Y?=1l,，{=22=1] (mod 3) ， 


这 是 一 个 矛盾 . 
域 :(V23) 尽管 不 是 Euclid 域 , 但 它 仍 是 单 域 . 然而 这 里 不 能 证 明 这 个 结论 . 


14.9 实 Euclid 域 ( 续 ) 


证 明 除了 定理 247 中 所 列 出 的 那些 正 整数 以 外 , 对 其 他 所 有 的 正 整数 m, k(Vmm) 
都 不 是 Euclid 域 , 与 对 于 m 的 某 些 特殊 值 来 证 明 k(Vy 克 ) 是 Euclid 域 相 比 , 自然 是 
更 加 困难 的 事 . 在 这 方面 , 我 们 只 来 证 明 ; 


定理 249 “” 实 Euclid 域 K(VTm) 的 个 数 有 限 , 其 中 m 三 2 或 者 3 (mod 4). 
假设 k(vVF) 是 Euclid 域 , 且 m 关 1 (mod 和. 在 (14.7.2) 中 取 > = 0 以 及 
s= thm, 其 中 上 是 一 个 待定 的 整数 . 那么 , 就 存在 有 理 整数 x,y, 使 得 
-my 志 ) | 人 |(my—t)? ~ mz’?| ce 


外 假设 s=p/g, 其 中 (p,q) = 1. 如 果 m 关 1(mod 4), 则 有 m=n, 且 
4mp2 = 592. 
因此 有 pz2 5， 从 而 有 p = 1, 所 有 92 |tm. 但 m 没有 平方 因子 , 且 0 和 s 委 去 从 而 有 4g 二 2,3 一 当 
以 及 m = 5 一 1 (mod 4), 这 是 一 对 矛盾 . 
如 果 m 三 1 (mod 4), 则 有 mm = 4n 以 及 
mp? = 5g2， 
由 此 我 们 得 出 p = 1,9 = 1,s = 1, 而 这 与 (14.8.2) 矛盾 . 
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由 于 


(my —t)? — mz?=t (mod m), 
故 存在 有 理 整数 z,z 使 得 
22— mz?=t? (mod m), |22—mz|<m. (14.9.1) 
如 果 m 三 3 (mod 4), 则 选择 一 个 奇 整数 t, 使 得 
5m < t < 6m， 


如 果 m 足够 大 , 那么 一 定 可 以 做 到 这 一 点 . 根据 (14.9.1), 2? -mz? 等 于 刀 一 5m, 或 
者 等 于 太一 6m, 故而 下 面 两 式 


妇 一 22=m(5 一 z2)， 妇 一 22=m(6 一 z2) (14.9.2) 
中 必 有 一 个 为 真 . 但 对 模 8 而 言 有 
妈 三 1， z2?, z2? 三 0, 1 或 者 4， mm 三 3 或 者 7， 
刀 - 22 三 0, 1 或 者 5， 
5 一 2 三 1,4 或 者 5， 6 一 +? 二 2,5 或 者 6， 
m(5 一 2) 三 3,4 或 者 7， m(6 一 27?) 三 2,3,6 或 者 7， 


然而 , 不 论 如 何 选择 剩余 , (14.9.2) 中 的 式 子 都 是 不 可 能 成 立 的 . 
如 果 m 三 2 (mod 4), 则 选择 t 是 一 个 奇 整数 , 使 得 


2m < 已 <3m， 
如 果 m 足够 大 , 我 们 是 可 以 办 得 到 这 一 点 的 . 此 时 , 下 面 两 式 
-z=m2—2), tt-2=m3—7) (14.9.3) 
中 必 有 一 个 为 真 . 但 对 模 8 而 言 有 m=2 或 者 6, 所 以 
2 一 三 1,2 或 者 6， 3 一 三 2,3 或 者 7， 


:m(2 一 2) 二 2,4 或 者 6， m(3 - z) 三 2,4 或 者 6， 


从 而 (14.9.3) 中 的 式 子 都 是 不 可 能 的 . 

于 是 , 如 果 mm 三 2 或 者 3 (mod 4), 且 如 果 m 足够 大 的 话 , 那么 , kK(Vm) 不 可 能 是 
Euclid 域 . 这 就 是 定理 249. 当然 , 同样 的 结论 对 于 m 三 1 依然 成 立 , 不 过 它 的 证 明 要 
更 为 困难 . 
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本 章 附 注 


14.1 节 至 14.6 节 . 二 次 域 的 理论 在 Bachmann 的 Grundlehren der neueren Zahlentheorie 
(Géschens Lehrbiicherei, no. 3, 第 2 版 , 1931 年 ) 以 及 Sommer 的 Vorlesungen tiber Zahlenthe- 
orie 这 两 部 著作 中 有 详尽 的 侦 述 . Sommer 的 书 有 一 个 法 文 译本 , 这 本 书 的 标题 是 Introduction 立 
la théorie des nombres algébrigues(Paris, 1911 年 ); 而 在 Reid 的 The elements of the theory of 
algebraic numbers(New York, 1910 年 ) 一 书 中 有 关于 这 个 理论 的 更 为 初等 的 说 明 , 其 中 还 有 许多 
数值 例子 . 

14.5 节 . 方程 z? 一 my? = 1 通常 称 为 Pel 方程 , 但 是 这 种 叫 法 实际 上 是 一 种 误解 . 见 Dickson, 
History, ii 第 12 章 , 尤其 是 第 341 页 、 第 351 页 以 及 第 354 页 . 在 Whitford 的 The Pell 
eguation(New York, 1912 年 ) 一 书 中 有 关于 这 个 方程 的 历史 的 完整 说 明 . 

14.7 节 .Heilbronn 和 Linfoot[Quarterly Journal of Math (Oxford), 5 (1934), 150-160 以 及 
293-301] 证 明了 : 除了 14.7 节 末 尾 所 列举 的 那些 复 的 二 次 单 域 之 外 , 最 多 还 有 一 个 复 的 二 次 单 域 . 
Stark[Michigan Math，J. 14(1967), 1-27] 证 明了 : 这 个 额外 的 域 并 不 存在 . Baker( 第 5 章 ) 则 运 
用 他 的 超越 数 方法 证 明了 同样 的 结果 . 

14.8 节 至 14.9 节 ， 定 理 247 本 质 上 属于 Chatland 和 Davenport[Canadian Journal of 
Math. 2(1950), 289-296].Davenport[Proc. London Math. Soc. (2) 53(1951), 65-82] 证 明了 : 如 
果 m > 2 = 16 384, 那么 kV 元 ) 不 可 能 是 Euclid 域 , 他 的 证 明 是 把 定理 247 的 证 明 转 化 为 对 
于 有 限 多 个 m 值 的 研究 .Chatland[Bulletin Amer，Math.，Soc. 55(1949), 948-953] 对 于 早先 的 结 
果 给 出 了 一 系列 的 参考 文献 , 其 中 包括 有 人 错误 地 宜 布 K(V97) 是 Euclid 域 的 这 个 结果 . Barnes 
和 Swinnerton-Dyer[Acta Math. 87(1952), 259-323] 证 明了 : k(V57) 其 实 并 不 是 Euclid 域 . 

我 们 对 定理 248 的 证 明 属于 Oppenheim, Math，Annalen, 109(1934), 349-352, 而 定理 249 
的 证 明 则 局 于 E. Berg, Fysiogr. Sillsk. Lund. Firh. 5(1935),1-6. 

确定 所 有 的 m 使 得 (V7 元 ) 是 单 域 这 一 问题 要 用 难得 多 , 且 至 今 尚 未 解决 . 
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15.1 kk(i) 中 的 素 元 


在 这 一 章 里 , 我 们 首先 来 确定 k(i) 中 的 素 元 以 及 其 他 几 个 二 次 单 域 . 

如 果 关 是 上 (Vi) 中 的 素 元 , 那么 r|Nr = mr, 且 天 ||Nzx|. 于 是 就 存在 正 有 理 整 
数 能 被 r 整除 . 如 果 z 是 具有 此 性 质 的 最 小 的 整数 , 且 有 z = z1z2, 由 于 这 个 域 是 单 
域 , 故 有 

Tlziz2 一 Tlz1 或 者 7|z2， 
但 除非 z1 或 者 zz 是 1, 否则 这 是 一 个 矛盾 , 从 而 z 是 一 个 有 理 素数 . 于 是 r 至 少 整 
除 一 个 有 理 素数 P. 如 果 它 能 整除 两 个 有 理 素数 , 比方 说 整除 p 和 p', 那么 对 于 某 组 
合适 的 z 和 y 就 有 
Tlp, lp — "lpr—py=1, 

这 是 一 对 矛盾 . 

定理 250 ” 单 域 Vm) 的 任何 一 个 素 元 7 都 恰 是 某 一 个 正 有 理 素 数 的 因子 . 

于 是 单 域 的 素 元 可 以 通过 在 有 理 数 域 中 的 因子 分 解 来 确定 . 

首先 考虑 K(i). 如 果 

=a+tilp "A=p, 
那么 
NAaNA=p. 
我 们 或 者 有 NA = 1, 此 时 和 是 一 个 单位 , 而 x 是 p 的 一 个 相伴 数 , 或 者 有 
Nr=a+b=p. (15.1.1) 
(i) 如 果 p =2, 则 有 
了 =12 二 12=(1+i(1 一 iD=il 一 详 . 


从 而 诸 数 1+i, 一 1 +i, 一 1 一 i,1 一 i (它们 是 相伴 数 ) 都 是 k(i) 中 的 素 元 . 

(i 如 果 p = 4n + 3, 则 (15.1.1) 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 平方 数 同 余 于 0 或 者 
4 (mod 4). 从 而 素数 4n+ 3 是 k(i) 中 的 素 元 . 

的 ) 如 果 p 二 4n 十 1 则 由 定理 82 有 (也 ) = 1 故 存在 z 使 得 


plz2+1, pl(z+i)(z—i) . 
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如 果 p 是 k(i) 中 的 一 个 素 元 , 它 就 会 整除 z+i, 或 者 整除 z-i, 然而 这 是 错误 的 , 因为 
数 


不 是 整数 . 因此 p 不 是 素数 . 由 此 推出 p = 7 和 , 其 中 = a+ 抽 入 = a 一 贡 , 从 而 有 
N= 十 如 二 p. 此 时 ,p 可 以 表示 成 两 个 平方 数 之 和 . 


了 的 素 因 子 是 
Ti, 一 让 ,一 i 订 ,和 ,ji 和 ,一 和, —iA, (15.1.2) 
而 且 这 些 数 中 的 任何 一 个 数 都 可 以 用 来 代替 r. 这 八 个 变形 的 数 对 应 下 面 这 八 个 等 式 
(ta)? + (+b)? = (+b)? + (+a)? = 了， (15.1.3) 


又 如 果 有 p = c? + 吧 , 那么 就 有 c+ idlp, 从 而 c + id 就 是 (15.1.2) 中 的 诸 数 之 一 . 于 
是 , 除了 这 几 种 变形 的 数 之 外 , p 表示 成 平方 和 的 表示 法 是 唯一 的 . 


定理 251 。 有理 素 数 p 二 4n 十 1 可 以 表示 成 两 个 平方 数 之 和 . 
定理 252 上 (i) 中 的 素 元 是 : 
(1) 1+i 以 及 它 的 相伴 数 ; 


(2) 有 理 素数 hn 十 3 以 及 它们 的 相伴 数 ; 
(3) 有 理 素数 hn 十 1 的 因子 a 十 


15.2 k(i) 中 的 Fermat 定理 


作为 k(i) 中 算术 的 一 个 描述 , 我 们 选取 与 Fermat 定理 类 似 的 一 个 结果 . 我 们 只 
考虑 与 定理 71 类 似 的 结果 , 而 不 考虑 与 更 一 般 的 Fermat-Euler 定理 类 似 的 结果 . 在 
此 , 值得 复述 的 是 : 当 我 们 在 一 个 域 (3) 中 讨论 问题 时 , y|(a 一 8) 以 及 


as8 (mod ) 


的 含义 就 是 a - 8 = ky, 其 中 < 是 这 个 域 中 的 一 个 整数 . 

我 们 分 别 用 p 和 4 来 记 形 如 4n + 1 和 4n + 3 的 有 理 素数 , 而 用 来 记 k(i) 中 
的 素 元 . 我 们 仅 限于 研究 (2) 和 (3) 这 两 种 类 型 的 素 元 , 即 范 数 是 奇数 的 素 元 . 从 而 r 
是 某 个 q, 或 者 是 某 个 p 的 一 个 因子 . 记 d(r) = Nr 一 1 则 有 


gr) =pP-1 (rlp), $n) = -1 (r=9). 
定理 253 如果 (ar) =1, 那么 a$() 二 1 (mod 7). 
假设 a = 1+im. 那么 , 根据 定理 75 知 , 当 rlp 时 有 记 =i 以 及 


ap = (1 + im)?=1? + (im)? = [? + im? (mod p). 
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故而 由 定理 70 有 a? 三 1+im = a (modp). 同样 的 同 余 式 对 于 mod x 也 为 真 , 从 而 可 
以 去 掉 因子 a 
当 x=g 时 ,有 六 = -i 以 及 


oa = (1 二 im) 三 1 - im?=! 一 im = & (mod 9g). 
类 似 地 , 5? 三 a, 从 而 
az =0, a -l=1 (mod gq) . 

这 个 定理 也 可 以 按照 与 6.1 节 中 的 证 明 对 应 的 路 线 加 以 证 明 .比方 说 , 假设 r = 

a 十 项 |p. 那么 数 
(a+bi)(c+di) =ac— bd+i(lad + be) 

就 是 的 一 个 倍数 . 而 且 , 由 于 (a,6) = 1, 故 可 以 选取 c 和 d, 使 得 cd + ic = 1. 于 是 
存在 一 个 s 使 得 rls 十 i. 

现在 考虑 诸 数 

r=0, 1 2 .…，Nr-1=o2 二 刀 一 1 


它们 显然 是 不 同 余 的 (mod 7). 如 果 z+vi 是 (i) 中 任何 一 个 整数 , 那么 就 存在 一 个 
7, 使 得 
Z 一 sr (mod Nr)， 
这 样 就 有 
T+ yi=y(s +i)+r=r (modr). 


于 是 诸 > 就 构成 一 个 “完全 剩余 系 "(mod 7). 

如 果 a 与 7 互 素 , 那么 , 与 在 有 理 数 的 算术 中 一 样 , 诸 数 ar 也 构成 一 个 完全 剩 
余 系 .3 从 而 条 (ar) 三 了 7 (mod 7), 于 是 得 到 与 6.1 节 中 相同 的 定理 . 

在 其 他 情形 中 , 证 明 是 类 似 的 , 但 是 “完全 剩余 系 ”的 构造 方法 有 所 不 同 . 


15.3 ”kk(p) 中 的 素 元 


Kk(p) 中 的 素 元 也 是 有 理 素数 的 因子 , 而 且 这 里 也 有 三 种 情形 . 
(1) 如 果 p = 3, 则 有 
p=(1-p1-p=(+p=-pj2= 一 (1 一 站 2. 


根据 定理 221, 1 - p 是 一 个 素 元 . 
(2) 如 果 p 三 2 (mod 3), 则 不 可 能 有 Nx = p, 这 是 因为 


AN = (2a — b)? + 3b? 
四 与 定理 58 比较 . 这 个 证 明基 本 上 是 一 样 的 . 
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同 余 于 0 或 者 同 余 于 1 (mod 3). 从 而 p 就 是 k(p) 中 的 一 个 素 元 . 
(3) 如 果 p=1 (mod 3), 那么 根据 定理 96 有 ， 


-3 
(BD) 

从 而 有 ?|z2 + 3. 这 样 一 来 , 就 像 15.1 节 中 一 样 可 以 推出 : p 可 以 被 一 个 素 元 r = a+bp 
整除 , 于 是 有 p= Nr = a2 一 中 十 妨 . 

定理 254 ”有 理 素数 3n 十 1 可 以 表示 成 02 一 ab 十 b 的 形式 . 

定理 255 上 (p) 中 的 素 元 是 : 

(1) 1 一 p 以 及 它 的 相伴 元 ; 

(2) 有 理 素数 3n 十 2 以 及 它们 的 相伴 元 ; 

(3) 有 理 素数 3n 十 1 的 因子 a 十 bp. 


15.4 k(V3) 和 kk(V5) 中 的 素 元 


在 其 他 单 域 中 的 讨论 可 以 类 似 地 进行 . 例如 , 在 K(V3) 中, 要 么 p 是 一 个 素 元 , 要 
么 有 
Nr = a? — 2b? = +p. (15.4.1) 


每 个 平方 数 同 余 于 0, 1 或 者 4 (mod 8), 且 当 p 是 8n 土 3 时 , (15.4.1) 是 不 可 能 的 . 当 
了 是 8n 士 1 时 , 根据 定理 95 可 知 , 2 是 p 的 二 次 剩余 , 可 以 如 前 面 那样 来 证 明 p 是 可 
以 因子 分 解 的 . 最 后 有 2 = (V3)”, 而 V2 则 是 素 元 . 


定理 256 kk(V5) 中 的 素 元 是 (1) V2; (2) 有 理 素 数 8n 士 3; (3) 有 理 素数 8n 士 1 
的 因子 a 十 bV2( 以 及 这 些 数 的 相伴 数 ). 


由 于 在 15.5 节 中 我 们 需要 用 到 一 个 结果 , 所 以 再 来 考虑 一 个 例子 . k(V5) 中 的 整 
数 是 数 a + bw, 其 中 a 和 5b 是 有 理 整 数 , 而 


w= B+ VD). (15.4.2) 
a 十 bw 的 范 数 是 a? + 唉 一 刀 . 诸 数 
二 wutn (n=0,1,2,...) (15.4.3) 


都 是 单位 , 可 以 如 同 在 14.5 节 中 一 样 来 证 明 : 不 再 存在 其 他 的 单位 了 . 
该 域 中 素 元 的 确定 有 束 于 方程 


Nr=a+ab—b=p, 
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也 即 方程 
(2a + 6b)? — 5b? = 4p. 


如 果 p= 5n 土 2, 则 有 (2a 十 ?三 土 3 (mod 5), 而 这 是 不 可 能 的 . 从 而 这 些 素数 都 是 
k(V5) 中 的 素 元 . 
如 果 p = 5n 士 1 则 根据 定理 97 有 


Ot 
因而 对 某 个 > 有 p|(z? -5), 如 前 一 样 我 们 可 以 断言 , p 是 可 以 因子 分 解 的 . 最 后 有 
5= (V5)2 = (2w 一 1)2. 
定理 257 (V5) 中 的 单位 是 诸 数 (15.4.3). 其 中 的 素 元 是 (1) V5; (2) 有 理 素数 
5m 士 2; (3) 有 理 素数 5m 士 1 的 因子 a 十 buw( 以 及 它们 的 相伴 数 ). 
我 们 也 需要 一 个 与 Fermat 定理 类 似 的 结果 . 


定理 258 如 果 p 和 4 分 别 表示 有 理 素数 5m 士 1 和 5n 土 2, 9(7) =|N7| 一 1, 使 
得 


$7)=p—1 (rlp)，4r)= 呈 -1 (r=9) 
以 及 (a,T) = 1, 那么 就 有 


at(®) m1 (mod 7), (15.4.4) 
aor-l=1 (mod 7), (15.4.5) 
atls= Na (mod 9). (15.4.6) 


此 外 , 如果 7|p, 夏 是 的 共 纯 元 , (a,7) 二 1, 且 (oa 万 ) = 二 1, 那么 就 有 
a?-1=1 (mod p). (15.4.7) 


首先 , 如 果 
2a = c+ dvs, 


那么 就 有 
2ap 三 (2a)jz = (c+ dV5)?=c + dr53(p-D V5 (mod p). 
但 是 
-Dm (二 
S10-D) = @) = 1 (mod p), 


cp=c, 且 d?==d. 于 是 有 
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2a?=c+ dV5 = 2a (mod p), (15.4.8) 
当然 也 有 
2az 三 2a (mod 7). (15.4.9) 


由 于 (2,7) = 1 以 及 (oa,r) = 1, 可 以 用 2a 来 除 上 面 的 式 子 , 从 而 得 到 (15.4.5). 如 果 
也 有 {o, 元 ) = 1, 使 得 有 (a,p) = 1, 则 可 以 用 2a 来 除 (15.4.8) 式 , 这 就 得 到 (15.4.7). 
类 似 地 , 如 果 q > 2, 则 有 


2a=c— dV5 = 26; a’=a (mod 9)， (15.4.10) 
atl=oa = Na (mod 9g). {15.4.11) 
这 就 证 明了 (15.4.6).(15.4.10) 也 列 含 了 
oag =m=a (modg), 


-1 1 (mod q). (15.4.12) 


最 后 将 (15.4.5) 和 (15.4.12) 合 在 一 起 就 得 到 (15.4.4). 

如 果 g = 2, 则 此 证 明 失 效 , 但 是 (15.4.4) 和 (15.4.6) 仍然 成 立 . 如 果 a = e+ ju， 
则 e 和 f 中 有 一 个 是 奇数 , 从 而 Na = e? + ef -- f? 也 是 奇数 . 加 之 , 对 于 mod 2 而 
言 有 


m=e + fw =et+ juo2 =et+f(w+l)=et+f(l—w)=e+/fw=a 
以 及 
oa=aa = Na=1. 


顺便 注意 到 , 我 们 的 结果 附带 给 出 定理 180 一 个 另外 的 证 明 . 


Fibonacci 数 是 
vu WD" wo 
” ww-i VS 
其 中 心 是 数 (15.4.2), 而 = 一 1/w 则 是 它 的 共 罗 . 
如 果 n =p, 那么 


wr ls1 (mod p), wr!=1 (mod p) ， 
Up-1V5 = wr ! ~ WP es=0 (mod p), 
于 是 up-1=0 (mod p). 如 果 n = g, 则 有 
wtlisNw, WtliaNw (mod 9) ， 
usr1V5=0 (mod 9) 
以 及 ugt1 二 0 (mod 9). 
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15.5 ”Mersenne 数 Msn+s 的 素性 的 Lucas 判别 法 


现在 可 以 来 证 明 一 个 不 寻常 的 定理 , 这 个 定理 无 论 如 何 从 本 质 上 来 看 都 应 该 属于 
Lucas, 且 此 定理 包含 了 一 个 判断 Man+s 素性 的 “充分 必要 条 件 ”. 许多 “充分 必要 条 
件 ”仅仅 包含 了 表达 问题 的 转换 ， 然 而 这 个 定理 却 给 出 了 一 个 有 实用 价值 的 检验 法 ， 
可 以 应 用 到 原本 无 法 下 手 的 问题 . 

用 rm = w?”+w?” 来 定义 一 个 序列 


Trl72:73… "= 3,7,47,.…, 


其 中 w 是 数 (15.4.2), 而 页 = -1/w. 那么 rm+1 = 72, 一 2. 按照 10.14 节 中 的 记号 , 有 
rm = um, 没有 两 个 rm 能 有 公约 数 , 这 是 因为 


(i) 它们 全 是 奇数 ; 
而 且 , 对 任何 奇 素数 模 都 有 
(DD) rmn=0— rmhi= -2—7=2 (Vv>m+1). 


定理 259 如果 p 是 一 个 形 如 4n 十 3 的 素数 , 且 
M=M,=27—1 
是 对 应 的 Mersenne 数 , 那么 M 是 素数 , 如 果 
rp-1=0 (mod M), (15.5.1) 
反之 则 它 是 合 数 . 
(1) 假设 M 是 素数 . 由 于 
M=8.16" — 1=8 — 1=2 (mod 5), 
可 以 在 (15.4.6) 中 取 a = w,g = M. 因此 
wuw2 =wM+tlsNw = -1 (mod M), 
rp-1 = (oz + 1)=0 (mod M), 


这 就 是 (15.5.1). 
(2) 假设 (15.5.1) 为 真 . 那么 


Ww” +1=w2 rp-i=0 (modM), 
w= —1 (modM), (15.5.2) 
w=1 (mod M). (15.5.3) 
当然 , 同样 的 同 余 式 对 于 任何 能 整除 M 的 模 > 也 为 真 . 
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假设 
M = pip2a* qq 

是 M 分 解 成 有 理 素数 乘积 的 表达 式 , p; 是 形 如 5n 土 1 的 素数 (从 而 p; 是 这 个 
域 中 两 个 共 罗素 元 的 乘积 ), 而 g 是 形 如 5m 士 2 的 素数 . 由 于 M 三 2 (mod 5), 故 至 少 
有 一 个 这 样 的 gq; 存在 . 

根据 (15.5.3), 当 z = 2?+! 时 , 同 余 式 wz 和 皇 1 (mod 7)[ 也 称 为 P(z)] 为 真 . 又 根 
据 定 理 69, 它 的 最 小 的 正 数 解 是 2?+! 的 一 个 因子 . (2?+1 的 ) 这 些 因子 中 , 除了 2P+1 
以 外 的 是 2?,2?-1,…, 而 根据 (15.5.2), P(z) 对 所 有 这 些 因子 均 不 成 立 . 从 而 2?1+1 就 
是 最 小 的 解 , 任何 一 个 解 都 是 这 个 解 的 倍数 . 

但 是 , 根据 (15.4.7) 和 (15.4.6) 得 


wP'-l=1 (mod pi), 
w(t) (Nw)?=1 (mod gj). 
于 是 pi 一 1 和 2(g; +1) 都 是 2p+1 的 倍数 , 且 对 某 个 h; 和 与 有 
Pi= 2°+1hi+1, 
qj= 2Pk; ~— 1. 
第 一 个 假设 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 它 的 右边 大 于 M. 而 第 二 个 假设 也 是 不 可 能 的 , 除 
非 有 


k=1, qg=M. 
从 而 M 是 素数 . 
定理 259 中 的 检验 法 仅 对 p 三 3 (mod 4) 适用 . 数列 
4,14,194,.…- 


(它们 是 用 同样 的 方法 构造 出 来 的 ) 给 出 一 个 对 于 任意 的 p 的 (与 上 述 检 验 法 完全 相 
同 的 ) 检验 法 . 在 这 种 情形 , 相关 的 域 是 k(V3). 我 们 已 经 在 定理 259 中 选用 了 这 个 检 
验 法 , 因为 它 的 证 明 要 稍微 简单 一 些 . 

来 举 一 个 简单 明显 的 例子 , 假设 p = 7, M。 = 127. 此 时 定理 259 中 的 数 rw 经 过 
mod M 化 简 即 为 


3, 7, 47, 2 207 三 48， 2 302 三 16， 254==0, 


故而 127 是 素数 . 例如 , 如 果 p = 127, 我 们 就 必须 要 将 125 个 剩余 进行 平方 , 这 就 要 
包含 多 达 39 位 数字 (在 十 进 制 下 ), 这 样 的 计算 量 在 一 段 时 间 里 是 相当 巨大 的 , 不 过 
还 是 可 以 实际 操作 的 , Lucas 正 是 用 这 样 的 方法 证 明了 M127 是 素数 . 电子 计算 机 的 
构造 使 得 这 些 检验 法 可 以 应 用 到 更 大 的 p 所 对 应 的 Mp 上 去 . 这 些 计 算 机 通常 使 用 
二 进 制 进行 计算 , 在 这 种 计算 机 下 , 按照 模 2" 一 1 作 化 简 特别 简单 . 当然 , 这 种 计算 机 
的 最 大 好 处 自然 还 是 它们 的 速度 . 正 是 这 样 ,Tuckerman 在 一 台 IBM 360/91 型 计算 
机 上 花 了 大 约 35 分 钟 的 时 间 对 Mie 937 进行 了 检验 . 
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15.6 ”二 次 域 算术 上 的 一 般 性 注释 


在 一 个 不 是 单 域 的 域 中 (例如 在 像 (v=5) 或 者 k(V10) 这 样 的 域 中 ) 算术 的 结 
构 需要 有 新 的 思想 , 这 些 想法 (虽然 并 不 是 特别 困难 ) 不 能 在 这 里 系统 地 展开 . 我 们 只 
能 增加 若干 注解 , 对 于 那些 希望 更 进一步 研究 这 个 问题 的 读者 来 说 , 这 些 注解 可 能 会 
有 些 用 处 . 

下 面 来 讲述 已 经 研究 过 的 那些 “ 单 域 " 所 共有 的 三 个 性 质 A,B 和 C. 这 些 性 质 全 
都 是 Euclid 算法 的 推论 ( 当 这 样 一 个 算法 存在 的 时 候 ), 我 们 正 是 在 这 些 域 中 证 明了 
这 些 性 质 . 然而 , 这 些 性 质 在 任何 单 域 中 都 是 成 立 的 ,而 不 论 该 域 是 否 为 Buclid 域 . 我 
们 不 打算 来 证 明 这 么 多 , 不 过 稍微 考虑 一 下 它们 之 间 的 逻辑 关系 将 会 是 有 教 益 的 . 

A. 如 果 a 和 6 是 这 个 城中 的 整数 , 那么 就 存在 一 个 整数 5 具有 性 质 

6la, 618 (Ai) 
以 及 
fila, 518 — 6116. (Ai) 

从 而 5 是 a 和 的 最 高 的 (或 者 说 “最 大 的 ") 公约 数 (a, 8), 如 同 我 们 在 12.8 节 
中 的 k(i) 中 所 定义 的 一 样 

B. 如 果 a 和 有 是 这 个 域 中 的 整数 那么 存在 一 个 整数 5 具有 性 质 

5la ,5l8 (Bi) 


以 及 5 是 a 和 日 的 线性 组 合 , 即 存在 整数 入 和 使 得 
Mt+pB=6. (Bi 这 


显然 B 副 含 A, (Bi) 与 (Ai) 相同 , 具有 性 质 (Bi) 和 (Bii) 的 5 也 具有 性 质 (Ai) 
和 (Aii), 相反 的 结论 虽然 在 我 们 现在 感 兴趣 的 诸 二 次 域 中 均 为 真 , 但 它 并 不 是 很 显然 
的 结果 , 而 是 要 依赖 于 这 些 域 所 具有 的 特殊 性 质 . 
有 这 样 一 些 “ 域 ", 其 中 的 “整数 " 具有 在 A 而 不 是 在 B 的 意义 下 的 最 大 公约 数 . 例如, 两 个 
独立 变 熏 的 、 系 数 是 有 理 数 的 所 有 有 理 函数 
Pl(z,y) 


Mey) = Go,y) 


组 成 的 集合 就 是 一 个 在 14.1 节 末 尾 所 说 明 的 意义 下 的 域 . 我 们 可 以 把 这 个 域 中 的 多 项 式 P(z,y) 
称 为 “整数 ", 当 两 个 多 项 式 仅 相差 一 个 常数 因子 时 , 我 们 就 把 这 两 个 多 项 式 视 为 相同 . 两 个 多 项 式 
在 A 的 意义 下 有 最 大 公约 数 . 因此 z 和 y 有 最 大 公约 数 1. 然而 不 存在 多 项 式 P(z,y) 和 Q(z,y) 
使 得 有 


ZzP(z,Yy) + yQ(z,Y) = 1. 
C. 在 域 中 的 因子 分 解 是 唯一 的 : 域 是 单 域 . 
显然 B 蕴含 C, 因为 (Bi) 和 (Bii) 蕴含 
lo, By, Mry+uB = 7, 
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_ 所 以 
(a7, 87) = 67. (15.6.1) 
如 同 在 12.8 节 中 一 样 , 由 此 就 得 出 C. 
A 蕴含 C 这 一 点 不 那么 明显 , 但 是 可 以 如 下 来 予以 证 明 . 只 要 由 A 推导 出 (15.6.1) 
就 足够 了 . 令 


(am, BY) 一 A 
那么 
6la, 6516 — 67lay, 67|B7Y. 
因此 , 根据 (Ai 有 
lA, 
从 而 可 没 
A = bryp. 
但 是 Alay, A18Yy, 故而 有 
6pla, 6p|B. 
所 以 , 再 次 利用 (Aii) 即 得 
5p15， 


从 而 p 是 一 个 单位 , 且 有 A = 6%. 

另 一 方面 , 显然 C 蕴含 A, 因为 5 是 与 a 和 6 的 所 有 公共 素 因子 的 乘积 . 而 C 
蕴含 B 则 仍然 不 那么 明显 , 如 同 从 A 推导 出 B 那样 , 它 要 依赖 于 问题 中 所 涉及 的 域 
的 特殊 的 性 质 .” 


15.7 ”二 次 域 中 的 理想 


所 有 的 二 次 单 域 都 具有 另外 一 个 共同 的 性 质 . 我 们 重点 考虑 域 (i), 它 的 基 (14.3 
节 ) 是 [Li]. 

一 个 格 AY 是 所 有 的 点 ”ma + ng 组 成 的 集合 , a 和 8 是 3.5 节 中 的 点 P 和 @Q， 
而 m 和 n 则 取 遍 有 理 整 数 . 称 [a, 5| 是 A 的 一 组 基 , 并 记 成 A = fa, 8]. 当然 , 一 个 
格 会 有 许多 不 同 的 基 . 格 是 在 2.9 节 的 意义 下 的 一 个 模 , 且 对 于 任何 有 理 整 数 m 和 ne 
有 性 质 


PEA，oEA 一 mp 二 naEA 人 . (15.7.1) 
在 格 中 有 一 个 特别 重要 的 子 类 . 假设 格 A 除了 (15.7.1 之 外 还 具有 性 质 
EA—iyeAh. (15.7.2) 


@ 事实 上 , 这 两 个 推理 都 依赖 于 二 次 域 的 理想 理论 的 基础 知识 中 正好 和 需要 的 那些 方法 . 
四 见 3.5 节 . 然而 , 在 那里 我 们 是 将 符号 A 保留 用 来 表示 主格 . 
图 在 Argand 图 中 , 对 于 作为 它 的 下 标的 是 一 个 点 还 是 一 个 数 ， 我 们 不 加 以 区 分 . 
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则 显然 my e A 以 及 niy e 人, 所 以 对 ki) 中 的 每 个 整数 六 有 
7EA 一 HEA， 


用 kfi) 中 的 整数 来 乘 人 中 的 点 所 得 到 的 所 有 倍数 也 都 是 人 的 点 . 这 样 一 个 格 称 为 一 
个 理想 (ideal), 如 果 A 是 一 个 理想 , 且 p 和 vc 属于 A, 那么 up + vc 也 属于 A: 对 所 
有 整数 yy 和 v， 

pEAoEA— jp+vo €A. (15.7.3) 


这 个 性 质 包含 了 (15.7.1), 但 要 比 (15.7.1) 的 含义 要 多 得 多 . 

现在 假设 A 是 一 个 以 [a, 8] 作为 基 的 理想 , 且 (os 6) = 5. 那么 A 的 每 个 点 都 是 
5 的 一 个 倍数 . 此 外 , 由 于 5 是 a 和 有 的 一 个 线性 组 合 , 所 以 5 以 及 5 的 所 有 倍数 都 
是 A 中 的 点 . 从 而 A 是 由 5 的 所 有 倍数 组 成 的 类 . 而 且 反 过 来 显然 可 见 , 5 的 任何 倍 
数组 成 的 类 都 是 一 个 理想 A. 任何 理想 都 是 该 城中 一 个 整数 的 倍数 组 成 的 类 , 任何 这 
祥 的 一 个 类 也 都 是 一 个 理想 . 

如 果 A 是 由 p 的 倍数 组 成 的 一 个 类 , 记 A = {p}. 特别 地 , 由 该 域 中 所 有 整数 构 
成 的 基本 格 就 是 {1}. 

整数 p 的 性 质 可 以 被 重新 表述 成 理想 {p} 的 性 质 . 从 而 lp 就 意味 着 {p} 是 {0} 
的 一 个 部 分 . 这 样 就 可 以 说 成 “fp} 可 以 被 {o} 整除 ", 并 记 为 {c} |{p} . 或 者 再 次 可 
以 写成 {fc}lp ， p=0 (mod {fcj), 这 些 结论 的 含义 是 : 数 p 属于 理想 {0}. 按照 这 种 
方式 , 可 以 把 域 中 的 算术 整个 地 用 理想 的 术语 重新 表述 出 来 , 尽管 如 此 , 在 k(i) 中 用 
这 样 的 重新 表述 没有 得 到 任何 本 质 上 新 的 东西 . 一 个 理想 总 是 由 一 个 整数 的 倍数 所 组 
成 的 一 个 类 , 新 的 算术 仅仅 是 老 的 算术 逐 字 逐 句 的 翻译 . 

然而 , 可 以 在 任何 一 个 二 次 域 中 定义 理想 , 我 们 希望 运用 复 平面 的 几何 映像 
而 我 们 将 仅仅 考虑 复 域 

假设 k(V 而 ) 是 一 个 以 [lo 为 基 的 复 域 .? 可 以 如 同上 面 在 k(i) 中 所 做 的 那样 来 
定义 一 个 格 , 并 定义 理想 是 具有 性 质 


TEA 一 wTEA (15.7.4) 


的 一 个 格 , 这 个 性 质 与 (15.7.2) 类 似 ， 如 同 在 k(i) 中 一 样 , 这 样 一 个 格 也 具有 性 质 
(15.7.3), 而 这 个 性 质 还 可 以 用 来 作为 理想 的 另 一 个 可 供 选 择 的 定义 . 

由 于 两 个 数 a 和 6 不 一 定 有 “最 大 公约 数 ”, 我 们 不 再 能 证 明理 想 r 一 定 有 {p} 
的 形式 . 任何 {p} 都 是 一 个 理想 , 但 是 相反 的 结论 一 般 不 成 立 . 但 是 上 面 的 那些 定义 
(从 逻辑 上 讲 , 这 些 定义 与 这 种 约 化 无 关 ) 仍然 适用 . 我 们 定义 


slr 


的 意义 是 , r 中 的 每 个 数 都 属于 s; 定义 p 二 0 (mod s) 的 意义 是 , p 属于 s. 这 样 一 来 ，- 
我 们 就 可 以 针对 理想 来 定义 像 整 除 性 、 因 子 以 及 素 元 这 些 概 念 , 由 此 可 以 葛 定 算术 的 


@ 当 m1(mod 4) 时 , w = Vm. 
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基础 , 这 种 算术 从 任何 一 个 方面 来 看 都 与 在 通常 的 单 域 中 的 算术 一 样 广泛 , 且 在 这 种 
通常 的 算术 失效 的 地 方 有 可 能 是 有 用 的 . 这 种 希望 的 正确 性 , 以 及 理想 这 个 概念 引导 
到 在 任何 域 中 重新 完整 地 建立 起 算术 , 这 些 都 在 关于 代数 数论 的 系统 的 专著 中 得 以 展 
现 . 这 种 重新 构造 在 实 域 中 如 同 在 复 域 中 一 样 有 效 , 尽管 在 实 域 中 几何 语言 并 不 完全 
合适 . 

特殊 类 型 的 理想 {p} 称 为 一 个 主 理想 (principal ideal). 本 节 开 始 的 时 候 所 提 及 的 
二 次 单 域 的 第 4 个 特征 性 质 是 : 

D. 单 域 的 每 个 理想 都 是 主 理想 . 

当 该 域 是 一 个 复 域 时 , 这 个 性 质 还 可 以 表述 成 简单 的 几何 形式 . 在 k(i) 中 , 一 个 
理想 [也 即 是 一 个 具有 性 质 (15.7.2) 的 一 个 格 ] 是 一 个 正方 形 . 这 是 因为 它 形 如 {p}， 
且 可 以 被 看 成 是 以 原点 、 点 p 以 及 点 ip 为 基础 的 直线 作成 的 图 形 . 更 一 般 地 有 

EE. 如果 mm <0 且 上 Vm) 是 单 域 , 那么 (Vm) 中 的 每 个 理想 都 是 一 个 格 , 这 个 格 
的 形状 与 该 域 中 所 有 整数 作成 的 格 相似 . 在 上 V-=5) 中 这 个 结论 不 真 , 验证 这 一 点 将 
是 富有 教 益 的 . 格 ma+nB =m.3+n(-1+ V5) 是 一 个 理想 , 因为 w= V(-5) 且 
有 


wa=a+3B, wh= -2a— 8. 


但 是 , 如 同 在 图 7? 中 所 指出 的 那样 (这 当然 也 可 以 用 解析 方法 加 以 验证 ), 这 个 格 
与 该 域 中 所 有 整数 作成 的 格 并 不 相似 . 


NININN 
NNTNIN 
JNINININ 


15.8 其 他 的 域 247 


15.8 ”其 他 的 域 


我 们 通过 对 几 个 特别 有 趣 的 类 型 的 非 二 次 域 作出 若干 评注 来 结束 本 章 . 其 中 的 大 
多 数 结论 的 验证 请 读者 自己 去 完成 . 

0) 域 K(V234i). 数 乡 = V2+i 满足 54 282 十 9 = 0, 这 个 数 定义 了 一 个 域 , 将 它 
记 为 k(V2+i). 这 个 域 中 的 数 是 


€=r+si+tV2+uiv2, (15.8.1) 
其 中 7,s,t,u 是 有 理 数 . 该 域 中 的 整数 是 
€ =a+bi+cV2+div2, (15.8.2) 


其 中 a 和 4b 是 整数 , 而 c 和 d 要 么 两 者 都 是 整数 , 要 么 两 者 都 是 奇 整数 的 一 半 . 

€ 的 共 思 数 是 &1, 62,&3, 这 些 数 是 通过 在 (15.8.1) 或 者 (15.8.2) 中 将 1 和 V2 这 两 
个 数 中 的 某 一 个 数 的 符号 加 以 改变 , 或 者 同时 改变 这 两 个 数 的 符号 得 来 的 , 而 上 的 范 
数 NE 则 定义 为 NE = 5&1&263. 整除 性 等 概念 如 同 在 已 经 研究 过 的 域 中 一 样 定 义 . 在 
这 个 域 中 有 Euclid 算法 , 且 因 子 分 解 是 唯一 的 . 

(让 域 K(VZ+ V3). 数 如 = V2+ V3 满足 方程 


从 一 1092+1= 0. 


这 个 域 中 的 数 是 
<=r+sV2+tV3+uV6， 


该 域 中 的 整数 是 
€=a+bV2+cvV3+dv6, 


其 中 a 和 c 是 整数 , 而 b 和 d 要 么 两 者 都 是 整数 , 要 么 两 者 都 是 奇 整数 的 一 半 . 该 域 
中 仍然 有 Euclid 算法 , 且 因子 分 解 是 唯一 的 . 
这 些 域 是 “四 次 域 ” 的 简单 例子 . 
(这 ) 域 上 (ei). 数 9 = eli 满足 方程 
95—1 


+ 人 | 
+++1 一 0 


这 个 域 是 除了 k(i) 和 k(p) 以 外 最 简单 的 “分 圆 " 域 .2 
这 个 域 中 的 数 是 5 = > + sg 十 92 + u93, 而 这 个 域 中 的 整数 是 与 7, s,t,w 为 整数 
时 所 对 应 的 那些 数 . 的 共 斩 数 是 6, 6a,6s, 这 些 数 是 通过 将 ? 依次 改变 成 2, 态 ,4 


加 在 这 个 域 中 定理 215 与 12.8 节 中 令 述 的 相同 . 它 的 证 明 需 要 一 些 计算 . 
四 域 (5)(5 是 一 个 n 次 本 原单 位 根 ) 称 为 分 转 域 , 是 因为 了 和 它 的 罕 愉 为 单位 圆 的 一 个 内 接 正 n 边 形 
诸 项 点 的 复数 坐标 . 


| 
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得 来 的 , 而 & 的 范 数 NE 是 NE = 8&61&26s. 该 域 中 有 Euclid 算法 , 且 因 子 分 解 是 唯一 
的 . 

k(i) 和 k(p) 中 单位 的 个 数 是 有 限 的 . 在 k(e#s) 中 单位 的 个 数 是 无 限 的 . 由 于 


(二 四 [3 寺 如 十 总 十 洪 ) 


且 纪 + 太 二 如 十 列 = 一 1 赦 而 1+ 和 它 所 有 的 军 都 是 单位 . 

当 n=5 时 , 如 果 希 望 用 13.4 节 的 方法 来 证 明 “Fermat 大 定理 ”的 话 , 我 们 必须 
要 考虑 的 显然 正 是 这 个 域 . 其 证 明 遵循 同样 的 路 线 , 但 证 明 的 细节 中 会 出 现 各 种 复杂 
的 情形 . 

当 n= 3,4,5,8 时 ®, 由 一 个 n 次 本 原单 位 根 所 定义 的 域 是 在 14.7 节 的 意义 下 的 
单 域 . 


本 章 附 注 


15.5 节 . Lucas 对 Mp 的 素性 陈述 了 两 个 检验 法 , 但 是 他 对 定理 的 表述 有 所 改变 , 且 从 未 发 表 
过 任何 一 个 定理 的 完全 证 明 . 正文 中 所 用 的 论证 方法 属于 Western, Journal London Math. Soc. 
7(1932), 130-137， 第 二 个 定理 (在 正文 中 没有 证 明 ) 就 是 在 这 一 节 的 倒数 第 二 段 中 所 提 到 的 那个 
结果 .Western 利用 域 k(V3) 证 明了 这 个 定理 ， 其 他 的 与 代数 数论 无 关 的 证 明 由 D. H. Lehmer, 
Annals of Math. (2) 31 (1930), 419-448 以 及 ,Journal London Math. Soc. 10(1935),162-165 给 
出 . 

Newman 教授 将 我 们 的 注意 力 吸 引 到 下 面 的 结果 上 来 , 这 个 结果 可 以 用 本 节 中 的 论证 方法 的 
一 种 简单 延 拓 来 加 以 证 明 . 

设 用 < 2m 是 奇数 M 二 2mh 一 1 三 土 2 (mod 5), 且 


R=wr+w*, R=R-1-2 (>2) 
那么 M 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 
Rn_i=0 (mod M). 


这 个 结论 是 由 Lucas[Amer，Journal of Math. 1 (1878), 310] 陈述 的 , 它 对 形 如 N = 2™h 寺 1 
的 数 给 出 了 一 个 类 似 (但 是 好 像 有 错误 ) 的 检验 法 ， 然 而 , 后 者 的 素性 可 以 用 定理 102 的 检验 法 
加 以 判断 , 这 个 检验 法 也 要 求 m 次 平方 以 及 关于 模 N 的 化 简 . 这 两 个 检验 法 为 寻求 大 的 素数 对 
(p,p 十 2) 提供 了 一 个 有 实用 价值 的 方法 . 

15.6 节 至 15.7 节 . 这 几 节 根据 Ingham 先生 的 批评 意见 作 了 重大 的 改进 , 他 阅读 过 较 早 时 写 
的 一 个 版 本 .15.6 节 中 有 关 多 项 式 的 一 个 评注 属于 Bochner, Journal London Math，Soc. 9(1934)， 
4. 


15.8 节 , 在 Landau 的 Vorlesungen, iii, 228-231 中 有 关于 kfegmi) 是 一 个 Buclid 域 的 证 明 . 


@e 纪 =e 所 = 堪 是 kVE+1) 中 的 一 个 数 ， 


第 16 章 ”算术 函数 $9(n), 4(n), dg(m)， o(n),r(n) 


16.1 函数 p(n) 


本 章 和 下 面 两 章 要 研究 n 的 某 些 “ 算 术 函数 ” 的 性 质 . 所 谓 算术 函数 就 是 正 整数 
的 函数 f(n), 这 种 函数 是 用 表达 n 的 某 些 算术 性 质 的 方式 加 以 定义 的 . 
对 于 n> 1 函数 p(n) 在 5.5 节 中 定义 为 小 于 n 的 正 整数 中 与 n 互 素 的 整数 个 


数 . 我 们 证 明了 (定理 62) 
1 
b(n) =n 1——|]. (16.1.1) 
G3) 


这 个 公式 也 是 由 下 面 的 定理 表达 的 一 般 原理 的 一 个 直接 推论 . 


定理 260 ”如 果 有 N 个 物体 ,其 中 有 Na 个 有 性 质 a, 有 Na 个 有 性 质 B，… ， 
有 Nag 个 有 性 质 a 条 … ,有 Nagy 个 有 性 质 a,B 和 7，… ,如 此 下 去 , 那么 没有 
QB,7Y,… 中 任何 一 种 性 质 的 物体 的 个 数 是 


六 一 Na 一 Ne 一 … 十 Nap 十 … 一 Napr 一 …. (16.1.2) 


假设 O 是 恰 有 a,B,… 中 上 个 性 质 的 一 个 物体 , 那么 O 就 对 N 贡献 出 1. 如 果 
大 > 1, 那么 O 也 对 Na, Ns,… 中 的 个 贡献 了 1, 对 Nag,… 中 的 未 (k 一 1) 个 贡 
献 了 1 对 Napy,… 中 的 


k(k — 1)(k— 2) 
lx2x3 
个 贡献 了 1, 如 此 等 等 . 因此 , 如 果 人 > 1, 那么 它 就 对 和 式 (16.1.2) 贡献 了 
—1)(k— 


另 一 方面 , 如 果 = 0, 它 就 对 (16.1.2) 给 出 贡献 1. 从 而 (16.1.2) 就 是 不 具有 任何 性 
质 的 物体 的 个 数 . 

不 大 于 n 且 能 被 a 整除 的 整数 的 个 数 是 [8] . 
如 果 a 与 5 互 素 , 那么 不 大 于 n 且 能 被 a。 和 5 都 整除 的 整数 的 个 数 是 [号 ] . 如 此 等 
等 . 于 是 , 取 om ,7,… 是 能 被 a,b,c,… 整除 的 性 质 , 就 得 到 : 


定理 261 ”小 于 或 等 于 n 的 整数 中 , 不 能 被 互 素 的 整数 集合 a,b,… 中 任何 一 
个 数 整 除 的 整数 的 个 数 是 


四 - 志 加 + 王国-… 
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如 果 取 a,b,… 是 n 的 不 同 的 素 因 子 p,p',…, 就 得 到 
1 
t=n- 于 3+ 区 -I (1-}) (16.1.3), 


卫 


这 就 是 定理 62. 


16.2 ”定理 63 的 进一步 证 明 


考虑 一 组 n 个 有 理 分 数 
2 (ghgn) (16.2.1) 


可 以 用 恰好 唯一 的 一 种 方式 将 其 中 的 每 一 个 分 数 表示 成 “不 可 约 的 ”形式 , 也 就 是 表 
示 成 


其 中 din, 而 
1gagd, (ad)=1, (16.2.2) 
而 且 a 和 a 是 由 h 和 mn 唯一 确定 的 . 反 过 来 , 满足 djn 以 及 (16.2.2) 的 每 一 个 分 数 
a/d 都 在 集合 (16.2.1) 中 出 现 , 尽管 一 般 说 来 它们 并 不 以 最 简 分 数 的 形式 出 现 . 这 样 
一 来 , 对 于 任何 函数 F(z), 我 们 都 有 
h Q 
F(=)= F (5). 16.2.3 
"(~ 瑟瑟 0623) 
对 于 特殊 的 d, (根据 定义 ) 再 次 有 恰好 4(d) 个 a 的 值 满足 (16.2.2). 于 是 , 如 果 
在 (16.2.3) 中 取 F(z) =1, 就 有 
n= > ¢(d). 


dln 


16.3 ”Me6bius 函数 


Mé6bius 函数 jy(n) 定义 如 下 : 

人 AD =1; 

-ii) 如 果 n 有 一 个 平方 因子 , 则 Mn) = 0; 

( 放 ) 如 果 所 有 素数 p1, po,… ,px 均 不 相同 , 则 有 jp(pip2…pk) = (一 1)*， 从 而 有 
1(2) =—1, p(4) =0, p(0) =1. 


定理 262 ju(n) 是 积 性 函数 .了 


四 参见 5.5 节 . 
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这 可 以 立即 从 jln) 的 定义 推出 . 
由 (16.1.3) 以 及 ju(n) 的 定义 可 以 得 到 


dm =nD, 2 = Tu(d) = Ddn(3) = 5 dpld)vy.® (16.3.1) 
din dm dd'=n 


a 

其 次 来 证 明 

定理 263 PAD=1 (n = 1), FD=0 (n > 1). 

定理 264 如 果 n>1, 且 上 尺 是 n 的 不 同 素 因 子 的 个 数 , 那么 Ed=. 

事实 上 , 如 果 上 >1, 且 n= ph Ph， 那么 就 有 
Dud)=1+ Tu(p) + DH(pipj) + 


din Ee 


re 


然而 , 如 果 = 1, 则 有 y(n) = 1. 这 就 证 明了 定理 263. 定理 264 的 证 明 与 之 类 似 . 定 
理 263 还 有 另外 一 个 证 明 , 这 个 证 明 依赖 一 个 重要 的 一 般 性 的 定理 . 


定理 265 ”如果 f(n) 是 nn 的 积 性 函数 , 则 g(n) = 亏 了 (d) 亦 然 . 
如 果 (n,m) =1, dln, 且 d'In', 则 有 (d,d') =1 且 c= dd 取 遍 nn’ 的 所 有 因子 . 


从 而 
gnn)= D100= > yldd)=》 jd) >》 f(4)= gn)g(n’). 
cinm’ dln,d’'|In’ din dn 
为 了 推出 定理 263, 记 f(n) = p(n), 这 样 就 有 
g(n) = > AN(d)， 


din 
于 是 有 g(1) = 1, 而 当 m > 1 时 有 
9(p™) =1+p(p) =0. 
从 而 当 n=pP…pk* > 工时 有 
g(n) = g(pY)g(p2").… = 0. 


四 对 满足 dd' = n 的 所 有 数 对 d,d' 求 和 . 
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16.4 ”Moébius 反 转 公式 


以 后 要 闫 繁 地 使 用 一 个 一 般 的 “ 反 转 公式 ”, 它 首先 是 由 Mibius 证 明 的 . 
定理 266 如果 


g(n) = > f(a), 
dm 
着 和 n nl 

In) = Du (3) 9 = Dud (3). 

dm din 

事实 上 ， 
Dd (3) = Dd D0 = 并 ndf(o= i > Ad 

an dln | 和 edin cin 


根据 定理 263, 这 里 的 内 和 当 n/c = 1 时 , 也 即 当 c =n 时 为 1， pA 0. 
因此 这 个 二 重 和 就 化 简 为 f(n). 
定理 266 有 一 个 逆 命 题 , 它 表述 为 
定理 267 jf(n) = DD ) 9 = gn = 5100). 
din 


它 的 证 明 与 定理 266 类 似 . 有 
F030)= (a ) so 
-Za i om 全 二 ) =g(n). 


edin eln 
如 果 在 定理 267 中 取 g(n) =n, 并 利用 (16.3.1), 从 而 f(n) = g$(n), 于 是 就 得 到 定 
理 63. 
作为 应 用 定理 266 的 一 个 例子 , 我 们 来 给 出 定理 110 的 另 一 个 证 明 . 
假设 dlp 一 1 且 cld, 而 设 x(c) 是 同 余 式 zd 三 1 (mod p) 的 属于 e 的 根 的 个 数 . 
那么 (由 于 该 同 余 式 总 共有 d 个 根 ) 
yx(c) = 此 


cla 


由 此 再 根据 定理 266 就 推出 
x(d) = 并 pa = 60d). 


cld 
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16.5 ”进一步 的 反 转 公式 


还 有 包含 y(n) 的 其 他 的 不 同类 型 的 反 转 公式 存在 . 


定理 268 ”如 果 对 所 有 正 数 Zz 了， 
[=] 


cm-¥rC) 


Re [a 
F(z) = 》 p(n)G (2). 
n=1 
因为 根据 定理 263 有 
固 固 区 /可 
Dye(E)= Pun) FE)= 并 (到 并 xm = Fe). 
n=]1 n=1 m=1 1gk<lz) nj 


它 有 一 个 逆 命 题 , 也 就 是 : 
双 加 
定理 269 F(z)= 各 Atn)G (#) — G(z) = 宛 了 (8). 


这 个 定理 可 以 类 似 地 证 明 . 
这 两 个 进一步 的 反 转 公式 都 包含 在 下 面 的 定理 之 中 . 
定理 270 glz) = 硅 f(mz) 三 f(z) = > n(n)g(nz). 


借助 定理 263, 读者 应 该 没有 什么 困难 就 可 以 构造 出 它 的 证 明 . 但 是 在 涉及 有 关 
收敛 性 的 时 候 还 是 应 该 小 心 从 事 . 一 个 充分 条 件 是 


Dlf(mnz)| = Doak) If(kz)| 
Tn » 
应 该 是 收敛 的 . 这 里 d(k) 是 上 的 因子 的 个 数 . 


16.6 ”Ramanujan 和 的 估计 
在 5.6 节 中 , Ramanujan 和 cn(m) 定义 为 
cn(m) = > e ( 科 ) (16.6.1) 


1ENEn 
(hm)=1 
名 空 和 的 值 为 0. 于 是 当 0 < z < 1 时 有 G(z) = 0. 
加 如果 mn = 大 则 有 关 ， 而 大 取 凯 诸 数 1,2,… [z]. 
图 参见 16.7 节 . 
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现在 可 以 将 cn(m) 表示 成 为 取 凯 m 和 n 的 公约 数 的 和 式 . 
定理 271 cn(m)= bp ph (3) d. 


dim ,dlm 
如 果 记 
mm= 并 Fl(z)， 1m= 5 (2), 
7 全 各 QW) 
(16.2.3) 就 变 成 
g(n) = > f(a). 
din 
根据 定理 266, 有 反 转 公式 本 
fn) = Dn(3)90), (16.6.2) 
din 
这 就 是 
F(=)= 内 F (2). 16.6.3 
2 () > | (16.6.3) 


(hvm) 一 1 


现在 取 F(z) = e(mz). 此 时 , 根据 (16.6.1) 有 f(n) = cn(m), 而 
oa= 寻 。( 轩 ) 


1 和 kh<n 
它 根据 nlm 或 者 n jim 而 取 值 为 n 或 者 0. 从 而 (16.6.2) 就 变 成 


om= D(H) 


din ,dim 
cn(m) 的 另外 一 个 简单 的 表示 由 下 面 的 定理 给 出 . 
定理 272 ”如 果 (n,m) =a 且 =aN, 那么 


LAN)Gn) 


nlm) = AN 


根据 定理 271 有 
cm) = Da (3) = Dadp(No) = 5 suNo). 
dia ed=a cla 
现在 , 根据 (N,c) = 1 成 立 或 者 不 成 立 , 分 别 有 (Ne) = AN)Nufe) 或 者 为 0. 于 是 
= sO ra 
“am) = op(N) DD oulN) -+ 于 声 -…)， 


(eea 


一 一 一 一 一 一 
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其 中 的 和 式 取 遍 能 整除 a 但 不 能 整除 N 的 所 有 不 同 的 素数 p. 从 而 有 
mm) =op() I (1-3). 


PlaplN 
但 是 根据 定理 62 有 
4 1 Pd Te 
WO YX dl, ( 3) ll, ( 3) 
这 就 立即 得 出 定理 272. 
当 m=1 时 ,有 cn(1) = p(n), 这 就 是 
pln)= De 全 016.6.4) 


16.7 函数 d(n) 和 ok(m) 


函数 d(n) 是 n 的 包含 1 和 mn 在 内 的 因子 的 个 数 , 而 cx(n) 则 是 n 的 因子 的 
次 寡 之 和 . 从 而 
ok(n) = 束 ,dl(n) = Es 


且 d(n) = oo(n). 把 n 的 因子 之 和 oi(n) 记 为 o(n). 
如 果 


n=pip ph, 
则 n 的 因子 是 下 列 诸 数 
Php ph, 
其 中 
Oghsa, 0gb sa..., Oghsga. 


这 样 的 数 共 有 (ai + 1)(az + JJ) … (mi 十 1) 个 . 从 而 有 
定理 273 d(n) = 在 (ai+ 1). 
i=] 
更 为 一 般 地 , 如 果 上 > 0, 则 有 


1 02 Gl ‘ 
opm) = DD pp p= Tt tp + + ). 
bh=0b2=0 b=0 i=1 


于 是 有 
定理 274 ok(n) = ju (Se). 


一 
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特别 地 有 
定理 275 oln) = 让 ( 训 F) 
i=1 


pI 


16.8 完 全 数 


一 个 完全 数 是 满足 c(n) = 2n 的 数 n. 换言之 , 一 个 数 是 完全 数 , 如 果 这 个 数 就 是 
它 的 异 于 自己 的 因子 之 和 .? 由 于 1+2+3=6, 且 1+2+4+7+14=28, 所 以 6 和 28 都 是 
完全 数 . 

仅 有 的 一 类 已 知 的 完全 数 出 现在 Euclid 的 书 中 . 


定理 276 如果 2"mt! 一 1 是 素数 , 那么 2"(2n"+1 一 1) 是 完全 数 . 
记 2"+1 一 1=p,N = 2"p. 那么 ,根据 定理 275 有 
o(N) = (2"+1 - 1)(p 二 1) = 2n+1(2n+l ~ 1) =2N, 
于 是 N 是 完全 数 . 
定理 276 表明 每 个 Mersenne 素数 都 对 应 一 个 完全 数 ， 另 一 方面 , 如 果 N = 2"p 


是 完全 数 , 则 有 cz(N) = (2"+l - 1D)(p+1) = 2n+lp, 故 有 了 = 2n+l 一 1. 因此 任何 一 个 
形 如 2"p 的 完全 数 都 对 应 一 个 Mersenne 素数 . 但 是 我 们 还 可 以 证 明 得 更 多 一 些 . 


定理 277 ”任何 偶 完全 数 都 是 一 个 Euclid 数 , 也 就 是 一 个 形 如 2"(2n+1 一 1) 的 
数 , 其 中 2"+1 一 1 是 素数 . 


可 以 将 任何 一 个 这 样 的 数 写成 N = 2"w 的 形式 , 其 中 n > 0, 而 b 是 奇数 . 根据 
定理 275, o(n) 是 积 性 函数 , 从 而 o(N) = o(2")o(b) = (2"+1 - 1)o(b). 由 于 NN 是 完全 
数 , 则 有 c(N) = 2V = 2"+lb 所 以 有 


二 了 和 2n+1 一 】 
o(b) ee 


右边 的 分 数 已 是 最 简 形 式 , 于 是 
b=(2"+1—1)c, o(b)=2"t!e 


其 中 ec 是 一 个 整数 . 
如 果 c > 1,5 至 少 有 因子 b,c,1, 所 以 


o(b) 2b+c+1=2"tlc+1 >2"tlc= oa(b), 


@ 一 个 数 的 异 于 自己 的 因子 通常 称 为 它 的 真 因子 , 因此 完全 数 也 可 以 定义 成 其 真 因子 之 和 恰 与 该 数 相等 
一 一 译 者 注 
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这 是 一 对 矛盾 . 于 是 有 c = 1, N = 2n(2"+1 一 1), 且 o(2n+1 一 1) = 2n+1. 
但 是 , 如 果 2n"+1 ~- 1 不 是 素数 , 它 除了 自身 和 1 以 外 还 含有 其 他 的 因子 , 故而 


a(2n+1 -~ 1) > 2n+1， 


从 而 2"+1 -1 是 一 个 素数 , 定理 得 证 . 

与 Mersenne 素数 对 应 的 Euclid 数 是 仅 有 的 已 知 的 完全 数 . 看 起 来 有 可 能 不 存在 
奇 完全 数 , 但 这 并 未 得 到 证 明 . 在 送 个 方向 上 已 知 的 最 多 结果 是 : 任何 奇 完全 数 必定 
大 于 10?%; 任何 奇 完全 数 必定 有 至 少 8 个 不 同 的 素 因子 ; 任何 奇 完全 数 的 最 大 素 因 
子 必定 大 于 100 110. 


16.9 函 数 7r(m) 


定义 r(n) 是 将 n 表示 成 = 42 + B? 这 种 形状 的 表 法 个 数 , 其 中 4 和 B 是 有 
理 整 数 .即便 两 个 表示 法 仅仅 是 “平凡 地 ”不 同 , 也 就 是 两 个 表示 法 仅仅 是 符号 或 者 
和 4 和 B 的 次 序 不 同 , 我 们 也 把 它们 算 作 是 不 同 的 表示 法 . 于 是 
0= 02 十 02， r(0) = 1; 
1= ( 士 1)2 十 02 = 02 十 ( 士 1)2， r(1) = 4; 
5 = ( 士 2)2 十 ( 士 1)2 = ( 士 ])2 + (+2)?，7(5) = 8. 
我 们 已 经 知道 (15.1 节 ): 当 mn 是 形 如 4m +1 的 素数 时 , r(n) = 8, 且 除了 8 个 平 
凡 的 变形 外 , 其 表示 法 是 唯一 的 . 另 一 方面 , 当 n 形 如 4m+3 时 , r(n) = 0. 
对 于 mn > 0, 我 们 定义 x(n) 为 


x(n)=0 Qln), x = Di" (2 fn). 
从 而 对 n = 1,2,3.…, x(n) 的 取 值 为 1,0, -1,0,1,…. 由 于 当 n 和 mn 是 奇数 时 有 
Snn 己 二 = Bln -并 3 本 3 — 1)(n’ -1)=0 (mod 2), 
从 而 对 所 有 的 nm 和 mw 有 


X(nm') = x(n)x(n). 


特别 地 , x(n) 是 在 5.5 节 意义 下 的 积 性 函数 . 
显然 , 如 果 记 
5(n) = > xX(d)， (16.9.1) 


din 
那么 

6(n) = di(n) — ds(n), (16.9.2) 
其 中 di(n) 和 ds(n) 分 别 表示 n 的 形 如 4m 十 1 以 及 形 如 4m + 3 的 因子 的 个 数 . 
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现在 假设 


n=2°N=2°pv=2° Ir 1, (16.9.3) 


其 中 p 和 4g 分 别 是 形 如 4m 十 1 以 及 4m+3 的 素数 . 如 果 没 有 形 如 g 的 因子 , 则 IIe 
是 “ 空 ”的 , 此 时 定义 v 为 1. 显然 5(n) = 56(N). N 的 因子 都 是 乘积 


IIGa+p+:…+z)IIaQ+e+…+o9 (16.9.4) 


中 的 项 . 一 个 因子 形 如 4m + 1, 如 果 它 包含 偶数 多 个 因子 g; 在 相反 的 情形 中 , 该 因子 
形 如 4m + 3. 于 是 , 在 (16.9.4) 中 用 1 代 蔡 p, 用 -1 代替 9 就 得 到 了 5(N), 这 就 是 


sm=Herdl (SE). (46.955) 
如 果 有 任何 一 个 s 是 奇数 , 也 就 是 说 , 如 果 v 不 是 平方 数 , 那么 
5(n) = 5(N) = 0. 
然而 , 如 果 v 是 一 个 平方 数 , 则 有 
6(n) =6(N)=II(r+ = do 
我 们 的 目的 是 证 明 
定理 278 ”如果 n> 之 1, 那么 r(n] = 465(n). 
这 样 就 证 明了 : 当 v 是 平方 数 时 , r(n) 取 值 为 45(n); 而 当 v 不 是 平方 数 时 , r(m) 
取 值 为 0. 
16.10 7(m) 公式 的 证 明 
将 (16.9.3) 写成 形式 
n={(+0)( -TI{(e+) -dy Tle’, 


其 中 a 和 。 是 不 相等 的 正 数 , 且 p = a? 十 刀 . 除了 a 和 的 次 序 之 外 , p 的 这 个 表达 
式 是 唯一 的 (根据 15.1 节 ). 因子 


1+i, aitti, g 


都 是 k(i) 中 的 素 元 . 
如 果 n= A?+B?=(A+ Bi)(4 一 Bi), 那么 


A+Bi=it(1+i)™"(1—i)®II{(a+6)" (a— bi)™*}IIg”, 
A— Bi=it(1—i)"(1+i)" 1 {(a -bt)" (a+b)™”}Ilg”, 
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其 中 
t= 0,1,2 或 者 ， al +az=a，ri+rm=r 5s1+82=s. 
显然 s = sz, 所 以 每 个 s 都 是 偶数 , 且 v 是 平方 数 . 除去 这 种 情形 外 不 存在 这 样 的 表 
示 法 . 
然后 假设 
二 二 II = I ga 
是 一 个 平方 数 . 在 4+ Bi 和 A 一 Bi 之 间 没 有 其 他 选择 来 对 因子 g 进行 划分 . 而 对 于 
其 他 因子 的 划分 , 则 有 4(a + 1) II(r + 1) 种 可 供 选 择 的 方式 . 但 是 
1-i 
1+i 
是 一 个 单位 , 所 以 对 aa 和 as 所 作 的 改变 对 于 4 和 B 产生 的 改变 并 不 产生 超出 由 于 
t 的 变化 而 产生 的 改变 . 从 而 只 剩 下 有 4II (r + 1) = 4d(y) 种 可 能 的 有 效 选择 , 这 也 就 
是 可 以 使 4 和 B 产生 改变 的 选择 . 
表示 法 n = 42 + B? 的 平凡 变形 对 应 于 (i) 一 个 单位 与 4+ Bi 的 乘积 ; (i)4+ Bi 
及 其 共 思 数 的 交换 . 这 里 有 


1(A+Bi)=A+Bi, i(A+Bi)=-B+Ai, 


一 一 i 


(A+Bi)=-A- Bi (A+Bi)=B- Ai, 


且 4 一 Bi,-B 一 Ai,-4A+ Bi,B+Ai 是 这 4 个 数 的 共 堪 .t 的 任何 改变 都 会 使 表示 方 
法 发 生 改变 .m 和 rz 的 任何 改变 都 会 使 表示 方法 发 生 改 变 , 而 且 是 以 t 的 任何 改变 都 
没有 涉及 的 方式 改变 . 因为 根据 定理 215， 


(1-+)°"(1.—i) "TT {atb)™ (e- 轩 中 =i (+)(1 i) TT fa+ td" (a—6)"} 


是 不 可 能 的 , 除非 有 ri = ri 以 及 ma = 区 .” 于 是 就 有 4d(k) 组 不 同 的 4 和 B 的 值 ， 
或 者 说 n 有 4d(y) 种 不 同 的 表示 法 , 这 就 证 明了 定理 278. 
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16.1 节 . 这 里 的 论证 效仿 Pdlya 和 Szeg5, Nos. 21, 25. 定理 260 以 容 斥 定理 这 个 名 字 广 为 人 知 . 

16.3 节 至 16.5 节 . 函数 J(n) 早 在 1748 年 就 已 经 隐 合 地 出 现在 Euler 的 著作 中 了 , 但 是 Mibius 
(在 1832 年 ) 是 系统 研究 其 性 质 的 第 一 人 . 见 Landau, Handbuch, 567-587 以 及 901. 

16.6 节 . Ramanujan，Coiiected papers, 180. 我 们 证 明定 理 271 的 方法 是 van der Pol 教授 
建议 的 . 定理 272 属于 Holder, Prace Mat.，Fiz 43(1936), 13-23. 也 见 Zuckerman, American 
Math. Monthiy, 59(1952)，230 以 及 Anderson 和 Apostol, Duke Math. Journ., 20(1953), 
211-216. 


四 ri 变 成 ra 且 ra 变 成 rl 时 (同时 对 # an aa 作 相 应 的 改变 ), 就 会 将 4 + Bi 变 成 它 的 共 轰 数 . 
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16.7 节 至 16.8 节 . Dickson, History, i, 第 i 章 至 第 让 章 中 对 于 这 几 节 的 定理 的 历史 有 一 个 完整 
的 说 明 . 与 16.8 节 末尾 所 引用 的 定理 有 关 的 参考 文献 由 Kishore[Math. Comp. 31(1977),274-279] 
给 出 ， 

16.9 节 . 定理 278 首先 是 由 Jacobi 用 椭圆 函数 论 的 方法 加 以 证 明 的 . 不 过 , 它 与 Gauss, D 
A., 第 182 章 所 陈述 的 一 个 结果 是 等 价 的 , 且 早 先 对 于 这 个 定理 发 表 过 许多 不 完全 的 证 明 以 及 表述 . 
见 Dickson，History ii 第 6 章 , 以 及 Bachmann, Niedere Zahlentheorie, i, 第 7 章 . 


第 17 章 ”算术 函数 的 生成 函数 
17.1 由 Dirichlet 级 数 生成 算术 函数 


Dirichlet 级 数 (Dirichlet series) 是 形 如 


oo 


FJ)= 和 人 壬 17.1.1) 
: n=1 ( 


的 级 数 . 变量 s 可 以 是 实 的 或 者 复 的 , 不 过 这 里 将 只 考虑 实 的 值 . 级 数 的 和 F(s) 称 为 
am 的 生成 函数 (generating function). 

当 我 们 深入 研究 Dirichlet 级 数 时 , 要 涉及 许多 精细 的 收敛 性 问题 . 这 些 收敛 性 的 
问题 大 多 数 与 这 里 要 讨论 的 内 容 无 关 , 这 是 因为 我 们 关心 的 主要 是 该 理论 形式 的 一 
面 , 而 且 大 多 数 结果 都 可 以 (如 同 17.6 节 中 将 要 说 明 的 那样 ) 不 用 任何 分 析 的 定理 ， 
甚至 不 需要 使 用 无 穷 级 数 的 和 的 概念 就 可 以 证 明 .， 然而 还 是 有 一 些 定理 必须 被 看 成 
为 分 析 的 定理 . 而 且 , 即使 情形 并 非 如 此 , 读者 也 会 发 现 , 将 出 现 的 级 数 看 成 是 在 通常 
的 分 析 意义 下 的 和 式 来 考虑 要 更 容易 一 些 . 

我 们 将 要 利用 下 面 的 四 个 定理 . 它们 是 更 为 一 般 的 定理 的 特殊 情形 , 当 这 些 更 一 
般 的 定理 在 一 般 理 论 的 适当 地 方 出 现时 , 可 以 用 不 同 的 方法 更 好 地 予以 证 明 . 这 里 仅 
限于 讨论 当前 必需 的 基本 结果 . 

(1) 如果 onn 对 于 一 个 给 定 的 s 是 绝对 收敛 的 , 则 它 对 所 有 更 大 的 也 绝 
对 收敛 . 

这 是 显然 的 , 因为 当 n > 1 且 ss > sl 时 有 


lann-*| < [as 人 
(2) 如 果 5 ann-” 对 s > so 为 绝对 收敛 , 那么 等 式 (17.1.1) 可 以 逐 项 微分 , 从 而 
对 s>aso 
下 二 = 一 开 下 (17.1.2) 


就 
为 证 明 这 个 结论 , 假设 so < so+5 = si < s < sz. 那么 就 有 lnn < K(5)n35, 其 中 K(6) 
只 与 5 有 关 , 且 对 区 间 (s1, s2) 中 所 有 s 有 


“|< < K(6) 


mso |: 


由 于 


net 
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收敛 , 故而 (17.1.2) 右边 的 级 数 在 (s1, s2) 中 一 致 收敛 , 从 而 逐 项 微分 是 合法 的 . 
(3) 如 果 对 s > so 有 F(s) = 》 ann ”= 0, 则 对 所 有 n 有 an = 0. 为 证 明 这 点 ， 
假设 av 是 第 一 个 非 零 的 系数 . 那么 就 有 , 比方 说 


a Qem. m+l\™” am m+2\ 
0=F(s)= amm {+ mt ( ) 十 人 ( Cs ) + (17.13) 
=anm-*{1l+G(s)}. 


如 果 so < si < s, 则 有 
(a 


1 m+1N ~ P |am+x| 
eols 疝 (2 mm tnt 


以 及 


它 当 s 一 oo 时 趋向 于 0. 因此 对 充分 大 的 。 有 
n+GGjl> 到 


于 是 (17.1.3) 就 蕴含 am = 0, 这 是 一 对 矛盾 . 

由 此 推出 , 如 果 对 s > s1 有 》 onn =》 fnn-, 则 对 所 有 n 第 有 an = Bn 
我 们 把 这 个 定理 称 为 “唯一 性 定理 ”. 

(4) 两 个 绝对 收敛 的 Dirichlet 级 数 可 以 用 17.4 节 中 所 说 的 方式 相 乘 . 


17.2 5 范 数 
最 简单 的 无 穷 Dirichlet 级 数 是 
二 
《(s) = DD (17.2.1) 


C2)=5 商 = 百 (17.2.2) 
OD 对 所 有 正 整 数 n,《(2n) 是 xzn 的 一 个 有 理 倍数 . 例如 <(4) = 下 咯 一 般 地 有 


22n—! Bn 2n 
Cn) = 一 nn， 


其 中 Bn 是 Bernoulli 数 . 
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如 果 在 (17.2.1) 中 对 于 s 逐 项 微分 , 则 得 到 : 
定理 279 Ce) = 一 到 Inn (es > 1). 
和 


ne 
5 函数 是 素数 论 的 基础 ， 它 的 重要 性 与 Euler 发 现 的 一 个 不 寻常 的 恒等式 有 关 . 
这 个 恒等式 把 这 个 函数 表示 成 了 只 取 遍 素数 的 一 个 乘积 . 
定理 280 如果 s>1, 则 有 


1 
《9) = 开 一 一 
了 


由 于 p> 2, 故而 对 s > 1( 实 际 上 对 s > 0) 有 : 


和 = =1+p +p 2 十 .…， (17.2.3) 
取 p=2,3,… 也 ,并 将 这 些 级 数 乘 在 一 起 , 所 得 到 的 一 般 项 就 有 形式 
2-aas3-aas .Prars = n-s, 
其 中 
n=2"m3™...Pr (a2>0,a3>0,...ap > 0) 


当 且 仅 当 n 没有 大 于 P 的 素 因子 时 , 则 利用 定理 2 可 得 , 这 样 的 数 n 就 会 在 此 乘积 
中 仅 出 现 一 次 . 从 而 有 
II = = > 


右边 的 求 和 取 遍 素 因子 不 超过 己 的 所 有 正 到， 
这 些 数 包括 所 有 不 超过 P 的 数 , 所 以 0 < 了 n-* -本 n-* < 并 n-*. 而 最 后 的 


n=1 (P) P+1l 
和 当 P 一 co 时 趋向 于 0. 于 是 六 = dm Dn = ee bm, [L 1-7 TS 
n=1 (P) 


定理 280 的 结果 . 
定理 280 可 以 看 成 是 算术 基本 定理 的 一 种 解 述 表述 . 


就 是 


这 


17.3 C(s) 在 s 一 1 时 的 性 状 


以 后 我 们 需要 知道 当 s 取 大 于 1 的 值 且 趋向 于 1 时 , 4(s) 和 C'(s) 的 性 状 如 何 . 
可 以 将 6(s) 表示 成 下 述 形式 : 


oo oo oo、fm+1 
= > n= | Z dz 十 | (n 一 一 2 ")dz. (17.3.1) 
n=1 ei 
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其 中 , 由 于 s > 1 则 


如 果 n<z<n++1, 则 又 有 
0<n -2 = | st- -ldi < 各; 
所 以 十 1 
0< [ Godz< 总 . 
(17.1.3) 中 最 后 一 项 是 正 的 , 且 数 值 上 小 于 s > ,mn-?. 从 而 有 : 
定理 281 ¢(s)= 二 二 O(1). 
我 们 还 有 


ine) =In +n +0( —)}, 


从 而 有 : 
定理 282 jn((s) = 


如 同 对 C(s) 进行 讨论 那样 还 可 以 对 
—C'(s) = DE Inn= 代 zlnzdz 十 3 三 (nn 一 zlnz)dz 
1 1 人 
进行 讨论 , 从 而 推出 : 
定理 283 C4'(s)= 
特别 地 有 


Gy +0(1). 
Cs)~ 
这 也 可 以 用 下 述 方法 加 以 证 明 . 注意 到 , 如 果 s > 1, 则 有 
(1 一 2*)6(s)= 1 十 2 十 3 十 .一 2(2- 十 4 十 6 十 …) 


=1-"—2-"+3- =, 
而 最 后 一 个 级 数 对 s = 1 收敛 于 In2. 从 而 ? 
(3 -D6) = -296G 了 5 一 和 2 =1. 
人 D 这 里 假设 
PD 


只 要 右边 的 级 数 收 敛 即 可 ， 这 是 一个 不 乌有 171 书 中 的 定理 我 们 不 证 明 这 个 定理 , 因为 只 在 另外 
一 个 可 供 选 择 的 证 明 中 才 需 要 用 到 它 . 


17.4 Dirichlet 级 数 的 来 法 265 


17.4 ” Dirichlet 级 数 的 乘法 
假设 给 定 由 有 限 多 个 Dirichlet 级 数组 成 的 集合 


Doann™s, DPBrns, Dmn', (17.4.1) 
并 从 每 一 个 级 数 中 选取 一 个 因子 构成 所 有 这 样 的 乘积 , 用 这 样 一 种 方式 将 这 些 级 数 相 
乘 在 一 起 . 所 得 到 的 一 般 项 是 
auu Bo Yo = Boyw nN ", 
其 中 n= wuvw…. 如 果 对 一 个 给 定 的 n 值 , 把 所 有 的 项 加 在 一 起 , 就 得 到 一 个 单独 的 
项 xnn-, 其 中 
m= Davpore. (17.4.2) 


级 数 》 xnn“(xn 由 (17.4.2) 定义 ) 称 为 级 数 (17.4.1) 的 形式 乘积 (formal product). 
最 简单 的 情形 是 (17.4.1) 中 只 有 两 个 级 数 》 aux ”和 》 Bu 的 情形 . 如 果 

(将 记号 稍 加 改变 ) 用 》 ?nn 来 记 它们 的 形式 乘积 , 那么 
m= > aup = Yoana = 》 onyaba, (17.4.3) 


uv=n din dm 


这 是 一 种 在 第 16 章 中 频繁 出 现 过 的 和 式 . 又 若 两 个 给 定 的 级 数 都 是 绝对 收敛 的 , 且 
它们 的 和 分 别 是 F(s) 和 G(s), 则 有 


F(s)G(s)= ant Ds = 3 auBu(uu) 一 
= yn > ap = 和 on 


Wb=n 


这 是 因为 我 们 可 以 将 两 个 绝对 收敛 的 级 数 相 乘 , 且 可 以 按照 所 希望 的 任何 次 序 来 安排 
乘积 中 的 项 . 


定理 284 ”如 果 级 数 
F{s) = >, G(s)= Doar 
绝对 收敛 , 那么 
Fa)G(s) = > on， 
其 中 mn 由 (17.4.3) 定义 . 


反 过 来 , 如 果 妃 (s) = 》 6nn-* = F(s)G(s), 那么 由 17.1 节 中 的 唯一 性 定理 推出 
有 im = mo. 
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适当 注意 就 可 以 将 我 们 给 出 的 形式 乘积 的 定义 推广 到 无 穷 多 个 级 数 的 情形 去 . 为 
了 方便 起 见 , 可 以 假设 al = 记 = 六 =…=1. 此 时 (17.4.2) 中 的 项 upomye … 只 包 
含有 限 多 个 异 于 1 的 因子 , 只 要 该 级 数 绝对 收敛 ," 我 们 就 可 以 用 (17.4.2) 来 定义 xn. 

最 重要 的 情形 是 1(1) = 1, f(n) 是 积 性 函数 , 且 级 数 (17.4.1) 就 是 对 p = 2, 3,5,… 
有 


1+f(pp™ 二 fp2)p-2 + + fp )p "+.. (17.4.4) 
于 是 , 比方 说 当 wu = 2* 时 , av 是 f(2°), 反之 av 取 值 为 0. 此 时 根据 定理 2, 每 个 n 
作为 一 个 有 非 零 系数 的 乘积 uww… 恰好 出 现 一 次 , 而 且 , 当 n = ph*p8?*… 时 有 
Xn = f(pH)f(p2) = fn). 
应 该 注意 到 ,级 数 (17.4.2) 化 简 成 一 个 单项 , 从 而 不 再 有 收 全 性 的 问题 存在 . 
于 是 有 : 
定理 285 如 果 f(1) = 1, 且 f(n) 是 积 性 函数 , 则 


fn 
是 级 数 (17.4.4) 的 形式 乘积 . 


特别 地 ，》 mn" 是 级 数 
1 十 DT 十 D-2 十 … 


的 形式 乘积 . 

定理 280 在 某 些 方面 说 的 要 比 这 更 多 一 些 , 也 就 是 说 , 5(s)( 当 s > 1 时 它 是 级 数 
mw 的 和 ) 等 于 级 数 1 + p “十 pr2* 十 … 的 和 的 乘积 . 其 证 明 可 以 推广 以 包含 这 
里 所 考虑 的 更 加 一 般 的 情形 . 


定理 286 ”如 果 f(n) 满足 定理 285 的 条 件 , 且 
Dn (17.4.5) 
收敛 , 那么 
F(s) = Df(n)n "= II {1+f(p)p™* + fp )p +.}. 


记 
Fo(s)=1+f(pp "+f(p)p + 
四 必须 假设 绝对 履 化 ,这 是 因为 我 们 没有 在 所 要 选取 的 项 中 指定 它们 的 次 序 . 
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这 个 级 数 的 绝对 收敛 性 是 (17.4.5) 收敛 性 的 一 个 推论 . 这 样 一 来 , 与 在 17.2 节 中 进行 
同样 讨论 , 并 利用 f(n) 的 积 性 性 质 , 就 得 到 


I F,(s) = SO 和 


psP 


由 于 


和 fn 一 -fn | sg Sl)n —0, 


n=1 (BP) P+1 
所 和 欲 证 之 结果 就 如 同 在 17.2 节 中 一 样 得 出 . 
17.5 ” 某 些 特殊 算术 函数 的 生成 函数 


我 们 所 研究 的 大 多 数 算术 函数 的 生成 函数 都 是 ¢ 函数 的 简单 组 合 . 本 节 要 解决 若 
干 最 重要 的 例子 . 


1 un 
定理 287 5 -= ne 


这 可 以 立即 由 定理 280、 定理 262 以 及 定理 286 得 出 , 这 是 因为 
zw 10) = + + p+} = pl). 
p n=1 
定理 288 OY 一 - -分 4 (s > 2). 
根据 定理 287、 定 理 284 以 及 (16.3.1), 有 


ce-D pm _ 1l ny_ on) 
ey) -二 二 > 二 (3)= 沁 ns 


n=1l n=1 n=1l din 


定理 289 ¢?(s)= 3 2 (s>1). 


n=]1 


定理 290 CC(s)¢(s -1)= $B a (s > 2). 


n=1 


这 些 结果 是 下 述 定理 的 特殊 情形 . 
定理 291 C(s)C(s —k) -过 2 (s>1,s>k+1). 
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事实 上 , 根据 定理 284 得 : 
jc -用 = 志学 和 = 了 让 


定理 292 ”Ce-i(m) - 2 (s > 1). 
n=] 


ms 16(5) 2 

根据 定理 271 得 

olm= 5 (3)a = 》 nx(a)d, 

dim din dim,dd’'=n 
| on(m) _ (a)ad 
站 
2 所 和 2 > 且 六 9 
n= n=] dim dd’'=n 
~ A(d' ee 1 
艺 ra di ~ Cs) 多 di 
最 后 有 
DD di-s = ml-s be ds- = ml-sos 1(m). 
dim am 
特别 地 有 : 
6 

定理 293 > 2 一 号 2 

17.6 ”Moé6bius 公式 的 解析 说 明 
假设 

g(n) = 》 f(ad), 
din 


又 假设 F(s) 和 G(s) 是 f(n) 和 g(n) 的 生成 函数 . 那么 , 如 果 级 数 均 绝对 收敛 , 则 有 
Fe = 学 坦 芝 二 交 0 () 
n=1 n=1 n=1 din n=1 


于 是 
F(s) = S09- - 宝 da) 辫 > Am _ - 光 和 kw 


其 中 
hln) = Dg(d)n (5) 
din 
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再 根据 17.1 节 (3) 中 的 唯一 性 定理 就 推出 
h(n) = f(n), 
这 就 是 M6bius 的 反 转 公式 (定理 266). 因此 , 这 个 公式 给 出 了 等 式 
G(s) = C(s)F(s), F(s) = 王 交 


之 间 的 等 价 性 的 算术 表示 . 

我 们 不 能 把 这 里 给 出 的 讨论 看 成 是 M5bius 公式 的 证 明 , 这 是 因为 它 依赖 于 F(s) 
的 级 数 的 收敛 性 . 这 个 假设 涉及 对 于 f(n) 的 阶 的 一 个 限制 , 显然 这 样 的 限制 是 无 关 
紧要 的 . M6bius 公式 的 “真正 的 ” 证 明 在 16.4 节 中 给 出 . 

不 过 可 以 利用 这 个 机 会 将 17.1 节 中 所 作 的 某 些 注释 加 以 扩充 . 可 以 构造 出 Dirichlet 级 数 的 
一 个 形式 的 理论 , 在 这 个 理论 中 “分 析 ” 不 起 任何 作用 . 这 个 理论 将 会 包含 所 有 的 Mibius 型 的 恒 
等 式 , 但 是 有 关 无 穷 级 数 的 和 的 概念 , 或 者 无 穷 乘 积 的 值 的 概念 永远 不 会 在 其 中 出 现 .我 们 不 打算 
详细 构造 这 样 一 种 理论 , 但 是 考虑 一 下 这 个 理论 将 会 如 何 开 始 也 是 很 有 意义 的 . 

用 4 来 记 形 式 级 数 》 ann, 并 记 


4= onn 
特别 地 记 
7 =1xl-* 二 0x2- 十 0x3- 十 …， 
Z =1x1 +1x2 +1x3 + 
M=p(D)1™ 十 H(2)2 一 十 MG3)3 一 十 
用 A = B 来 表示 对 所 有 n 的 值 都 有 an = bn 
方程 4x B=C 表示 C 是 4 和 B 的 形式 乘积 (在 17.4 节 的 意义 下 ). 如 同 在 17.4 节 中 那 


样 , 这 个 定义 可 以 被 推广 到 任意 有 限 多 个 级 数 的 乘积 , 而 且 如 果 适 当 谨 慎 处 理 的话 , 还 可 以 推广 到 
无 穷 多 个 级 数 的 乘积 中 去 . 由 定义 显然 可 以 看 出 


AxB=BxA, AxBxC=(AxB)xC=Ax(BxO), 


等 等 ,还 4 x 工 = A. 
等 式 A x Z = B 意味 着 有 


bn = ad 


din 
假设 存在 一 个 级 数 工 使 得 Z x 上 = 工 这 样 就 有 
A=AxI=Ax(ZxL)=(Ax2Z)xL=BxL, 


也 即 有 


an = 》 baln/a. 


dm 
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Mébius 公式 断言 l= y(n), 也 就 是 L = M, 或 者 说 有 
ZxM=1, (17.6.1) 
而 这 就 意味 着 
> Ad 


din 
当 n=1 时 为 1, 而 当 n > 1 时 为 0( 定 理 263). 
可 以 如 同 在 16.3 节 中 那样 来 证 明 这 个 结论 , 或 者 也 可 以 如 下 进行 下 去 . 记 


P=1-p’, Qp=1+p +p + 


其 中 了 是 一 个 素数 (从 而 使 得 , 比方 说 ,Ps 是 这 样 一 个 级 数 4, 其 中 ol = 1,ap = 一 1, 而 其 余 的 系 
数 均 为 0). 在 P 和 Q 的 形式 乘积 中 计算 n-， 的 系数 . 如 果 n = 1, 这 个 系数 为 1; 如 果 n 是 p 
的 正 舌 次 , 这 个 系数 为 1-1=0; 在 所 有 其 他 的 情形 下 , 这 个 系数 的 值 都 是 0. 如 此 对 每 个 p 就 有 


P, x Qp =1. 
级 数 P,, Qo 以 及 了 都 是 17.4 节 中 考虑 过 的 特殊 类 型 的 级 数 , 且 有 
2=I]Q,, M=IIP;, 
ZzZxM=I[Q;xIIP;, 
而 
I(@»x P=IIr=1. 
但 是 在 


(Q2 x Qs3 x Qs Xx)x (PxPxPsx.:..) 

(这 是 两 个 一 般 类 型 的 两 个 级 数 的 乘积 ) 中 n-* 的 系数 与 在 
Q2x Px Qsx Px Qsx Psx... 

中 或 者 与 在 

(Qa x Pa)x (Qsx PB)x (Qs x Ps) x 
(它们 每 一 个 都 是 无 穷 多 个 特殊 类 型 的 级 数 的 乘积 ) 中 的 系数 相同 . 在 每 一 种 情形 下 , 17.4 节 中 的 
Xn 只 包含 有 限 多 项 . 从 而 

2ZxM=TIIe*xIIB=IIoxB)=II7= 工 


显然 , (17.6.1) 的 这 个 证 明 实质 上 不 过 是 16.3 节 中 的 证 明 翻 译 成 了 不 同 的 语言 . 而 在 与 此 相似 
的 一 种 简单 情形 中 , 我 们 通过 这 种 翻译 没有 得 到 任何 东西 . 当 用 无 穷 级 数 和 无 穷 乘积 的 语言 来 表述 
时 , 对 于 更 为 复杂 的 公式 的 掌握 和 证 明 也 都 变 得 更 为 容易 , 重要 的 是 要 认识 到 我 们 可 以 利用 它 , 而 
不 需要 解析 的 假设 条 件 . 然而 , 接 下 来 要 继续 使 用 通常 的 分 析 语 言 . 
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17.7 函 数 Alm) 

函数 A(n)( 它 在 素数 的 解析 理论 中 特别 重要 ) 定义 为 
Am) =mp (n=p"), 

An) =0 (n#p"), 


也 就 是 说 , 当 n 是 一 个 素数 p 或 者 该 素数 的 矫 时 , 其 值 为 np, 而 在 其 他 情形 其 值 为 
0. 
由 定理 280 得 


In¢(s) = 2 ( =) 
关于 s 求 导 , 并 注意 到 


an 1 __ Ilnp 
ds -ps pl 
则 得 ca 
5) _ 了 
-= > Fi (17.7.1) 


逐 项 微分 是 合法 的 , 是 因为 求 导 得 到 的 级 数 对 于 s > 1 +5 > 1 是 一 致 收敛 的 . 
可 以 把 (17.7.1) 写成 形式 


当 s > 1 时 其 中 的 二 重 级 数 也 > 总 inp 是 绝对 收敛 的 . 因此 ,根据 A(n) 的 定义 ， 


可 以 把 它 写 成 
Dr ™ np= Amn. 
pm 


定理 294 -$= An (s>1). 
因为 根据 定理 279 。 


故 可 得 


第 n 个 素数 pn 大 于 n, 该 级 数 可 以 与 > nm“ Inn 作 比 较 . 
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以 及 


1 人 | = A(n 
三 学 -二 知 2 -和 


由 这 些 等 式 以 及 17.1 节 中 的 唯一 性 定理 , 则 得 :了 
定理 295 A(n) = DC ) na. 


定理 296 Inn=》 A(d). 


din 


也 可 以 直接 证 明 这 些 定理 . 如 果 n=]p", 那么 


> Ad = > np. 


dln pr|n 


求 和 取 遍 满足 p ln 的 所 有 p 值 以 及 所 有 正 数 a, 从 而 Inp 出 现 a 次 . 于 是 


Dnp= Danp= nllr =Inn. 


pe 有 mn 


这 就 证 明了 定理 296, 而 定理 295 可 以 由 定理 266 推出 . 


我 们 还 有 
车 { 讽 } 如 二 -而 人 多} 


所 以 


所 以 与 前 面 一 样 可 以 推出 : 
定理 297 -ju(n)Inn= 2) A(d). 
sown- 守 ( 


-入 -0 人 {页} 


由 此 (或 者 由 定理 297 和 267) 可 得 : 
定理 298 A(n) = 一 Dp(d)Ind. 


dlm 


类 似 地 有 


@ 与 7.6 节 比较 . 
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17.8 ”生成 函数 的 进一步 例子 


我 们 增加 几 个 各 具 特 色 的 例子 . 定义 dk(n) 是 将 n 表示 成 上 个 正 因子 (其 中 任何 
一 个 数 都 可 以 是 1) 的 乘积 的 表 法 个 数 , 两 个 表示 法 如 果 仅 仅 是 其 中 因子 的 次 序 不 同 ， 
也 被 视 为 不 同 的 表示 . 特别 地 有 d2(n) = d(n). 于 是 有 : 

定理 299 c*(s) = 二 2 (s>1) . 


定理 289 是 这 个 定理 的 一 个 特例 . 


又 有 
-IT 生生 )-ITG+ 坟 ) 


其 中 A(n) = (-1)?, p 是 n 的 素 因子 的 总 个 数 , 重 因子 按照 重 数 来 计算 . 这 样 就 有 : 
C2s) _ ~ A(n) 
定理 300 wo mw (s>l). 
类 似 地 , 可 以 证 明 : 
Os) vy 
定理 301 5(2s) 亏 ns 
其 中 内 (n) 是 n 的 不 同 素 因 子 的 个 数 . 
数 n 称 为 是 无 平方 因子 数 (squarefree), 如 果 它 没有 平方 因子 . 如 果 当 mn 是 无 平方 
因子 数 时 记 q(n) = 1, 而 当 n 有 平方 因子 时 记 gq(n) = 0, 所 以 q(n) = |u(n)l|, 这 样 根据 
定理 280 和 定理 286 就 有 


篇 -I (二 = = H+ y=- 罗 蝇 (s>). 


2w(m) 


(了 


从 而 得 到 : 


定理 302 其 -= 二 宪 - 三 各 (> 


更 一 般 地 , 如 果 根 据 n 有 还 是 没有 上 次 寒 因 子 而 有 ge(n) = 0 或 者 ge(n) = 1 那 
么 就 有 : 


定理 303 芒 -= be g(r) (s>1). 


274 第 17 章 算术 函数 的 生成 函数 


另 一 个 属于 Ramanujan 的 例子 是 : 
(8) _ {dF 
定理 304 ts) -2 (s>1). 
这 可 以 证 明 如 下 . 我 们 有 


G(s) _ TT 1l-Pp™ _Tr_ltp™ 
we) Ios La- 


现在 有 
+D + tor +.) 


oo 
=1+47 二 9z2 二 …= > (4 十 12?zL. 
I=0 


Te C4(s) 2 
os) -I 位 or 站 中 
根据 定理 273, 当 n= 志 声 .… 时 , n-* 的 系数 是 
(十 1)2(2 十 1D)2.…= {dn)}. 
更 为 一 般 地 , 可 以 用 类 似 的 推理 证 明 : 
定理 305 如 果 s,s 一 a,s-b 和 s 一 a 一 b 全 都 大 于 1, 那么 
Cls)C(s — oa)c(s —b)6(s—a—b) - 芒 caeln). 


C¢(2s—a—b) rt n 
17.9 7(m) 的 生成 函数 
在 16.10 节 中 我 们 看 到 


rn) =4》 x(d), 


din 


其 中 x(n) 当 n 为 偶数 时 取 值 为 0, 而 当 n 为 奇数 时 取 值 为 (-1)i(m-. 于 是 有 


TFET -kz 
其 中 


L(s) =1-*— 3 +5-*—... 
(如 果 s > 1). 


定理 306 》 0: =4C(s)L(s) (s>1). 
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函数 
11(s) = 1 一 2 十 3 一 一 … 
可 以 通过 公式 
1(s) = (1 一 2)6(s9) 
来 用 C(s) 表示 . 但 是 L(s)( 它 也 可 以 表示 成 


中 -Ja 


的 形式 ) 是 一 个 独立 的 函数 . 在 形 如 4m + 1 和 4m + 3 的 级 数 中, 它 是 素数 分 布 的 解 
析 理 论 的 基础 . 


17.10 ”其 他 类 型 的 生成 函数 
本 章 讨论 的 生成 函数 是 由 Dirichlet 级 数 定义 的 , 但 是 任何 函数 
F(s) = 》 anun(s) 
都 可 以 被 看 成 是 a 的 生成 函数 .un(s) 的 最 有 用 的 形式 是 


un(s) = En, 


其 中 %， 是 不 断 增加 而 趋向 于 无 穷 的 正 数 数列 . 最 重要 的 情形 是 和 ,= Inn 和 Xn =n 
的 情形 . 当 A, = Inn 时 , un(s) = n-*, 该 级 数 即 为 Dirichlet 级 数 . 当 An = n 时 , 它 是 
关于 


r=@™ 


的 一 个 里 级 数 . 


由 于 mn-*= (mn), 且 zm".2" = zmtn, 第 一 种 类 型 的 级 数 在 数论 (尤其 是 
素数 理论 ) 的 “ 积 性 " 方面 较为 重要 . 像 


Dur, Db, 2 An)e" 


这 样 的 一 些 函 数 都 是 极 难处 理 的 . 但 由 备 级 数 定义 的 生成 函数 在 加 性 数论 中 却 起 着 
主导 作用 .9 
其 他 的 有 意思 的 级 数 类 型 可 以 通过 取 


四 见 第 19 章 至 第 21 章 . 
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来 得 到 . 记 
zn 
F(z) = "Im 


并 忽视 收敛 性 问题 (这 里 对 收敛 性 问题 不 感 兴趣 )” . 这 样 一 种 类 型 的 级 数 称 为 “Lam- 
bert 级 数 ". 那么 就 有 


ww wo 
F(z)= > an Dz" = 》 bwzN， 
n=1 m= N=1 


1 


其 中 
bw = on- 


nN 
a 与 5 之 间 的 这 种 关系 是 在 16.4 节 和 17.6 节 中 考虑 过 的 , 它 等 价 于 
C(s)f(s) = g(s), 
其 中 f(s) 和 g(s) 是 与 on 以 及 如 相伴 的 Dirichlet 级 数 . 
定理 307 如 果 
fs)= Donn, gs)=D bn ， 
那么 
F(z)= Dis = Dbnz" 
成 立 , 当 且 仅 当 
5(s)f(s) = g(s). 


如 果 f(s) = 》 Atn)n 一 , 则 由 定理 287 有 g(s) = 1. 如 果 f(s) = 》 9(n)n-, 则 
由 定理 288 有 
gs) =C(s -= 也 访 : 
从 而 得 出 : 


定理 308 bp kz 
1 


定理 309 》 Hn 一 


类 似 地 , 由 定理 289 和 306 可 得 : 
@ 当 0 < z < 1 时 , 我 们 考虑 的 所 有 这 种 类 型 的 级 数 都 是 绝对 收 伍 的 . 
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定理 310 Sams = ye 
pt 二 ” 


~ 区 Ea Ea 
一 一 一 一 一 一 -一 一 ot 
定理 311 2 "ns =4 (i 三 i ) 


定理 311 等 价 于 椭圆 函数 论 中 一 个 著名 的 恒等式 , 这 就 是 : 


定理 312 G+2z+azt+2n+ =1+4( 


事实 上 , 如 果 将 级 数 


) 


oo 
1+2z 十 2z4 十 2z8 十 一 》 om 


一 ee 


平方 , zm 的 系数 就 是 r(n), 这 是 因为 每 一 对 满足 m? + m3 = mn 的 数 (ma,ma) 都 贡献 
出 1.? 


本 章 附 注 


17.1 节 . 在 Titchmarsh 的 Theory of functions 一 书 的 第 9 章 里 有 关于 Dirichlet 级 数 的 解 
析 理 论 的 一 个 简短 说 明 ; 对 于 更 一 般 类 型 的 级 数 


bp ane-xns 


(参见 17.10 节 ) 的 理论 更 为 完整 的 说 明 , 请 参见 Hardy 和 Riesz 的 书 The general theory of Dirich- 
let's series(Cambridge Math. Tracts, no，18, 1915) ,以 及 Landau 的 书 Handbuch, 103-124, 
723-775. 

17.2 节 ， 关 于 函数 及 其 在 素数 理论 中 的 应 用 有 许 许多 多 的 文献 . 特别 地 , 请 参见 Ingham 
和 Landau 的 书 , 参见 Titchmarsh，Tjhe Riemann zeta-function(Oxford，1951) 和 Edwards, 
Riemann’'s zeta-function(New York, Academic Press, 1974), 最 后 一 本 书 从 历史 的 观点 作 了 特别 
介绍 . 

关于 5(2n) 的 值 , 请 参见 Bromwich, Infinite series, 第 2 版 , 298. 

17.3 节 . 定理 283 的 证 明 依赖 于 公式 


0<n- hn R 人 et- Ddt < Sinn+1), 
它 对 于 3<n<z<n+1l 和 s>1 成 立 . 

关于 这 个 定理 还 有 一 些 证 明 , 请 参见 Landau 的 书 Handbuch, 106-107 中 关于 第 247 页 所 作 
的 脚注 , 以 及 Titchmarsh, Theory of functions, 289-290. 


外 这 样 对 于 数 5 就 有 8 个 数 对 出 现 , 也 就 是 (2, 1), (1, 2) 以 及 那些 通过 改变 符号 得 到 的 数 对 . 
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17.5 节 至 17.10 节 ， 这 几 节 里 的 许多 恒等式 以 及 其 他 有 类 似 特征 的 恒等式 出 现在 Pdlya 和 
Szeg6,Nos. 38-83 中 . 其 中 有 一 些 可 以 追溯 到 Euler. 我 们 不 打算 系统 地 研究 谁 是 它们 的 发 现 者 , 不 
过 定理 304 和 定理 305 是 首先 由 Ramanujan 在 Messenger of Math. 45(1916), 81-84(Collected 
papers, 133-135 以 及 185) 中 陈述 的 . 

17.6 节 . 用 较 小 的 字号 印刷 的 内 容 是 与 Harald Bohr 教授 讨论 所 得 到 的 结果 . 

17.10 节 . 定理 312 属于 Jacobi, Fundamenta nova(1829), 第 40 章 (4) 以 及 第 65 章 (6). 


第 18 章 ”算术 函数 的 阶 


18.1 _d(r) 的 阶 


第 17 章 讨论 了 由 像 d(n)、o(n) 以 及 p(n) 这 样 的 算术 函数 所 满足 的 形式 关系 . 现 
在 来 考虑 当 n 的 值 很 大 时 这 些 函 数 的 性 状 ， 首先 从 函数 d(n) 开始 . 显然 当 n > 1 时 
有 d(n) > 2, 而 当 n 是 一 个 素数 时 有 d(n) = 2. 从 而 有 : 


定理 313 ” 当 一 co 时 d(n) 的 下 极限 是 2: lim d(n) = 2. 


要 想 对 d(n) 的 阶 找 一 个 非 平凡 的 上 界 就 不 那么 显而易见 了 . 首先 来 证 明 一 个 否 
定 的 结果 . 


定理 314 。 d(n) 的 阶 有 时 可 以 大 于 Inn 的 任意 畴 次 : 等 式 
d(n) = ofame} (18.1.1) 
对 每 个 A 都 不 成 立 .了 
如 果 = 2m, 那么 
Inn 


dn)=m+t1l~ Es: 


如 果 n = (2 x 3)m, 那么 
2 
dln) = (m+1)? ~ (器 ) 。 


如 此 等 等 . 如 果 
igA<l+l 
且 
n= (2x3..p41)", 
那么 


本 a Inn ltl 
d(n) = (m+ 1 ~ {sax} > K(Inn)'t!, 


其 中 K 与 nn 无 关 . 于 是 (18.1.1) 对 无 穷 多 个 n 的 值 皆 不 成 立 . 
另 一 方面 , 可 以 证 明 : 


定理 315 。 对 所 有 正 数 5 都 有 d(n) = O(n5). 
外 符号 O,o~ 定义 在 1.6 节 中 . 
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对 所 有 正 数 5 都 有 d(m) = O(m5) 这 一 论断 与 对 所 有 正 数 5 都 有 d(n) = ofn5) 是 
等 价 的 , 这 是 因为 当 0 < 5 < 5 时 有 ns = o(n5). 
我 们 需要 下 面 的 引 理 : 


定理 316 ”如 果 f(n) 是 积 性 函数 ， 且 当 pm 一 co 时 有 f(p") 一 0, 那么 当 
n 一 00 时 有 fn) 一 0. 


给 定 任何 正 数 =, 有 : 
人 对 所 有 p 和 mm, 有 |7(pm)| < 4; 
人 的 如 果 mm > B, 则 有 | (pm)| < 1 
{i) 如 果 mm > N(e), 则 有 |f(p™)| < <. 
其 中 4 和 B 与 p,m 以 及 < 无 关 , 而 N(e) 只 依赖 于 e. 如 果 n= phip?…pe", 那么 


fln) = JP JP) pr) 


在 因子 pr,p?… 中 , 有 不 多 于 C 个 小 于 或 者 等 于 B, 而 C 与 n 以 及 e 无 关 . 对 应 
的 诸 因子 f(p") 的 乘积 在 数值 上 小 于 42, f(n) 的 其 余 因 子 在 数值 上 均 小 于 1. 
可 以 用 因子 pe < N(e) 的 乘积 作成 的 整数 的 个 数 是 M(e), 而 且 每 个 这 样 的 数 都 
小 于 P(e), M(e) 和 P(e) 只 依赖 于 e. 因此 , 如 果 n > P(s), 则 至 少 存在 n 的 一 个 因 
子 pe 使 得 p* > N(e), 这 样 一 来 , 由 (ii) 就 有 |f(p")| < e. 由 此 推出 , 当 m > P(e) 时 


1f(m|l < 42e， 


于 是 就 有 f(n) 一 0. 
为 了 推导 出 定理 315, 取 f(n) =n-5d(n), 此 时 根据 定理 273, f(n) 是 积 性 的 , 且 
当 pm 一 co 时 有 
m+1 . 2m 2 lnp™ 2 lnp™ 


m) = 和 
Jp) = JS JE Sm 0 


从 而 当 n 一 co 时 有 f(n) 一 0, 而 这 正 是 定理 315( 用 o 代替 O). 
还 可 以 直接 证 明定 理 315. 根据 定理 273 有 


d(n) “站 ( 光 ) 
一 一 一 一 | . {18.1.2) 
ns 工 了 
由 于 
ailn2 < eln2 ~ 204 < Da， 
故 有 
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我 们 在 (18.1.2) 中 对 于 小 于 21/5 的 那些 p 利用 这 个 结果 , 这 样 的 素数 个 数 少 于 21/5. 
如 果 p>215, 则 有 


2 < 2 
dn) < 2 \) -of 18.1.3 
< Lm (Ws) “on (is) 0 Qe) 
这 就 是 定理 315. 
还 可 以 用 这 种 类 型 的 论证 方法 对 定理 315 进行 改进 . 假设 = > 0, 并 在 上 一 段 中 
用 
(1 十 26)mn2 
本 lnlnm 


代替 5. 由 于 正 是 在 这 里 我 们 才 第 一 次 用 到 6 与 n 无关 这 一 事实 , 所 以 要 到 我 们 得 到 
(18.1.3) 的 最 后 一 步 , 才 会 看 出 其 中 出 现 的 变化 . 这 一 次 对 于 所 有 n > no(s) 有 


1 
nA) ee 5ws- (mot+59lininn eln2lnn 
ne aln2 (1+ 3) In?2 2Inlnn 


(根据 1.7 节 关于 对 数 型 无 穷 大 以 及 告 级 数 无 穷 大 的 说 明 ). 从 而 有 


ndln) Salnn+ 2mn 0+) nann 


lInlnn Inlnn 
这 样 就 证 明了 下 面 定理 的 一 部 分 结果 . 
定理 317 nn = In2. 
也 就 是 说 , 如 果 5 > 0, 那么 对 所 有 n> no(e) 有 
d(n) < 20+ejlnn/ ilnn， 
又 对 无 穷 多 个 n 的 值 有 
dn (18.1.4) 


于 是 d(n) 的 真实 的 “最 大 阶 ” 大 约 是 2mwiminn, 由 定理 315 推出 

Ind(n) 

mn» 
所 以 有 d(n) = mas/mn = nen, 其 中 当 n 一 oo 时 有 en 一 0， 另 一 方面 , 由 于 
2mn/inlan = nin2/Ininn, 且 Inlnn 很 慢 地 趋向 于 无 穷 , 所 以 en 很 慢 地 趋向 于 0. 粗略 


地 说 , 对 某 些 n, d(n) 更 像 是 n 的 军 , 而 不 像 是 Inn 的 睾 . 但 是 这 种 情形 出 现 得 十 分 稀 
少 ?, 而 且 正如 定理 313 所 指出 的 那样 , d(n) 有 时 候 是 相当 小 的 . 


四 见 22.13 节 . 
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为 了 完成 定理 317 的 证 明 , 必须 对 一 列 适当 的 n 证明 (18.1.4). 取 n 是 前 7 个 素 
数 的 乘积 , 所 以 


n=2x3x5x7x...xP, dn)=2r=2r(P) ， 
其 中 P 是 第 > 个 素数 . 这 样 选择 的 n 会 给 出 d(n) 的 很 大 的 值 . 第 22 章 要 讨论 函数 
gz) = DInp, 


pr 
那里 将 证 明 (定理 414): 对 某 个 固定 的 正 数 4 和 所 有 z >2 有 


V(r) > 4z 


这 样 就 有 
AP<HP)= > Inp=inm， 
psP 
T(P)in 已 =inPy 1>WP)=lnm， 
p<P 


从 而 对 n > nole) 就 有 


lnnln2 Innln2 1 一 eljnnlin2 
hd(n) = (Pn2> Ep > a> Be. 


18.2 ”d(n) 的 平均 阶 
如 果 f(n) 是 一 个 算术 函数 且 g(n) 是 n 的 任意 一 个 简单 函数 ,使 得 有 


f(D) +f(2) + + f(n) 一 9() 士 92) 十 … 十 g(n)， (18.2.1) 


则 称 f(n) 的 平均 阶 (average order) 是 g(n). 对 许多 算术 函数 来 说 , 当 n 很 大 时 , (18.2.1) 
左边 的 和 式 与 f(n) 本 身 相 比 , 前 者 的 性 质 要 有 规律 得 多 . 特别 对 于 d(n) 来 说 , 这 也 
是 正确 的 , 而 且 能 对 此 证 明 非常 精确 的 结果 . 


定理 318 dd(1)+d(2)+:…+d(n) ~ nlnn. 
由 于 


n 
nl+ ln2+. + lan |Intdt ~ nlnn, 
1 


@ 事实 上 , 我 们 证 明 的 是 (定理 6 和 定理 420)9(z) ~ z, 但 有 趣 的 是 , 这 里 只 需要 简单 得 多 的 定理 
414 就 足够 了 . 


18.2 dfn) 的 平均 阶 ”283 


故而 定理 318 的 结果 等 价 于 
dll) 二 d2) 二 +dm) 一 Inl1+In2 十 … 十 Inm. 
可 以 将 此 结果 表述 成 : 
定理 319 dmn) 的 平均 阶 是 Inn. 
这 两 个 定理 都 包含 在 一 个 更 精确 的 定理 之 中 , 此 即 : 


定理 320 dtl)+d(2) 十 …+dtn) = nlnn 二 (27 一 1)n 二 O(VRD), 其 中 是 Euler 
常数 .? 

我 们 用 第 3 章 的 格 三 来 证 明 这 些 定理 , 格 的 项 点 是 zy 平面 上 有 整数 坐标 的 点 . 
用 DD 来 表示 第 一 象限 中 包含 在 坐标 轴 与 等 轴 双 曲线 zy = n 之 间 的 区 域 . 下 面 来 计算 
区 域 D 中 所 含 的 格 点 个 数 (包含 位 于 双 曲线 上 但 不 在 坐标 轴 上 的 格 点 ).D 中 的 每 个 
格 点 都 出 现在 双 曲 线 


zy=s (<s< 和 nm) 
上 . 而 在 这 样 一 条 双 曲 线 上 的 格 点 个 数 是 d(s). 从 而 D 中 的 格 点 个 数 是 
d(1) +da(2) 十 … 十 dmn). 


在 这 些 点 中 , 有 n= 四 ] 个 点 的 xz 坐标 为 1， (Ba 个 点 的 z 坐标 为 2, 等 等 . 所 以 
它们 的 个 数 为 
四 + [ 引 +[ 引 +…+ 加 | = 人 (+ +Om) =nlnn+ O(n), 


这 是 因为 在 去 掉 任何 一 个 方 括号 时 产生 的 误差 都 小 于 1. 这 个 结果 就 包含 了 定理 318 


的 结论 . 
定理 320 需要 对 这 个 方法 作出 改进 . 记 
u= [Vn], 
则 有 
w=n+O(vVn) =n+O(u) 
以 及 


mu=tfvi+oD)}= on+o( 霹 )， 


| @ 在 定理 422 中 需要 证 明 
+3te+ti inn=7+0 (2), 


其 中 7Y 是 一 个 常数 , 它 称 为 Euler 常数 


.EE 
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在 图 8 中 , 曲线 GEFH 是 等 轴 双 曲线 zy = n, 点 4, B,C,D 的 坐标 是 (0,0)， 
(Outuwo9). 由 于 (u+1)2 > mw 故 在 小 三 角形 ECF 的 内 部 没有 格 点 , 而 且 这 张 
图 介 于 z 轴 和 y 轴 之 间 的 部 分 是 对 称 的 . 所 以 区 域 D 中 的 格 点 个 数 等 于 4Y 和 DF 
之 间 的 条 形 区 域 中 格 点 个 数 的 两 倍 ( 计 入 那些 位 于 DF 以 及 曲线 上 的 格 点 , 但 不 计 入 
那些 位 于 AY 上 的 格 点 ) 减 去 正方 形 4DCB 中 格 点 的 个 数 ( 计 入 那些 位 于 BC 以 及 
CD 上 的 格 点 , 但 不 计 入 位 于 4B 以 及 4D 上 的 格 点 ). 这 样 就 有 


a0=2(+++) -em +t) —n+O(u). 


现在 有 


1 EL 
2Q+3++3) =2nv+2r+o 人 (2)， 
2 u 全 


从 而 


Ya) =2nlnu+(27— 1)n+O(u+0 (2) =nlnn+ (27— 1)n+O(VA). 
l=1 
虽然 有 
5 ~ lnn, 
但 是 “大 多 数 ” 的 数 n 都 有 大 约 Inn 个 因子 这 一 结论 并 不 正确 . 实际 上 “几乎 所 有 
的 " 数 都 有 大约 
(Inn)™? = (nm)06… 
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个 因子 . 平均 阶 Inn 是 由 具有 非 正 常 的 大 的 d(n) 的 那 少 部 分 数 所 贡献 的 . 

如 果 假 设 Ramanujan 的 某 些 定理 成 立 的 话 , 这 个 结果 还 可 以 用 另外 一 种 方式 来 
得 到 . 和 式 42(1) 十 … 十 中 (n) 的 阶 是 n(nn)j2 -1 =n(Inn)3, da(1) 十 … 十 四 (n) 的 阶 
是 n(Inn)”-! = n(Inn)", 如 此 等 等 . 一 般 来 说 , 如 果 d(n) 的 阶 是 lnn 的 话 , 我 们 应 该 
期 待 这 些 和 式 的 阶 是 n(Inn)?,n(inn)3,…. 但 是 , 当 d(n) 的 等 变 得 更 大 的 时 候 , 那些 
具有 非 正常 多 个 因子 的 数 就 会 越 来 越 控制 住 平均 阶 的 大 小 . 


18.3 oa(n) 的 阶 


o(n) 性 状 的 不 规则 性 要 比 d(n) 的 不 规则 性 小 得 多 . 
由 于 1jn 以 及 nln, 首先 有 : 


定理 321 ol(n)>n. 


另 一 方面 , 有 : 

定理 322 “对 每 个 正 数 6 有 oln) = O(nal+5). 
更 精确 地 有 : 

定理 323 ”二 -ao -ev 


nlnlnn 


18.4 节 将 证 明定 理 322, 但 必须 将 定理 323 的 证 明 推迟 到 22.9 节 中 , 定理 323 和 
定理 321 表明 : o(n) 的 阶 总 是 “非常 接近 于 mm 
关于 它 的 平均 阶 , 有 : 


定理 324 ol(n) 的 平均 阶 是 2n. 更 确切 地 说 ， 
o(l) + o(2) +...+o(n) = 让 +O(ninfy 
因为 


oD + toln) = 3,y, 
其 中 的 求 和 取 遍 18.2 节 中 区 域 D 中 的 所 有 格 点 . 从 而 


BE"0-D DD 加 (加 + 


1 1 2 1 ml 
= 五 > (2 +0())) (2 十 o0) = Ba > 到 +0 ( 3 + O(n). 
现在 由 (17.2.2) 有 


中 “几乎 所 有 ”是 指 在 1.6 节 的 意义 下 . 这 个 定理 证 明 在 22.13 节 中 . 
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且 有 
和 = On); 
z=l 


故 有 
Dol) = 起 2 二 Omlnn). 


特别 地 , oc(n) 的 平均 阶 是 和 we 


18.4 gp(n) 的 阶 
函数 %(n) 也 是 比较 规则 的 , 而 且 它 的 阶 也 总 是 “接近 于 nm”. 首先 有 : 
定理 325 如果 n>1, 则 有 9(n) <n. 
其 次 , 如 果 = pm, 且 p>1/s, 那么 
gln) =n(! 和 2) >n(1 -se). 
从 而 有 : 
定理 326 而 人 9 2 
关于 p(n) 有 两 人 与 322 以 及 定理 323 相对 应 的 定理 . 
定理 327 ”对 每 个 正 数 5 有 Sm) 一 oc 


定理 328 lg lnjnm 


由 
定理 329 4 < 2 四) < 1( 对 某 个 正 的 常数 名 


可 知 , 定理 327 与 定理 322 等 价 . 
为 了 证 明 最 后 一 个 定理 , 注意 到 , 如 果 n = p", 那么 


2 _ i 1—p-°-! 
cfm) = II pt 
pin 由 1 别 


=e7. 


$n) =nIIG-z5) 


pln 


@ 因 为 Dm~ in? 
T 
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因此 
gn - -a-1 
(1 一 2 )， 
它 介 于 1 和 IIa 一 p-2?) 之 间 . ?由 此 推出 oc(n)/n 和 n/d(n) 有 同样 的 阶 , 所 以 定理 
327 等 价 于 定理 322. 
为 了 证 明定 理 327( 从 而 证 明定 理 322), 记 
6 
f(n)= 7 
那么 f(n) 是 积 性 的 , 由 此 根据 定理 316 可 知 , 只 需要 证 明 当 pm 一 co 时 有 
jem) 一 0 
就 够 了 . 但 是 区 Op") ms (1_ 1) Lm, 
fom™) 一 p™(1-5) 人 


可 以 把 定理 0 的 证 明 推 壕 到 第 22 章 中 . 
18.5 ”(n) 的 平均 阶 
9(n) 的 平均 阶 是 6n/n?. 更 精确 地 有 


定理 330 $(n) = 4%(1) 十 … 十 dm) = 下 十 Onlnm). 
这 是 因为 , 根据 (16.3.1) 有 


= , S ~ nl 
-0 +) 


1 
石 ]+oa 
和 3 (ninn) 
= 25 + O(n) +O(nlnn)= = + O(nlnn), 


| @ 根据 定理 280 和 (17.2.2) 可 知 , 事实 上 定理 329 中 的 A 就 是 
{C2)] 一 一 6r 
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这 里 用 到 定理 287 和 (17.2.2). 
Farey 数列 Sn 中 的 项 的 个 数 是 (n) + 1, 故而 定理 330 的 另 一 种 形式 是 : 


定理 331 n 阶 Farey 数列 中 项 的 个 数 近 似 等 于 3n21r2. 


定理 330 和 定理 331 可 以 更 形象 地 用 概率 论 的 语言 加 以 描述 . 假设 给 定 mw 考虑 
满足 


q>0, 1gpsgsn 
的 所 有 整数 对 (p,q) 以 及 相应 的 分 数 p/4. 共有 
Wn = jn(n+ 1D)~ 3 
个 这 样 的 分 数 , 其 中 既 约 分 数 的 个 数 xn 是 (nm). 如 果 按照 自然 的 方式 将 中 与 4 互 
素 的 概率 " 定义 成 ,im 2 ， 就 得 到 : 
定理 332 ”两 个 整数 互 素 的 概率 是 6/7? 


18.6 ”无 平方 因子 数 的 个 数 


一 个 相关 的 问题 是 求 “ 无 平方 因子 的 ” 数 ” 的 概率 , 也 就 是 近似 地 确定 不 超过 z 
的 无 平方 因子 数 的 个 数 Q(z). 

可 以 把 所 有 正 整数 n < y? 划分 成 集合 51, 52,…, 使 得 Sa 恰好 包含 以 d? 作为 
最 大 平方 因子 的 那些 数 n, 从 而 51 就 是 所 有 无 平方 因子 数 n < y? 组 成 的 集合 . 属于 
Su 的 数 n 的 个 数 等 于 


又 当 d > y 时 ,54 是 空 集 . 于 是 
2 
[四 ] = >? (5): 
y 
由 此 根据 定理 268 有 , 
Qw)= Puad [Gs| = {s+o0)} 
dey dsy 
= 于 +ow 


asy 
7) 2 +O 人 3 +0(y) 
=1 


d>y 
区 
5G 
人 Q@ 没有 平方 因子 , 即 是 不 同 素数 的 乘积 : 见 17.8 节 . 


2 
+0() = 号 + 
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用 z 代替 y 得 到 : 
定理 333 ”无 平方 因子 数 的 概率 是 6/r2. 更 精确 地 说 ， 
Ga = 鉴 +0(V3). 
一 个 数 n 是 无 平方 因子 的 , 如 果 ptn) = 1, 也 即 有 |(n)| = 1. 故而 定理 333 的 
另 一 种 表述 是 : 
定理 334 和 Intml= 骂 +O(V5 


殉 
n=1 
自然 要 间 , 在 无 平方 因子 数 中 , 使 J(n) = 1 成 立 的 数 与 使 得 y(n) = -1 成 立 的 数 
是 否 以 大 致 相同 的 频率 出 现 ? 如 果 确 实 如 此 , 和 式 
M(z) = Duln) 
n=1 


的 阶 就 会 比 z 要 低 , 也 就 是 有 : 
定理 335 M(x) = o(z). 
这 个 结论 是 正确 的 , 不 过 我 们 必须 把 它 的 证 明 推迟 到 22.17 节 中 . 


18.7 r(n) 的 阶 


根据 定理 278 以 及 (16.9.2) 式 可 以 猜测 ,函数 r(n) 的 性 状 在 某 些 方面 有 点 像 
d(n). 如 果 n 三 3(mod 4), 那么 r(n) = 0. 如 果 = (pipz…pi+i)m, 且 每 个 p 都 是 形 
如 处 +1 的 素数 , 那么 r(n) = 4d(n). 在 任何 情形 总 有 r(n) < 4d(n). 这 样 就 得 到 了 与 
定理 313, 314 以 及 315 类 似 的 结果 , 这 就 是 : 


定理 336 limr(n) = 0. 
定理 337 ”对 每 个 Artn) =O{(Inn)^} 都 不 成 立 . 


定理 338 ”对 每 个 正 元 5 都 有 7(n) = O (na) . 
还 有 一 个 与 定理 317 相对 应 的 定理 . r(n) 的 最 大 阶 是 
25Rn 
当 考 虑 平均 阶 时 就 会 出 现 差别 . 
定理 339  r(m) 的 平均 阶 是 zt, 也 就 是 有 
lim r(1) 二 四 二 … 十 r(n) a 


n—oo 
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更 精确 地 有 
r(l) +r(2) 十 … 十 r(n) = rn 十 OU(VT). (18.7.1) 


可 以 从 定理 278 推出 这 个 结论 , 或 者 直接 证 明 它 . 直接 证 明 更 加 简单 . 由 于 方程 
2 十 妨 二 m 的 解数 r(m) 就 是 工 在 圆 z? + 妨 = mm 上 的 格 点 个 数 , 故而 和 式 (18.7.1) 
是 在 圆 22+y? = n 上 及 其 内 部 的 格 点 个 数 少 1. 如 果 把 每 个 这 样 的 格 点 与 以 此 格 点 为 
左下 角 点 的 方 格 对 应 起 来 , 就 得 到 一 个 面积 , 这 个 面积 包含 在 圆 z2 十 刀 = (Vi+ V2)? 
中 且 包 含 圆 zz + 态 = (VN 一 V2)? 在 其 内 部 , 而 这 两 个 圆 均 有 面积 rn + O(V7). 

这 个 几何 论证 方法 可 以 推广 到 任意 维 数 的 空间 中 去 . 例如 , 假设 ra(n) 是 


z+ + =n 
的 整数 解 的 个 数 ( 仅 符号 不 同 或 者 次 序 不 同 的 解 再 次 被 视 为 不 同 的 解 ). 那么 可 以 证 明 : 
定理 340 rT3(1) + ra(2) + +ra(n) = Sn + O(n). 
如 果 利 用 定理 278, 就 有 
> ro)= D> x(d) =4 > x(W), 
1<v<z 1Suvsr 


这 里 的 求 和 取 饥 18.2 节 的 区 域 D 中 所 有 的 格 点 . 如 果 将 它 写成 形式 
4 Xo ]， 


1<usz 1<usz/u 


得 到 : 
za 0 全- 国 + 国 -人 


无 论 z 是 否 整 数 , 这 个 公式 皆 为 真 . 如 果 我 们 分 别 过 18.2 节 的 区 域 4DFY 和 
DFX 求 和 , 并 通过 首先 沿 图 8 的 水 平 线 求 和 来 计算 这 个 和 式 的 第 二 部 分 , 就 得 到 


4 和 Xx(u) 站 十 44 尊 >» Xx(w). 
vv 


vSVEVI<ugzr/v 
第 二 个 和 是 O(V5), 这 是 因为 》` x(w) 在 任何 界限 之 间 的 值 都 是 0 或 者 士 1, 而 且 


3 zx 四国 = 5 x(WE+oO(VD 
vgVE 


uvSVE 


这 就 给 出 了 定理 339 的 结果 . 
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本 章 附 注 


18.1 节 . 定理 315 的 证 明 见 Pdlya 和 Szeg5, No.264. 

定理 317 属于 Wigert, Arkiv for matematik, 3 no. 18(1907), 1-9(Landau, Handbuch, 219- 
222)，Wigert 的 证 明 依赖 于 “素数 定理 "( 定 理 6), 但 是 Ramanujan( Collected papers, 85-86) 指 
出 , 有 可 能 用 更 初等 的 方法 证 明 它 . 我 们 的 证 明基 本 上 是 Wigert 的 , 但 是 作 了 修改 , 以 使 得 不 需要 
定理 6. 

18.2 节 . 定理 320 是 由 Dirichlet 证 明 的 , 参见 Abhandi. 4kad Berlin(1849), 69-83(Werke'ii. 
49-66). 

自从 为 逼近 误差 寻求 更 好 的 界限 这 一 非常 困难 的 问题 (Dirichlet 除数 问题 ) 提出 以 来 , 人 们 已 
经 做 了 大 量 的 工作 . 假设 9 是 满足 


d(1) + d(2) + +d(n) =nlnn+ (27— Dn+O(n’) 
的 数 8 的 下 界 , 定理 320 表明 有 0 < $1903 年 , Voron6i 证 明了 9 < 3 1922 年 van derCorput 
证 明了 6 < 高 这 些 数 又 进一步 被 后 来 者 所 改进 . 另 一 方面 , Hardy 和 Landau 在 1915 年 相互 


独立 地 证 明了 0 > .9 的 真实 值 仍然 不 知道. 也 见 18.7 节 的 附注 ， 

关于 和 式 下 (1) 十 :… 十 d?(n) 等 , 见 Ramanujan, Collected papers, 133-135 以 及 B. M. Wilson, 
Proc. London Math. Soc. (2)21(1922), 235-255. 

18.3 节 . 定理 323 属于 Gronwall,， Trans，American Math，Soc，14(1913), 113-122. 这 里 
所 陈述 的 定理 324 出 自 Bachmann，Analytische Zahientheorie, 402. 它 的 主要 内 容 已 经 包含 在 
Dirichlet 的 研究 论文 之 中 , 参见 18.2 节 下 面 的 说 明 . 

18.4 节 至 18.5 节 ， 定 理 328 是 由 Landau, Archiv d. Math. uw. Phys. (3)5(1903), 86- 
91(Handbuch，216-219) 证 明 的 ,定理 330 是 由 Mertens，,JJournal fir Math. 77(1874)，289- 
338(Landau，Handbuch，578-579) 证 明 的 .Dirichlet(1849) 证 明了 定理 330 的 一 个 较 弱 的 形式 ， 
即 对 任何 e > 0 有 误差 项 O(n*+“)(Dickson, History i, 119). 

18.6 节 .定理 333 属于 Gegenbauer, Denkschriften Akad. Wien, 49, Abt. 1(1885), 37- 
80(Landau, Handbuch, 580-582). 

Landau[Handbuch, 证 588-590] 指出 , 定理 335 可 以 直接 从 “素数 定理 " (定理 6) 推出 , 其 后 
[Sitzungsberichte 4kad，Wien 120, Abt. 2(1911), 973-988] 又 指出 , 定理 6 容易 从 定理 335 得 
出 . Mertens 猜想 : 对 所 有 z > 1 有 |M(z)| < z-'/2.Jurkat[Proc. Symp. Pure Math. A. M. 5. 
24(1973), 147-158] 证 明了 : 对 无 穷 多 个 整数 z, |M(z)| < 2 都 是 错误 的 . 

18.7 节 . 有 关 定 理 339 见 Gauss, Werke, ii.272-275. 

这 个 定理 像 定 理 320 一 样 , 一 直 是 众多 现代 研究 工作 的 出 发 点 ， 其 目的 是 确定 与 ja 节 附 注 
中 的 9 相对 应 的 数 9. 此 问题 与 除数 问题 非常 类 似 ， 且 用 同样 的 方法 可 以 得 到 诸如 了 二 3 这 些 数 
相应 的 结果 , 不 过 在 某 些 方面 要 求 的 分 析 稍微 简单 一 些 , 且 可 | 以 得 到 稍微 进一步 的 结果 见 Landau, 
Vorlesungen, 计 183-308. 陈景润 [Sci，Sinica 12(1963), 633-649] 证 明了 0 < 元. 

Atkinson 和 Cherwell[Quart，J Math。Ozford 20(1949)，65-79] 给 出 了 一 个 一 般 性 的 方 
法 用 于 计算 一 类 广泛 的 算术 函数 的 “平均 阶 ”. 更 深入 的 方法 见 Wirsing[Acta Math. Acad. Sci. 
Hungaricae 18(1967), 411-467] 以 及 Halisz[ 同 一 杂志 , 19(1968), 365-403]. 
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19.1 “加 性 算术 的 一 般 问题 


本 章 以 及 下 面 两 章 将 重点 研究 加 性 数论 . 这 个 理论 的 一 般 性 问题 可 以 表述 如 下 . 

假设 4, 或 者 说 al az,as,… 是 一 组 给 定 的 整数 . 比如 说 4 可 以 包含 所 有 的 正 整 
数 , 或 者 所 有 的 平方 数 , 或 者 所 有 的 素数 . 考虑 任意 一 个 正 整 数 n 的 形 如 

n= 十 ai 十 …… 十 ai 

的 所 有 可 能 的 表示 , 其 中 s 可 以 固定 也 可 以 没有 限制 , 诸 数 a 可 以 相同 ”,， 也 可 以 不 
相同 , 它们 的 次 序 可 以 考虑 , 也 可 以 不 予 考虑 , 这 要 根据 所 研究 的 具体 问题 来 决定 . 用 
r(n) 来 记 这 样 的 表示 法 的 个 数 . 那么 关于 r(n) 我 们 要 讨论 些 什么 呢 ? 例如 , r(n) 永远 
是 正 数 吗 ? 是 否 对 每 个 n 都 有 这 样 一 个 表示 呢 ? 


19.2 数 的 分 划 


首先 取 4 是 所 有 正 整 数 集合 1,2,3,.… 的 情形 , s 没有 限制 , 允许 重复 , 且 不 考虑 
数 的 次 序 . 这 就 是 “无 限制 分 划 ” 问 题 . 
数 n 的 分 划 (partition) 是 将 n 表示 成 任意 多 个 正 整数 之 和 的 形式 . 于 是 
5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+1 
=1+1+1+1+1 
有 7 个 分 划 . “各 部 分 的 次 序 不 予 考虑 , 这 样 就 可 以 使 我 们 在 需要 时 将 各 个 部 分 按照 
递减 的 次 序 排列 . 用 p(n) 来 记 n 的 分 划 的 个 数 , 这 样 就 有 p(5) = 7. 


A 
来 形象 地 表示 分 划 , 一 行 中 的 点 对 应 于 分 划 中 的 一 个 部 分 . 于 是 A 就 表示 18 的 分 划 


7 十 4 十 3 二 3 十 1. 


轩 包括 部 分 相同 和 全 部 相同 .一 一 译 者 注 
加 当然 , 我 们 还 需要 计 入 仅 由 一 个 部 分 所 表示 的 分 划 . 
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也 可 以 按照 列 来 解读 A, 在 上 述 例子 中 就 表示 18 的 分 划 
5+4+4 十 2 十 1 十 1 十 1. 


以 这 种 方式 相关 联 的 诸 分 划 称 为 共 朱 的 . 

有 车 干 个 关于 分 划 的 定理 可 以 从 这 种 图 形 表示 法 立即 推出 . 一 个 有 m 行 的 图 如 
果 按 行 读数 , 就 表示 分 成 m 个 部 分 的 一 个 分 划 ; 如 果 按 列 读数 , 则 表示 所 分 成 的 最 大 
部 分 是 m 的 一 个 分 划 . 从 而 有 : 


定理 342 将 nn 分 成 m 个 部 分 的 分 虽 个 数 , 等 于 将 n 分 成 的 最 大 部 分 是 mm 的 
分 划 个 数 . 


类 似 地 有 : 


定理 343 ”将 mm 分 成 最 多 m 个 部 分 的 分 划 个 数 , 等 于 将 n 分 成 每 部 分 都 不 超 
过 m 的 分 划 个 数 . 


我 们 将 进一步 使 用 这 种 特征 的 “图 形 的 ”论证 法 , 但 是 通常 还 需要 由 生成 函数 的 
理论 提供 的 更 加 强 有 力 的 工具 . 
19.3 p(n) 的 生成 函数 
在 这 里 有 用 的 生成 函数 是 客 级 数 " 
F(z) = 》 f(m)zn. 


一 般 项 系数 是 f(n) 的 级 数 的 和 称 为 f(n) 的 生成 函数 , 也 说 成 是 对 f(n) 进行 计数 . 
p(n) 的 生成 函数 是 由 Euler 发 现 的 , 它 是 


1 性 n 
F(z) = a or (19.3.1) 
通过 写 出 无 穷 乘 积 
(1+z+z2 二 …) 
(1+z2 十 到 十) 
(1+za+ze 二 …)“ 


并 将 这 些 级 数 乘 在 一 起 , 就 能 看 出 这 个 公式 成 立 . m 的 每 个 分 划 恰 好 对 z” 的 系数 贡 
献 出 1. 于 是 , 分 划 
10=3+2+2+2+1 


加 与 17.10 节 比 较 . 
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对 应 于 第 三 行 中 z3、 第 二 行 中 的 zs = z2+2+2 以 及 第 一 行 中 的 > 的 乘积 , 这 个 乘积 对 
zl0 的 系数 给 出 贡献 1. 

这 就 使 得 (19.3.1) 变 得 直观 , 但 是 (由 于 必须 将 无 穷 多 个 无 穷 级 数 相 乘 ) 有 必要 
对 此 论证 方法 作 某 些 进一步 的 展开 . 

假设 0 < z < 1 此 时 定义 F(z) 的 乘积 收敛. 级 数 


1+Z 十 22 十 …，1 十 22 十 于 十 :1 二 2 二 72 二 


均 为 绝对 收敛 , 于 是 可 以 将 它们 相 乘 , 并 且 可 以 按照 我 们 的 意愿 来 安排 得 到 的 结果 . 乘 
积 中 z" 的 系数 是 pm(n), 它 是 将 n 分 成 每 部 分 均 不 超过 m 的 分 划 的 个 数 . 从 而 


1 A 
Fm(z) = OA) ™ 1 十 Derm) . (19.3.2) 
显然 有 
pm(n) < p(n), (19.3.3) 
对 nxm 有 
Pm(n) = p(n), (19.3.4) 
又 对 每 个 mw 当 m 一 oo0 时 有 
pm(n) — p(n). (19.3.5) 
又 有 m oo 
Fn(z) =1+ 5 p(n + 》 pn(n)z™. (19.3.6) 
n=l1 mt+1l 


它 的 左 端 项 小 于 F(z), 且 当 m 一 co 时 趋向 F(z). 故而 有 


1+ 9p < Ens) < Fl 
n=1 
它 与 m 无 关 . 从 而 并 p(n)z" 收敛 , 于 是 根据 (19.3.3) 知 , 对 于 区 间 0 < xz < 1 中 任何 
固定 的 z, 守 pm(n)z” 均 收敛 , 而 且 还 对 于 所 有 m 的 值 为 一 致 收敛 . 最 后 , 由 (19.3.5) 
得 出 


1 十 pn)z" = wm, ( + Sm") = nn Fmn(z) = F(z). 
n=1 n=1 


附带 还 证 明了 : hn 
计算 了 将 n 分 成 每 部 分 均 不 超过 m 的 分 划 , 也 即 分 成 至 多 mm 个 部 分 (根据 定理 343， 
二 者 完全 相同 ) 的 分 划 的 个 数 . 


. (19.3.7) 
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我 们 已 经 详细 写 出 了 基本 公式 (19.3.1) 的 证 明 . 我 们 对 0 < z < 1 证 明了 这 个 公 
式 , 它 对 |z| < 1 的 正确 性 可 以 立即 由 分 析 中 熟知 的 定理 推出 . 下 面 将 不 关注 这 样 的 
“收敛 定理 ",” 这 是 因为 对 于 讨论 对 象 的 兴趣 基本 是 形式 上 的 . 我 们 处 理 的 级 数 和 乘 
积 对 于 很 小 的 z( 与 这 里 相同 , 通常 是 对 于 |z| < 1) 全 部 都 是 绝对 收敛 的 . 所 出 现 的 收 
敛 性 、 恒 等 式 等 问题 都 是 平凡 的 , 这 些 问题 可 以 由 任何 懂得 函数 论 基础 的 读者 立即 解 
决 . 


19.4 ”其 他 的 生成 函数 


对 于 用 各 种 方式 将 n 进行 受 限制 的 分 划 , 求 出 其 生成 函数 同样 是 很 容易 的 . 例如 


2 (19.4.1) 


计算 的 是 将 n 分 成 奇数 之 和 的 分 划 ; 

a (19.4.2) 
是 将 n 分 成 偶数 之 和 的 分 划 ; 

Q+4DG + + (19.4.3) 
是 将 n 分 成 不 相等 的 诸 数 之 和 的 分 划 ; 

(1 十 z)(L+za)(1 十 z5).… (19.4.4) 


是 将 n 分 成 不 相等 的 奇数 之 和 的 分 划 ; 而 
1 
{ 其 中 的 指数 是 形 如 5m + 1 或 者 5m + 4 的 数 ) 是 将 n 分 成 若干 个 数 (每 个 数 都 有 这 
两 种 形状 之 一 ) 之 和 的 分 划 . 
以 后 会 出 现 的 另 一 个 函数 是 


(19.4.5) 


rN 


0 (19.4.6) 


它 计算 的 是 将 n 一 NN 分 成 偶数 个 均 不 超过 2m 的 数 之 和 的 分 划 , 也 就 是 将 3(n—N) 分 


成 每 个 数 均 不 超过 m 的 若干 个 数 之 和 的 分 划 . 再 根据 定理 343, 这 也 就 是 将 io- N) 
分 成 至 多 m 个 数 之 和 的 分 划 . 


四 除了 19.8 节 再 次 考虑 基本 恒等式 , 以 及 19.9 节 中 不 太 明显 地 涉及 极限 过 程 以 外 . 
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分 划 的 某 些 性 质 可 以 立即 由 这 些 生成 函数 的 形式 导出 . 由 于 
1—721—21—zx5 1 
(1 十 z)(G+z2)(1 二 za) 一 村 Ta 
(19.4.7) 


从 而 有 : 


定理 344 ”将 分 成 若干 个 不 相等 的 数 之 和 的 分 划 个 数 等 于 将 它 分 成 若干 个 奇 
数 之 和 的 分 划 个 数 . 

不 用 生成 函数 来 证 明 这 一 结论 是 有 趣味 的 . 任何 数 ! 都 可 以 唯一 地 用 二 进 制 数 来 表示 , 也 即 表 
示 成 

1=2+24+2+. (sa<b<ec…) 
故而 将 n 分 成 奇数 之 和 的 分 划 可 以 写成 
n=llxl1t+lzx3+lsx5+.… 
一 (2 二 28 十.…)x1+(2 十 2 十 …)x3 十 (2 十 …)x5 十 .…， 
在 这 个 分 划 与 将 n 分 成 若干 个 不 相等 的 数 之 和 的 分 划 
2 2 ,222 x 3,20 x 3 253 x 5)20 X5 


之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 


19.5 ”Euler 的 两 个 定理 


有 两 个 属于 Euler 的 恒等式 , 它们 对 于 这 个 理论 中 频繁 使 用 的 不 同 证 明 方 法 给 出 
了 富有 启发 性 的 例证 . 
4 
定理 345 (1+D)(I+2)(1425). = 117+ -a 
T9 
+ GD 
2 6 
定理 346 (+ te) +e) = 1+ 1 + 
zr 
TEST 的 
在 定理 346 中 , 分 子 中 z 的 指数 是 1x 2,2 x 3,3 x 4,…. 
( 首先 利用 Euler 引进 一 个 第 二 参数 a 的 方法 来 证 明 这 些 定理 . 
设 


Kl(a) = K(a,2) = (1+az)(1 + az3)(1 + ars)...=1+ca+ cq? + , 


中 它 与 恒等式 
(1 + 2)(1 + £2)(1 + 24)(1+ 55).. = 二 = 


是 算术 等 价 的 . 
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其 中 cn = cn(z) 与 a 无 关 . 显然 
K(a) = (1+az)K(az2)， 
这 也 就 是 
1+cia+c2aa? + = (1+ar)(l + car? + caa2z4 十 …). 


于 是 , 令 系数 相等 , 就 得 到 


cl 一 2 十 clz2， ca = 073 十 caz4 cm = Cm-172™ 1 十 cmz2mh… ， 


从 而 
zm-1 ZI1+3+… 十 (2m 一 1 zm™ 
mT Tam ml (Tz) 0 0) (1 zm) 
由 此 得 出 
24 
(1 +an)(l + oar)(1 + ars)...=1+ T+ Op + (19.5.1) 


而 定理 345 和 定理 346 是 当 a = 1 以 及 a = z 时 的 特例 . 

(区 这 些 定理 还 可 以 用 不 依赖 于 无 穷 级 数理 论 的 方法 加 以 证 明 . 这 样 的 证 明 有 时 
被 称 为 “组 合 的 ". 以 定理 345 为 例 . 

我 们 已 经 看 到 , 该 恒等式 左边 计算 的 是 分 成 不 相等 的 奇数 之 和 的 分 划 个 数 , 从 而 


15=11+3+1=9+5+1=7+5+3 


有 4 个 这 样 的 分 划 . 例如 , 取 分 划 11+3+1, 将 它 用 图 形 表 示 在 B 中 , 则 图 中 每 条 折线 
上 的 点 就 对 应 该 分 划 中 的 一 个 部 分 . 


SN 


还 可 以 将 图 (看 成 为 点 阵 ) 按照 图 C 或 者 图 D 那样 , 沿 着 一 列 水 平 线 或 者 铝 垂 线 
来 书写 . 图 C 和 图 D 只 有 方向 的 区 别 , 它们 中 的 每 一 个 都 对 应 数 15 的 另外 一 种 分 划 ， 
也 就 是 6+3+3+1+1+1. 像 这 样 一 个 关于 东南 方向 对 称 的 分 划 被 Macmahon 称 为 一 
个 自 共 雹 的 (selfconjugate) 分 划 , 这 些 图 就 在 自 共 思 分 划 与 分 成 不 相等 的 奇数 之 和 的 
分 划 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 . 该 恒等式 的 左边 计算 的 是 分 成 不 相等 的 奇数 之 和 , 这 
样 一 来 , 如 果 能 证 明 它 的 右边 计算 的 是 自 共 配 分 划 的 个 数 , 那么 该 恒等式 就 被 证 明了 . 
现在 可 以 用 第 四 种 方法 (也 即 图 EE 中 所 示 的 方法 ) 来 解读 我 们 的 点 列 : 
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E 


这 里 有 一 个 由 3? 个 点 组 成 的 正方 形 以 及 两 个 “ 尾 图 ”, 每 个 尾 图 表示 将 3(15 一 
32) = 3 分 成 至 多 3 个 部 分 的 分 划 (在 这 种 特殊 的 情形 下 , 它们 全 部 是 1). 一 般 来 说 ， 
nn 的 一 个 自 共 轿 分 划 都 可 以 看 成 为 由 m? 个 点 组 成 的 一 个 正方 形 加 上 两 个 尾 图 , 这 两 
个 尾 图 表示 将 3(n 一 m2) 分 成 至 多 m 个 部 分 的 分 划 . 给 定 了 这 个 ( 自 共 思 ) 分 划 , 则 
数 m 和 该 分 划 的 解读 就 固定 了 . 反 过 来 , 给 定 了 mw, 再 给 定 不 超过 n 的 任意 一 个 平方 
数 m2, 就 有 一 组 以 m? 个 点 的 正方 形 为 基础 的 n 的 自 共 办 分 划 . 

现在 


味 
(1 一 z2)(1 一 2z4)…(1 一 z2m) 
是 (19.4.6) 的 一 个 特例 , 它 计 算 的 是 将 3(n 一 m2) 分 成 至 多 m 个 部 分 的 分 划 , 如 同 我 
们 已 经 看 到 的 那样 , 这 些 分 划 中 的 每 一 个 都 对 应 于 n 的 基于 m? 个 点 的 正方 形 的 一 个 
自 共 轰 分 划 . 于 是 , 关于 m 求 和 ， 
权 
1+2 Ga 

计算 的 是 ”的 所 有 自 共 二 分 划 , 这 就 证 明了 定理 . 

附带 地 还 证 明了 : 

定理 347 ”将 mn 分 成 不 相等 的 奇数 之 和 的 分 刘 个 数 等 于 它 的 自 共 配 分 划 个 数 . 

' 我 们 的 论证 方法 足以 证 明 更 一 般 的 恒等式 (19.5.1), 并 且 指 出 它 的 组 合意 义 . 将 n 
恰好 分 成 m 个 不 相等 的 奇数 之 和 的 分 划 个 数 , 等 于 将 n 分 成 基于 m? 个 点 的 正方 形 
的 自 共 轿 分 划 个 数 . 取 a = 1 的 作用 是 消除 m 的 不 同 的 值 之 间 的 差别 . 

读者 将 会 发 现 , 给 出 定理 346 的 组 合 证 明 是 富有 教 益 的 . 最 好 是 首先 用 z 代替 
z2, 并 利用 #m(m 十 1) 的 分 解 式 1 十 2 十 3 十 … 十 m.(ii) 中 的 正方 形 就 被 一 个 等 腰 直 
角 三 角形 所 代替 . 


19.6 ”进一步 的 代数 恒等式 
可 以 利用 19.5 节 中 的 方法 (i) 来 证 明 一 大 批 代数 恒等式 . 例如 , 假设 


Kij(a) = Kj(a,7) = (1+az)(1 +ar’).…(1+az’)= 立 cma™. 
m=0 
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那么 
(1 十 azi+l)Ki(a) = (1+az)Ki(azr). 
将 军 级 数 代入 , 并 令 am 的 系数 相等 , 就 得 到 
cm + em-12i+! = (cm + cm-1)z™, 
也 就 是 对 1< mj 有 
(1 一 mm)cm = (zm — sitl)em 1 = mm(1- mm+ljon_l. 
从 而 有 : 
1 
定理 348 (1+az)(1+az?).…(1+azi) = 1+or Lx ee 
十 .十 ajz43G+1)， 


m(m+i (1 — 7).… (1 2 
直人 
如 果 将 z2 记 为 z, 将 1/z 记 为 a, 并 令 j 一 co, 就 得 到 定理 345. 类 似 地 , 可 以 证 

明 : ， 


1—zi (1—27)(1 — zi+!) 
定理 349 {an a) ran) + 1 0 a (1 一 z)(1 一 z2) 
十 


特别 地 如果 取 1 并 令 一 oo, 训 得 到: 
T 
定 昌 350 D0!1+i + 
19.7 五 (z) 的 另 一 个 公式 


作为 “组 合 ” 推理 的 进一步 的 例子 , 我 们 来 证 明 Buler 的 另外 一 个 定理 , 也 就 是 : 


1 Ei 
51 + + 
I 


2 


TU- 0 + 
任何 分 划 的 图 示 法 , 比方 说 图 F 的 左上 角 都 包含 一 个 由 点 构成 的 正方 形 . 如 果 取 
最 大 的 一 个 这 样 的 正方 形 , 它 称 为 “Durfee 正方 形 "(这 里 是 一 个 由 9 个 点 作成 的 正方 
形 ), 那么 这 个 图 就 由 包含 认 个 点 的 一 个 正方 形 和 两 个 尾 图 组 成 其 中 一 个 尾 图 表示 
将 一 个 数 (比方 说 0) 表示 成 不 多 于 i 个 数 之 和 的 分 划 , 另 一 个 尾 图 则 表示 将 一 个 数 
(比方 说 m) 表示 成 若干 个 都 不 超过 i 的 数 之 和 的 分 划 , 且 有 n 三 讼 +1 十 m. 在 图 下 
中 有 n=20,，i=3, 1=6,，m=5. 


有 


了 
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根据 19.3 节 , ! 的 (分 解 成 至 多 i 个 数 之 和 的 ) 分 划 个 数 是 
1 


中 z! 的 系数 , 而 m 的 (分 解 成 若干 个 都 不 超过 i 的 数 之 和 的 ) 分 划 个 数 是 同一 个 展 
开 式 中 zm 的 系数 . 从 而 


1 和 
{qs} 
中 zm 的 系数 , 也 就 是 


Ca 
{a0 zj a . 

中 mn 的 系数 , 就 是 n 的 以 记 为 其 Durfee 正方 形 的 分 划 中 可 能 的 成 对 尾 图 的 对 数 . 
因此 n 的 分 划 的 总 数 就 是 

下 上 Ek o 和 

(1 一 2z)2 (1 一 zZ)2(1 一 z2)2 (1 — 2)2(1 — 22)2... (1 — zi)? 

的 展开 式 中 zm 的 系数 , 这 就 证 明了 定理 . 

这 个 定理 还 有 若干 简单 的 代数 ”证 法 . 


19.8 ”Jacobi 定理 


后 面 需要 用 到 一 个 著名 的 恒等式 的 某 种 特殊 情形 , 这 个 恒等式 应 该 属于 椭圆 函数 
论 的 范畴 . 


定理 352 ”如 果 |z| < 1, 那么 ,对 除了 z=0 以 外 所 有 的 = 都 有 


I {(1— 2")( + lz)(G+zzn lz )}=1+ er +2-")= Se 
二 迷 ”098.) 


该 级 数 的 这 两 种 形式 显然 是 等 价 的. 
记 Plz,z) = Q(z)R(z,z)R(z,z- ,其 中 


Q(z) = jo (1—z2"), R(z,z)= I (1+z2"-1z) . 
n=1 


n=1 


@ 我 们 在 旧式 的 意义 下 使 用 “代数 "这 个 单词 , 其 中 包含 宪 级 数 以 及 无 穷 索 积 的 初等 运算 . 这 样 的 证 明 小 
及 (虽然 有 时 仅仅 是 很 肤浅 的 ) 极限 过 程 的 使 用 , 就 这 个 单词 的 严格 意义 来 说 , 这 样 的 证 明 是 “解析 的 ”. 
但 是 “解析 的 ”一 词 在 数论 中 通常 只 用 来 表示 依赖 于 更 艰深 的 分 析 工 上 其 (通常 指 依赖 于 复 变 函数 论 ) 的 
证 明 
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当 |z| < 1 且 z 关 0 时 , 无 穷 乘 积 


I a+"), 下 ape- H+ 
n=1 1 n=1 


n= 


都 收敛 . 因此 乘积 Q(z), R(z,z), R(z,z-!) 以 及 乘积 P(z, z) 可 以 形式 地 乘 在 一 起 , 并 
将 得 到 的 项 按照 我 们 愿意 采用 的 任何 方式 集 项 和 排序 . 所 得 到 的 级 数 都 是 绝对 收敛 
的 , 且 该 级 数 的 和 等 于 P(z, z). 特别 地 ， 


Plz,z)= >》 ，an(z)zn， 


n=-o0 


其 中 an(z) 与 z 无 关 , 且 有 
a-n(z) = an(z). (19.8.2) 


只 要 z 关 0, 容易 验证 
(1 十 zz)R(z,zz2) = 及 (z,z)， R(z,z-!2-?) = (1+2z-!2-1)R(z,2-!)， 
所 以 zzP(z, zz2?) = P(z,z), 故而 
3 z2n+lan(z)zn+l = bp an(z)zn. 


由 于 这 对 z 的 (除了 z = 0 以 外 的 ) 所 有 值 均 为 真 , 故而 可 以 让 z” 的 系数 相等 ， 
从 而 求 得 an+l(z) = rz"+ian{z). 这 样 一 来 , 对 n>0 就 有 


an+Hi(z) = z(2n+1)+(2n 一 D+…+lao(Z) 了 zt ao(z). 


根据 (19.8.2), 当 n 十 1 < 0 时 有 同样 的 结论 成 立 , 从 而 只 要 z 了 0, 对 所 有 n 就 有 
an(z) = zw ao(z). 但 是 , 当 z = 0 时 , 这 个 结果 是 平凡 的 . 于 是 


Pl(z,z) = ao(z)S(z,z)， (19.8.3) 
其 中 四 
S(z,z) = bb Zn. 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 需要 证 明 ao(z) = 1. 

如 果 = 取 除 0 以 外 任意 固定 的 值 , 且 如 果 有 |z| < 3, 则 乘积 Q(z), R(z2), R(z, 2-!) 
以 及 级 数 S(z,z) 全 都 关于 z 一 致 收敛 . 于 是 P(z,z) 和 S(z,z) 都 表示 z 的 连续 函 
数 , 而 且 当 z 一 0 时 ， 


Pl(z,z) — P(0,z)=1, S(z,z)— 5(0,z2)=1. 
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由 (19.8.3) 就 推出 , 当 z 一 0 时 ao(z) 一 1. 
令 z=i 则 有 


S(t,i) =1+ 2 (—1)"z™ = S(z, —1). (19.8.4) 


n=1 
再 次 我 们 有 


R(Z,i)R(z,i!)= 二 {(1+iz2" 1)(1 iz"!)} = I (1+ ztn-2)， 
n=1 n=1 
Q(zs)=I -2")= 11 {2")( 2"-?)}, 
n=1 n=1 


所 以 
P(x,i)= I {0 — 2")(1 ~ 2%")} 
n=1 


一 ji {(1 — rmn)(1 ~ z3"~4)2} = P(z4 —1). (19.8.5) 


n=1 


显然 P(z4, -1) 关 0, 故此 由 (19.8.3)、(19.8.4) 和 (19.8.5) 得 出 ao(z) = ao(z4). 重 
复 利用 此 式 , 并 依次 用 z4,z4 ,z2，… 代替 z, 得 到 : 对 任何 正 整数 上 有 


ao(z) = ao(zg) = … 一 ao(z 人 ). 
然而 |z| < 1 故 当 大 一 co 时 有 z 一 0. 于 是 
oo(z) = limao(z) = 1. 


这 就 完成 了 定理 352 的 证 明 . 


19.9 ”Jacobi 恒等式 的 特例 


如 果 在 (19.8.1) 的 左边 用 zk 代替 z, 用 -zl 和 zx! 代替 z, 并 用 m+1 代替 m, 就 
得 到 


芋 {0 一 z2kn+k-D)(1 z2kn+k+i](T -4 zetah)} 和 yD (—1)"wen tin, (19.9.1) 


n=0 n=—o0 
I {(1 + zatm+t-D(1 + vanthtt) (1 — went2k)} 一 > hn2+m_ (19.9.2) 
n=0 no0 
某 些 特殊 情形 是 特别 有 趣 的 . 


() k=1,1=0 给 出 
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(1— z2n+1)2(1 — z2n+2)} = 、- (~Dnzm， 
{ } 


n=0 n= 一 oo 
再 {(1+ zzn+l)2(1 一 z2n+2)} = > ze 
这 是 两 个 来 和 本 国画 数论 的 标准 公 式 。 


人 在 (19.9.1) 中 取 大 = 21= = 3 则 得 
I {0 一 zan+l)(1 一 zan+2)(1 一 zan+3)} i bb (—1)"w#n(3n+D), 


n=0 Neo 


这 也 就 是 : 
定理 353 (1- zj(L -za(1 一 za)…= 》、(-Dn"zintn+y， 


这 个 著名 的 Euler 恒等式 也 可 以 写成 形式 
(1—2)(1 -22)(1—23)..…=1+ 2 (-1)" {sey 十 zwlant)] 加 
一 1 一 z 一 z2 二 z5 十 Z7 一 712 一 7L5 十 .…， 


(ii) 在 (19.9.2) 中 取 大 = 1 = 1=3 得 


下 ta+eoa-z zt+2)} = 二 zimn(n+l)， 


它 可 以 通过 应 用 0 人 变换 成 : 
(1—22)(1 ~ 24)(1 -2°).…: 
定理 354 oJ 2 
其 中 右边 的 指数 是 三 角 数 .” 5 3 
(iv) 在 (19.9.1) 中 取 大 = 到 = 以 及 大 = 了 1= 


二 1 十 ZT 十 3 十 TZ5 十 ZT10 十-…. 


球 则 得 
定理 355 I {(1 — znt1)(1 — Zz5n+4)(1— z5n+5)} = i DS [3 一 1)"z3m(5n+3). 


n=-o0 


定理 356 to- z5n+2)(1 一 T5n+3)(1 一 z5n+5)} = 二 (Drzintsn+a). 


以 后 将 需要 用 到 这 些 公式 . 
作为 最 后 一 个 应 用 , 在 (19.8.1) 中 用 z3 代替 zx, 用 xz3C 代替 z. 于 是 得 


{aa+eotee))} = DT shee, 
n=l 


n=-—o0 


OD 即 形 如 3n(n + 1) 的 数 
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也 即 
(+61) I {(L =- z)(L+zn"G(L+zn6C = 二 (+ 


其 中 在 右边 ， 我 们 已 经 将 与 n=m 以 及 n= 一 m 一 1 对 应 的 项 组 全 在 一 起. 于 是 得 出 : 
对 于 除了 5=0 以 及 5= -1 以 外 所 有 的 4 有 
/1+C2mtl a 
下 人 -za+rzoa +z"0)}= er (Ce )* (m+tD) 
i py zimmtle-m(l 三 让 个 = 5 

9 (19.9.4) 
现在 假设 z 的 值 是 固定 的 , 且 位 于 闭 区 间 -2 < 5 < -之 中 . 于 是 (19.9.4) 左边 
的 无 穷 乘积 和 右边 的 无 穷 级 数 关 于 ¢ 均 为 一 致 收敛 ,从 而 它们 每 一 个 都 表示 在 该 
区 间 中 的 一 个 连续 函数 , 故而 可 以 令 4 一 -1. 这 样 就 有 : 


定理 357 oa- bE D™(2m+ Drm(mt). 


m=0 


这 是 Jacobi 的 另外 一 个 著名 的 定理 


19.10 ”定理 353 的 应 用 


Euler 恒等式 (19.9.3) 有 一 个 鲜明 的 组 合 解释 . 
(1 -z)( -zz2)(1 一 z3) 
中 zm 的 系数 是 
Dy (19.10.1) 

其 中 的 求 和 取 遍 将 n 分 成 不 相等 的 诸 数 之 和 的 所 有 分 划 , 而 v 则 是 这 样 的 分 划 中 所 
含 部 分 的 个 数 , 例如 数 6 的 分 划 3+2+1 对 zs 的 系数 给 出 贡献 (1)3. 但 是 (19.10.1) 
是 E(n) - Un), 其 中 E(n) 是 将 n 分 成 偶数 个 不 相等 的 数 之 和 的 分 划 个 数 , 而 U(n) 
则 是 将 n 分 成 奇数 个 不 相等 的 数 之 和 的 分 划 个 数 . 故而 定理 353 可 以 改 述 为 : 

定理 358 ”除了 nn 二 3k(3k 士 1) 的 情形 以 外 , 均 有 E(n) = U(n) 成 立 .两 当 
Fe 3h(3k 土 1) 时 有 E(n) 一 U(n) = (1)*. 

例如 7=6+1=5+2=4+3=4+2+1, 已 (7) =3，U(7) =2，E(7) - U(7) =1, 且 有 
7=1x2x(3x2+1),，k=2. 

这 个 恒等式 可 以 用 来 有 效 地 计算 p(n). 因为 


性 二 1=- 2 二 z2+z5+z7 一 
-e+ te 让 人- 
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令 它们 的 系数 相等 , 这 样 就 得 到 


p(n) -p(n —1)—p(n—2)+p(n—5)+... 


+(-1)*p 人 a 了 (ak 各 5} + (1)*p 人 了 (ak 下 »)} eb 


对 很 大 的 n 来 说 , 左边 的 项 数 大 约 是 2 (8"): 
Macmahon 曾经 利用 (19.10.2) 计算 p(n) 直到 n = 200, 并 求 得 


Pp(200) = 3 972 999 029 388. 


19.11 ”定理 358 的 初等 证 阴 


对 于 定理 358 有 一 个 属于 Franklin 的 非常 漂亮 的 证 明 , 这 个 证 明 不 用 代数 工具 . 

我 们 力图 在 19.10 节 中 考虑 过 的 两 种 分 划 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 关系 . 这 样 一 个 
对 应 当然 不 可 能 是 精确 的 , 因为 一 个 精确 的 一 一 对 应 将 会 证 明 对 所 有 n 均 有 El(n) = 
Ul(n). 

取 一 个 图 G, 它 表示 将 n 分 成 任意 多 个 不 相等 的 数 之 和 的 一 个 分 划 , 其 中 各 个 
数 按照 递减 次 序 排列 ， 把 最 下 面 那 条 线 4B( 它 有 可 能 只 包含 一 个 点 ) 称 为 这 个 图 的 
“ 底 ”B. 


从 这 个 图 的 最 右上 角 的 结 点 C 出 发 , 向 左下 方 画 一 条 最 长 的 能 处 在 这 个 图 中 的 线 , 这 
条 线 也 可 能 只 包含 一 个 结 点 . 把 这 条 线 CDE 称 作为 是 这 个 图 的 “斜率 "c. 如 同 在 图 
G 中 那样 , 当 在 o 中 比 在 6 中 有 更 多 的 结 点 时 , 记 成 6 < c, 在 其 他 情形 中 也 使 用 类 
似 的 记号 . 这 样 就 有 3 种 可 能 性 . 
(a) 8 <o. 将 8 移 到 在 o 外 面 且 和 o 平行 的 位 置 , 如 图 H 所 示 . 这 给 出 一 种 将 
该 数 分 成 若干 个 递减 的 不 相等 部 分 的 新 的 分 划 , 它 把 该 数 分 成 的 部 分 的 个 数 与 G 中 
所 分 成 的 部 分 的 个 数 二 者 奇偶 性 相反 . 把 这 种 操作 称 为 O, 而 把 相反 的 操作 (移动 w， 
| 并 将 它 放 在 8 的 下 面 ) 称 为 0. 显然 , 当 8 < o 时 , 要 不 破坏 图 的 条 件 而 进行 操作 m 
| 是 不 可 能 的 . 
; (b) 8 = z. 此 时 操作 O 是 可 能 的 (如 图 I 所 示 ), 除非 8 与 o 相交 (如 图 ] 所 示 )， 
而 当 8 与 相交 时 , 操作 O 是 不 可 能 的 . 无 论 在 哪 一 种 情形 下 , 操作 Q 都 是 不 可 能 
的 . 
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(c) 6 > o. 此 时 操作 O 永远 是 不 可 能 的 . 操作 Q 则 是 可 能 的 (如 图 K 所 示 ), 除 
非 8 与 o 相交 且 有 =o+1( 如 图 所 示 )( 此 时 操作 9 是 不 可 能 的 ), 因为 它 会 导致 信 
有 两 个 相等 部 分 构成 的 分 划 . 


总 结 起 来 , 除了 在 由 图 ] 和 图 L 所 示 的 这 些 情形 之 外 , 在 这 两 种 类 型 的 分 划 之 间 
都 存在 一 个 一 一 对 应 关系 . 在 这 些 例外 情形 中 的 第 一 种 情形 下 , n 形 如 


+ (k 二 十 十 (2k 一 了) 二 (3 刀 一 局)， 


此 时 , 要 么 多 出 一 个 分 成 偶数 个 数 之 和 的 分 划 , 要 么 多 出 一 个 分 成 奇数 个 数 之 和 的 分 
划 , 这 要 根据 k 是 偶数 还 是 奇数 而 定 . 在 第 二 种 情形 下 , n 形 如 


(大 十 1) 十 (十 2) 十 … 十 2k 二 3 + 有 A), 
其 中 两 种 分 划 的 差额 有 同样 的 结果 . 于 是 , 除非 n = 3(3k? 土 有 ,否则 总 及 (n) - 
U(n) = 0, 而 在 n= es 土 ) 的 情形 时 有 EE(n) - Dr(n) = (1)*. 这 正 是 Euler 定理 . 


19.12 p(n) 的 同 余 性 质 


尽管 p(n) 的 定义 非常 简单 , 然而 有 关 它 的 算术 性 质 却 知道 得 并 不 太 多 . 

已 知 的 最 简单 的 算术 性 质 是 由 Ramanujan 发 现 的 . 通过 研究 Macmahon 所 做 的 
关于 p(n) 的 表 , 受到 启发 的 他 首先 猜想 了 三 个 与 模 5, 7, 11 有 关 的 令 人 称奇 的 性 质 ， 
随后 证 明了 这 些 性 质 . 虽然 对 于 模 13 Newman 已 经 发 现 了 一 些 进一步 的 结果 , 然而 
对 于 模 2 和 3, 没有 类 似 的 性 质 已 知 . 


定理 359 ”pzp(5m 十 4)=0 (mod 5) . 
定理 360 ”pzp(7m 十 5)=0 (mod 7) . 


定理 361* pl(lim+6)=0 (mod 11) . 


这 里 给 出 定理 359 的 一 个 证 明 . 定理 360 可 以 用 同样 的 方式 加 以 证 明 , 但 是 定理 
361 的 证 明 要 困难 一 些 . 


19.12 p(n) 的 同 余 性 质 。 307 
根据 定理 353 和 定理 357， 


z{(1—2)(1—20)..} =2(1 2) — 2) {0 一 z)G — 20)...} 
=z(1-z 一 z2 十 z5 十 .…)(1 一 3z 十 5z3 一 7z6 十 ,…) 
= 和 》(-07+"(2s+ 1)zk， 

7 一 一 oo s=0 
其 中 1 1 
k=k(r,s)=1+ 37(3r 十 1) 十 33(s+ 1). 
我 们 来 考虑 在 何 种 情况 下 上 可 以 被 5 整除 . 
现在 有 
2(r+1)?+(2s+1)?= 8k— 10r?— 5=8k (mod 5). 
于 是 上 三 0 (mod 5) 就 蕴含 2(r 十 1)? + (2s 十 1)? 三 0 (mod 5). 又 有 
2(r + 1)? 三 0, 2 或 者 3， (2s + 1)? 三 0, 1 或 者 4 (mod 5)， 


仅 当 2(r +1)? 和 (2s + 1)? 中 的 每 一 个 都 能 被 5 整除 时 , 将 它们 相 加 才能 得 到 0. 从 
而 仅 当 2s + 1 能 被 5 整除 时 ,才能 被 5 整除 , 这 也 就 是 


z{(1—2)(1 -27)..} 
中 r5m+5 的 系数 能 被 5 整除 . 
其 次 , 在 (1 - z)-5 的 二 项 展开 式 中 , 除了 1, 25,z10,… 的 系数 以 外 (这 些 系数 被 
5 除 都 余 1),?” 所 有 其 他 的 系数 都 能 被 5 整除 . 可 以 将 这 个 结果 表示 成 
1 二 拓 
[nm (mod 5). 


这 个 记号 是 7.2 节 中 对 于 多 项 式 所 用 记号 的 一 个 推广 , 其 含义 是 , x 的 每 个 容 的 系数 
都 是 同 余 的 . 由 此 推出 
和 -Ss=1 (mod 5) 
和 
Qs) 


ta 0 od) 


于 是 ， 


zl — 25)(1 一 zl10 


“a = {0 


{(1—2)(1—22).…} 
外 第 6 章 定理 76. 
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中 zsm+5 的 系数 是 5 的 倍数 . 最 后 , 由 于 


故而 _ 
工 n 
+ 


中 z5m+5 的 系数 是 5 的 倍数 , 而 这 正 是 定理 359. 

定理 360 的 证 明 是 类 似 的 . 用 Jaccobi 级 数 1 - 3z + 5z3 一 7z5 十 .… 的 平方 来 代 
替 Euler 级 数 与 Jaccobi 级 数 的 乘积 . 

还 有 一 些 形 如 p(25m + 24) 三 0 (mod 52) 的 关于 模 52, 72,112 的 同 余 式 . Ramanu- 
jan 给 出 了 一 般 的 猜想 : 如 果 5 = 二 5°7*11°, 且 24n 二 1 (mod 5), 那么 p(n)==0 (mod 5). 
只 需要 研究 5 = 5", 7 11° 的 情形 , 因为 所 有 其 他 情形 都 可 以 作为 推论 从 这 些 情形 中 
得 出 . 

Ramanujan 对 于 模 52,72,112 证 明了 这 些 同 余 式 , Kreimar 对 于 模 53 证 明了 同 
余 式 , 而 Watson 则 对 一 般 的 5° 给 出 了 该 同 余 式 的 证 明 . 但 是 Gupta 在 将 Macmahon 
的 表 扩 充 到 300 时 发 现 ， 


p(243) = 133 978 259 344 888 


不 能 被 73 = 343 整除 . 而 且 , 由 于 24 x 243 二 1 (mod 343), 这 与 关于 73 的 猜想 矛盾 . 
这 样 一 来 , 关于 7* 的 猜想 不 得 不 修改 , Watson 发 现 并 证 明了 一 个 经 过 适当 修改 的 结 
论 , 也 就 是 : 如 果 > 1 且 24n 三 1 (mod 723-?), 那么 就 有 p(n) 三 0 (mod 75). 

D. H. Lehmer 用 了 一 个 不 同 的 方法 来 对 特殊 的 款 计 算 p(n), 这 个 方法 基于 Hardy 
和 Ramanujan 的 解析 理论 以 及 Rademacher 的 解析 理论 . 他 用 这 种 方法 对 前 面 一 些 nn 
的 值 验证 了 关于 模 113 和 模 114 的 猜想 的 正确 性 . 其 后 , Lehner 对 模 113 证 明了 这 个 
猜想 , 而 Atkin 则 对 一 般 的 模 11° 证 明了 这 个 猜想 . 

Dyson 猜想 了 某 些 非 凡 的 结果 , 而 Atkin 和 Swinnerton-Dyer 则 证 明了 它们 , 定理 
359 和 定理 360 是 这 些 结果 的 直接 推论 , 但 定理 361 不 能 直接 由 这 些 结果 推出 . 因此 ， 
可 以 定义 一 个 分 划 的 秩 (rank) 是 该 分 划 中 最 大 的 数 减 去 该 分 划 中 数 的 个 数 的 差 , 从 而 
至 少 可 有 一 个 分 划 的 秩 与 它 的 共 思 分 划 的 秩 仅 相 差 一 个 符号 . 其 次 我 们 将 一 个 数 的 分 
划分 成 5 个 类 , 每 个 类 都 包含 这 样 一 些 分 划 , 这 些 分 划 的 秩 关于 模 5 有 同样 的 剩余 . 这 
样 一 来 , 如 果 n 二 4 (mod 5), 则 这 5 个 类 的 每 一 个 类 中 含有 的 分 划 个 数 都 是 相同 的 ， 
从 而 就 立即 推出 定理 359. 还 有 一 个 类 似 的 结果 , 由 它 可 以 导出 定理 360. 


19.13 ”Rogers-Ramanujan 恒等式 


我 们 用 两 个 定理 来 结束 本 章 , 这 两 个 定理 在 表面 上 很 像 定理 345 和 定理 346, 但 
是 其 证 明 要 困难 得 多 . 它们 是 : 
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了 2 29 
Ti+- -+ Oa -at 
1 
Ta) 2) (1 zz) 


定理 362 1+ 


也 就 是 


= zc™ 1 
1 + (Tz) — 3) (1 zm) -II (mti)(l — zom+4)" 


(19.13.1) 


T2 IT6 T12 
人 2 t+ 


1 


也 就 是 
oo zm(mtl) oo 1 
1+ Da -0 a) -I -a my (19.13.2) 
这 里 的 级 数 与 定理 345 以 及 定理 346 中 级 数 的 区 别 仅仅 是 在 分 母 中 用 z 代替 了 z?. 
这 些 公式 的 特殊 意义 在 于 数 5 所 起 的 令 人 意 想 不 到 的 作用 . 
首先 注意 , 这 些 定理 与 定理 345 以 及 定理 346 一 样 , 有 一 个 组 合 的 解释 . 例如 , 考 
虑 定理 362. 可 以 把 任何 一 个 平方 数 m? 表示 成 


m2=1+3+5 二 … 十 (2m 一 1)， 


或 者 像 图 M 中 的 黑 点 所 表示 的 那样 (其 中 m = 4 和 .如 果 现 在 取 任 意 一 个 将 n 一 m2 
分 解 成 至 多 m 个 数 (其 中 的 数 按照 递减 的 次 序 排列 ) 之 和 的 分 划 , 并 将 这 个 分 划 添 
加 到 图 中 , 如 图 M( 在 该 图 中 有 m = 4 以 及 n= 和 十 11 = 27) 中 的 圆圈 所 表示 的 那 
样 , 这 样 就 得 到 数 n 的 一 个 分 划 , 其 中 没有 重复 的 数 , 也 没有 连续 的 数 出 现 (在 图 中 有 
27=11+8+6+2), 也 就 是 所 分 成 的 诸 数 之 间 的 最 小 的 差 是 2.(19.13.1) 的 左 端 项 列 出 了 
n 的 这 种 类 型 的 分 划 . 


另 一 方面 , 该 式 的 右边 计算 了 将 它 分 成 形 如 5m 十 1 和 5m +4 的 诸 数 之 和 的 分 划 
个 数 . 因此 定理 362 可 以 重新 表述 成 一 个 纯粹 的 “组 合 的 ”定理 , 这 也 就 是 : 
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定理 364 将 n 分 成 最 小 差 为 2 的 分 划 个 数 等 于 将 n 分 成 形 如 5m 十 1 以 及 
5m 十 4 的 诸 数 之 和 的 分 划 个 数 . 


例如 当 n = 9 时 , 每 一 种 类 型 的 分 划 都 各 有 5 个 : 
9, 8+1,7+2, 6+3, 5+3+1 
是 第 一 种 类 型 的 分 划 , 而 
9, 6 十 1 十 1 十 1， 4 十 4 十 1, 4 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1, 1 十 1 十 1+1 十 1 十 1 十 1 二 1 十 1 
是 第 二 种 类 型 的 分 划 . 
类 似 地 , 定理 363 的 组 合 等 价 结果 是 : 


定理 365 ”将 分 成 每 部 分 不 小 于 2、 且 最 小 差 为 2 的 分 划 个 数 , 等 于 将 分 
成 形 如 5m 十 2 以 及 5m 十 3 的 诸 数 之 和 的 分 划 个 数 . 

可 以 从 恒等式 

mm 人 (mm 十 1) 一 2 二 4 十 6 十 … 十 2m 
出 发 , 用 同样 的 方法 来 证 明 这 个 等 价 定理 . 

在 19.14 节 里 要 给 出 的 这 些 定理 的 证 明 是 由 Rogers 和 Ramanujan 独立 发 现 的 . 
我 们 用 Rogers 给 出 的 形式 来 陈述 证 明 . 他 的 证 明 比较 直 白 易 懂 , 但 缺少 启发 性 , 这 是 
因为 他 的 证 明 依赖 于 一 个 辅助 函数 , 然而 这 个 函数 产生 的 缘由 仍然 不 其 明了 . 自然 人 
们 希望 有 一 个 初等 的 证 明 , 它 能 像 19.11 节 中 的 那些 证 明 那 样 按照 某 种 思路 来 进行 ， 
这 样 一 个 证 明 是 由 Schur 发 现 的 . 但 是 Schur 的 证 明 过 于 复杂 , 无 法 在 这 里 讲述 . 还 
有 由 Rogers 和 Schur 给 出 的 另外 一 些 证 明 , 以 及 一 个 由 Watson 给 出 的 基于 不 同 思 
路 的 证 明 . 没有 一 个 证 明 是 真正 容易 的 (看 来 指望 有 一 个 容易 的 证 明 是 不 大 合理 的 ). 


19.14 ”定理 362 和 定理 363 的 证 明 
记 
ee -TT 加 Tr 一 ,车 

P=1, 号 -I I Qr= Qr(o) = Mrs Xr) = 37(5r +1), 

并 且 用 nf(a) = f(az) 定义 操作 n. 引进 一 个 辅助 函数 
Hn = Hn(o) = Fre-ml — a™z2mr)P.Q;, (19.14.1) 
r=0 

其 中 m = 0,1 或 者 2. 我 们 的 目的 是 要 将 Hi 和 Ho 展开 成 a 的 容 级 数 . 首先 来 证 明 


Hm ~ Hm-i =a™ nHs_-m (m= 1,2). (19.14.2) 
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我 们 有 二 
Hm — Hm-1 = (~1)"a”z\")Cmr P,Q, 
r=0 
其 中 
Cm = xz-mr -amzmr gl-m)r 十 am-lzr(m-D 
= am-lzrtm-D(1 -azr) +z-mr(l 一 zr). 
现在 有 
(1-azn)Q- =Qrn, (20) 甩 = 中 -，1-z=0， 
故而 


oo oo 
Hn — Hn-i = > (-1)"a?rtm -loM)+tr(im-D) Pp Qi be (-DrazrzxmD-mrP_1Q-. 
r=0 


r=l 


在 这 个 等 式 右 边 的 第 二 个 和 中 , 将 r 改变 成 "十 1. 这 样 就 有 


可 
Hm — Hm-1 = )(-1)" DmrPQr+ 


r=0 


其 中 


Dr = a2r+m-lzAr)+rtm-D — a2(r+zAMr+D) 一 mtrt+l) 
= am-1l+t2rzMr)trm-D(1 -as-mz(2r+D(G3-m) 
= am-1my {a2rzMmD-rG-m(1 一 as-mz2rG-m)}， 


其 中 用 到 Xr + DJ) - XMr) = 5r+3. 又 有 Q-+i= 9Q 所 以 
Ha = Ha am-ly 2 (~ Dra2rzMr)-rG9-m)(1 ~ a3-mz2r(3-m) ) P,Q 
r=0 
一 am nHa_m, 


这 就 是 (19.14.2). 
如 果 在 (19.14.2) 中 设 m= 1 以 及 m = 2, 并 记 住 有 i = 0, 就 得 到 


Hi = "nH, (19.14.3) 


H2— Hi= anH, 


从 而 有 
H2 = nH2 + a Ha. (19.14.4) 


用 此 式 来 将 Ha 展开 成 a 的 睾 级 数 . 如 果 


Ha=ct+aat.. = Dc, 
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其 中 cs 与 a 无关, 那么 co = 1, 且 (19.14.4) 给 出 


> cea 一 > CsT’a’ 十 > Coz2sas+1. 
于 是 , 令 a 的 系数 相等 , 就 有 
1 £122 244+…+2(9 一 1) 


-3 “Im =D) 0 ) 


a= = 2 Pp,. 


从 而 


H2(a) = ere-np, 
s=0 
如 果 取 a = z, 此 式 的 右边 就 是 (19.13.1) 中 的 级 数 . 又 有 已 Qr(z) = Pw, 故而 根据 
(19.14.1) 有 


oo 
Ha(z)= Pr YD (-1)"e*) (1 ~ zzer+D) 


Wa oo 
a Pe Sevan+ Dm") 
r=0 r=1 


=P, 1+》 (-1D)r(zirtsrtD +are 


r=1 


这 样 一 来 , 根据 定理 356 就 有 


Ho(z) = Px {(1 — zsn+2)(1 — z5n+3)(1 一 z5n+5)} = 


n=0 


门 1 
这 就 完成 了 定理 362 的 证 明 . 
再 次 根据 (19.14.3) 有 


Hi(a) = nH2(a) = 万 z(az) = DY 二 


#=0 


而 对 a = z, 此 式 的 右边 变 成 (19.13.2) 中 的 级 数 . 利用 (19.14.1) 以 及 定理 355, 我 们 
就 用 与 证 明定 理 362 同样 的 方式 完成 了 定理 363 的 证 明 . 
19.15 ”Ramanujan 连 分 数 
可 以 将 (19.14.4) 写成 形式 


H2(a, 2) = Ha(az, x) + aH2(az?, 2), 


故 有 


Ho(az, +) = H2(az’?, 1) + arH2(ar’, 1). 
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这 样 一 来 , 如 果 定 义 F(a) 为 


Fla)= F(a,7) = Hil(a, 7) = Ha(o, 2) = Ha(az, 2) 


i 
et ep ee 
那么 F(a) 满足 
Flaz™) = F(az™t!) + az™t! F(az™™?). 
于 是 , 如 果 
_ F(ar") 
ar 
就 有 
azn+1 
Un 三 1 十 p 
Un+l 


从 而 wo = F(a)/F(az) 可 以 形式 地 展开 成 


Fla) _ 十 az az3 
Flar) 1+ 1+1+.… 


这 是 与 第 10 章 中 考虑 过 的 那些 连 分 数 类 型 不 同 的 “ 连 分 数 ”. 
在 此 不 会 对 这 样 的 连 分 数 构造 一 个 理论 . 不 难 证 明 , 当 |z| < 1 时 ， 


(19.15.1) 


趋向 一 个 极限 , 用 这 个 极限 可 以 定义 (19.15.1) 的 右边 . 如 果 承 认 这 个 结论 为 真 , 特别 
地 就 有 


F(1) _ TH 好 
a 
从 而 有 
1 十 工 2 1-2 (1 2)(1 7) (1 一 z3)(1 一 z8)… 
1+1+… 1—z—2+2 + (zz 一 2 


由 椭圆 函数 论 已 知 , 这 些 乘积 和 级 数 对 于 z 的 某 种 特殊 值 (特别 当 z = e-2rvF 
以 及 hh 是 有 理 数 时 ) 是 可 以 计算 的 . 例如 , Ramanujan 用 这 种 方法 证 明了 


2x o-4z -6x 
hed, e 全 5+V5 _ V5+l1 eis, 
11 证 2 2 
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本 章 附 注 


19.1 节 . 在 Bachmann，Niedere Zahlentheorie, ii 第 3 章 ; Netto，Combinatorik( 第 2 版 ， 
Brun 与 Skolem 合 著 , 1927 年 ); Macmahon，Combinatory analysis, 让 中 有 关于 分 划 的 早期 理 
论 的 一 些 一 般 性 的 说 明 . 关 于 后 期 工作 的 参考 文献 , 见 Gupta 的 综述 文章 [J Res，Nat，PBur. 
Standards B74(1970)，1-29] 和 Andrews 的 Partitions 一 书 . 

19.3 节 至 19.7 节 . 这 几 节 的 几乎 所 有 的 公式 都 属于 Euler. 参考 文献 见 Dickson, History, 证 
第 3 章 . 

19.8 节 . Jacobi，Fumdamenta nova, 第 64 章 . 这 个 定理 已 为 Gauss 所 知 .Enneper 把 这 里 给 
出 的 证 明 归功 于 Jacobi、R. F. Whitehead 先生 引起 了 我 们 对 这 个 定理 的 注意 .Wright[J. London 
Math.Soc. 40(1965),55-57 ] 对 定理 352 给 出 了 一 个 简单 的 组 合 证 明 , 如 同 在 19.5 节 、19.6 节 以 
及 19.11 节 中 一 样 , 他 的 证 明 用 到 了 点 阵 . 

19.9 节 . 定理 353 属于 Euler, 参考 文献 见 Bachmann, Niedere Zahlentheorie, ii, 163 或 者 见 
Dickson, History, ii, 103. 定理 354 是 由 Gauss 在 1808 年 证 明 的 (Werke, 证 20), 而 定理 357 是 
由 Jacobi( Fundamenta nova, 第 66 章 ) 证 明 的 . 这 里 给 出 的 定理 357 的 证 明 是 由 D. H. Lehmer 
教授 提出 的 . 

19.10 节 . Macmahon 的 表 印 在 Proc、London Math. Soc. (2) 17(1918),114-115 中 , 后 来 被 
扩充 到 了 600[Gupta, 同一 杂志 , 39(1935), 142-149 以 及 42(1937)，546-549] 以 及 1 000[Gupta, 
Gwyther 和 Miller, Roy. Soc. Math. Tables 4(Cambridge, 1958)}. 

19.11 节 .F.Franklin，Comptes rendus, 92(1881), 448-450， 注 意 到, 如 果 用 这 个 方法 来 证 明 
定理 358, 也 就 是 定理 353, 我 们 就 能 简化 19.8 节 中 定理 352 的 证 明 . 可 以 如 前 一 样 得 到 (19.8.3). 
然后 令 z = IP/2z = 一 y+/?, 根据 定理 353 就 有 


Plsz)= 1 {0-7 = ao 


n=l mm 一 1 


和 
S(z,2)=  (D"yjnenct = Pp(z,z), 


所 以 ao(z) = 1. 

19.12 节 . 见 Ramanujan，Collected Papers, nos，25, 28, 30， 这 些 论文 只 包含 了 关于 模 5， 
7, 11 的 同 余 式 的 完整 证 明 . 在 第 213 页 上 他 陈述 了 一 些 恒等式 , 这 些 恒等式 蕴含 关于 模 5? 以 及 
模 72 的 同 余 式 作为 其 推论 , 后 来 这 些 恒等式 由 Darling[Proc. London Math. Soc. (2)19(1921)， 
350-372] 以 及 Mordell[ 同 一 杂志 , 20(1922), 408-416] 给 出 了 证 明 . 还 有 一 份 没有 发 表 的 手稿 , 其 中 
有 这 些 同 余 式 以 及 一 个 关于 模 112 的 同 余 式 的 另外 一 些 证 明 . 参见 Newman, Can. Journ. Math 
10(1958), 577-586. 

这 一 节 末 尾 所 提 到 的 论文 是 : 在 19.10 节 的 附注 中 所 提 及 的 Gupta 的 论文 ; Kresmar，Bul- 
letin de lacad. des sciences de I'URSS (7)6(1933), 763-800; Lehmer, Journal London Math. 
Soc，11(1936), 114-118 以 及 BulL Amer. Math. Soc. 44(1938), 84-90; Watson, Journal fiir 
Math. 179(1938), 97-128; Lehner, Proc. Amer. Math. Soc. 1(1950), 172-181; Dyson, Eureka 
8(1944), 10-15; Atkin 以 及 Swinnerton-Dyer, Proc, London Math. Soc. (3) 4(1954), 84-106; 
Atkin[Glasgow Math，J. 8(1967), 14-32] 对 于 一 般 性 的 c 证 明了 关于 模 11° 的 结果 , 他 还 发 现 了 
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若干 个 其 他 更 为 复杂 的 同 余 式 结果 . 有 关 其 中 的 某 些 结果 以 及 进一步 的 参考 文献 , 见 Atkin，Proc. 
London Math. Soc. (3) 18(1969), 563-576.Winquist[J. Comb. Theory 6(1969), 56-59] 通过 使 
用 一 个 与 证 明定 理 359 类 似 的 方法 [也 即 通过 展开 I (1 一 2")'] 证 明了 定理 361. 

有 关 这 个 论题 以 及 相关 的 问题 , 最 近 有 许多 工作 . 详情 请 参见 Lehner,Lectures on modular 
forms[Nat. Bur. Standards App. Math. Series 61(1969)], Knopp, Modular functions in 
analytic number theory(Markham，Chicago，1970) 以 及 Andrews，Partitions， 有 关 和 参考 文献 
可 以 看 这 些 书 以 及 (上 面 19.1 节 的 附注 中 提 到 的 )Gupta 的 综述 文章 . 

19.13 节 至 19.14 节 . 有 关 Rogers-Ramanujan 恒等式 ( 它 是 首先 由 Rogers 在 1894 年 发 现 
的 ) 的 历史 , 见 Hardy 在 Ramanujan 的 Collected papers, pp.344-345 上 重印 的 注 记 以 及 Hardy, 
Ramanwjan 一 书 第 6 章 . Schur 的 证 明 出 现在 Berliner Sitzungsberichte(1917), 302-321 上 , 而 
Watson 的 证 明 出 现在 Journal London Math. Soc. 4(1929), 4.9 上 . Hardy, Ramanujan, 95-99 
以 及 107-111 给 出 了 这 些 证 明 的 另外 的 变种 . 

Selberg, Avhandlinger Norske Akad. (1936), no. 8 将 Rogers 和 Ramanujan 的 论证 方法 作 
了 推广 , 并 且 发 现 了 与 数 7 有 关 的 类 似 的 (并非 简单 的 ) 公式 .Dyson[Journal London Math. Soc. 
18(1943), 35-39] 指出 , 这 些 公式 也 可 以 在 Rogers 的 工作 中 找到 , 并 大 大 简化 了 它们 的 证 明 . 也 见 
Andrews 的 Partitions 一 书 . 

C. Sudler 先生 对 于 19.14 节 中 给 出 的 证 明 提出 了 一 个 实质 性 的 改进 . 


第 20 章 ”用 两 个 或 四 个 平方 和 表示 数 


20.1 ”Waring 问题 : 数 g(k) 和 G(k) 


Waring 问题 是 将 正 整数 表示 成 固定 的 s 个 非 负 整 数 有 次 罕 之 和 的 问题 . 它 是 
19.1 节 中 的 一 般 性 问题 的 特殊 情形 , 在 该 问题 中 取 那 里 的 诸 数 a 为 


0%, 1%, 24, 3k .»., 


且 s 是 固定 的 数 . 当 上 k= 1 时 , 问题 就 是 将 该 数 分 成 s 个 无 限制 形式 的 数 之 和 的 分 划 
问题 . 如 同 我 们 在 第 19 章 中 看 到 的 那样 , 这 样 的 分 划 是 由 函数 
二 

来 计数 的 . 因此 我 们 取 上 > 2. 

如 果 s 太 小 ,比方 说 s = 1, 显然 不 可 能 把 所 有 整数 都 表示 出 来 ， 确实, 如 果 
s < 上, 这 也 是 不 可 能 的 . 因为 满足 zt < n 的 zi 的 值 的 个 数 不 超 过 mA +1, 所 
以 zza ze-_i 中 满足 站 十 .… 十 歼 -， < n 的 数组 个 数 不 超 过 (na + De-: = 
nD/ 十 O(n(*-2/*), 从 而 大 多 数 的 数 都 不 能 用 一 1 个 或 者 更 少 个 数 的 大 次 罕 来 
表示 . 

我 们 提出 的 第 一 个 问题 是 : 对 于 给 定 的 k, 是 否 有 一 个 固定 的 s = s(k) 存在 , 使 
得 对 每 个 n， 

夺 一 十 故 十 十 下 (20.1.1) 

都 可 解 ? 

问题 的 答案 无 论 如 何 都 是 显然 的 , 例如 , 如 果 19.1 节 中 的 诸 数 a 是 下 列 的 数 


D2 2 


那么 数 2"+1 一 1 = 1 2+22 十 … 十 2m 就 不 能 用 少 于 m+1 个 数 a 来 表示 , 而 当 n = 2"+1 一 1 一 co 
时 有 m 十 1 一 co. 于 是 “所 有 的 数 都 可 以 用 固定 个 数 的 2 的 赛 来 表示 ”是 不 正确 的 . 

Waring 不 加 证 明 地 陈述 道 : 每 个 数 都 是 4 个 平方 数 之 和 , 都 是 9 个 立方 数 之 和 ， 
都 是 19 个 四 方 数 之 和 , 等 等 . 他 的 话 意味 着 他 相信 我 们 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 , 也 
就 是 对 每 个 固定 的 上、 任何 正 数 n 以 及 某 个 仅 依赖 于 大 的 s = s(k), (20.1.1) 都 是 可 
解 的 . Waring 对 于 他 的 论断 , 不 大 可 能 有 任何 足够 的 理由 , 一 直到 大 约 一 百 多 年 以 后 ， 
Hilbert 才 首次 证 明了 这 个 论断 为 真 . 

一 个 可 以 用 s 个 大 次 寒 来 表示 的 数 显 然 也 可 以 用 更 多 的 上 次 守 来 表示 . 这 样 一 
来 , 如 果 所 有 的 数 都 可 以 用 s 个 次 军 来 表示 , 那么 就 有 一 个 最 小 的 数 s 使 此 结论 仍 
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然 成 立 . 用 g(k) 来 记 s 的 这 个 最 小 的 值 . 本 章 要 证 明 g(2) = 4, 也 就 是 说 任何 数 都 可 
以 用 四 个 平方 数 来 表示 , 而 且 4 是 能 表示 出 所 有 的 数 所 需要 的 平方 数 的 最 少 的 个 数 . 
第 21 章 将 要 证 明 g(3) 和 g(4) 是 存在 的 , 但 是 没有 定 出 它们 的 值 . 

还 有 另外 一 种 数 在 某 个 方面 比 g(k) 更 有 意义 . 不 妨 假 设 k= 3. 已 知 9(3) = 9, 即 
每 个 数 可 以 用 至 多 9 个 立方 数 来 表示 , 而 除了 23 = 2x 22+7x 13 和 


239=2x43+4x33+3x13 


之 外 , 其 他 每 个 数 都 可 以 用 至 多 8 个 立方 数 来 表示 . 事实 上 , 每 个 充分 大 的 数 可 以 用 
至 多 7 个 立方 数 来 表示 . 数值 证 据 显示 , 只 有 15 个 其 他 的 数 (其 中 最 大 的 一 个 是 454) 
需要 用 8 个 立方 数 来 表示 , 而 从 455 开始 往 后 的 每 个 数 只 要 用 7 个 立方 数 就 足够 了 . 

显然 , 如 果 事实 确实 如 此 , 那么 9 并 不 是 这 个 问题 中 真正 最 有 意义 的 数 . 只 有 两 
个 数 需要 用 9 个 立方 数 来 表示 , 如 果 事 实 如 此 的 话 , 也 只 有 恰好 另外 15 个 数 需要 用 8 
个 立方 数 来 表示 . 这 样 说 来 , 这 些 事实 是 算术 中 的 偶然 事件 , 它们 的 发 生 依赖 于 一 些 
特殊 的 数 的 没有 什么 意义 的 特性 ， 最 基本 和 最 困难 的 问题 并 不 是 确定 至 少 需要 用 多 
少 个 立方 数 来 表示 出 所 有 的 数 , 而 是 确定 至 少 需要 用 多 少 个 立方 数 来 表示 出 所 有 充分 
大 的 数 , 也 就 是 除了 有 限 多 个 例外 之 外 所 有 的 数 . 

定义 G(k) 是 使 得 对 所 有 充分 大 的 数 此 结论 为 真 的 。 的 最 小 的 值 , 也 就 是 除了 有 
限 多 个 例外 的 数 , 所 有 的 数 均 可 用 s 个 上 次 罕 来 表示 , 这 样 就 有 G(3) < 7. 另 一 方面 ， 
如 同 我 们 在 第 21 章 里 将 要 看 到 的 那样 , 有 G(3) > 4, 有 无 穷 多 个 数 不 能 用 3 个 立方 
数 来 表示 . 从 而 G(3) 的 值 是 4, 5, 6 或 者 7, 现在 还 不 知道 其 中 哪 一 个 值 是 正确 的 . 

显然 对 每 个 大 都 有 

G(k) < g(k). 

一 般 来 说 , G(k) 要 比 g(k) 小 得 多 , g(k) 的 值 由 于 表示 某 些 相对 较 小 的 数 所 遇 到 的 困 
难 而 被 增 大 了 . 


20.2 平方 和 


本 章 仅 限于 讨论 上 = 2 的 情形 . 主要 结果 是 定理 369, 将 它 和 平凡 的 结果 ”“ 任 何 
形 如 sm 二 7 的 数 都 不 能 表示 成 三 个 平方 数 之 和 " 结合 起 来 就 表明 


g(2) = G(2) = 4. 
我 们 给 出 这 个 基本 定理 的 三 个 证 明 . 第 一 个 证 明 (20.5 节 ) 是 初等 的 , 它 依赖 于 
“ 递 降 法 ”, 这 个 方法 原则 上 属于 Fermat. 第 二 个 证 明 (20.6 节 至 20.9 节 ) 依赖 于 四 元 
数 的 算术 . 第 三 个 证 明 (20.11 节 至 20.12 节 ) 依赖 于 一 个 恒等式 , 此 恒等式 应 该 属于 
椭圆 函数 论 (尽管 我 们 是 用 初等 代数 将 它 证 明 的 ),2 并 对 表 法 个 数 给 出 了 一 个 公式 . 


辑 见 20.10 节 . 
四 见 19.7 节 末 尾 的 脚注 . 
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但 在 这 样 做 之 前 , 先 暂时 回 到 用 两 个 平方 来 表示 数 这 个 问题 上 来 . 


定理 366 ”一 个 数 mn 是 两 个 平方 之 和 , 当 且 仅 当 在 n 的 标准 分 解 式 中 , 它 的 所 
有 形 如 4m 十 3 的 素 因子 都 有 偶 次 寡 . 


这 个 定理 是 (16.9.5) 以 及 定理 278 的 一 个 直接 推论 . 不 过 , 定理 366 还 有 其 他 一 
些 证 明 , 其 中 有 一 些 证 明 与 k(i) 中 的 算术 无 关 , 这 些 证 明 包 含 了 有 趣 而 且 重 要 的 思想 . 
20.3 ”定理 366 的 第 二 个 证 明 

我 们 需要 证 明 : n 形 如 z? +y? 当 且 仅 当 
n= nn2, (20.3.1) 


其 中 na 没有 形 如 4m + 3 的 素 因 子 . 
n= 十 态 是 n 的 一 个 本 原 表示 , 如 果 (z,y) = 1, 反之 则 称 它 是 一 个 非 本 原 
表示 . 


定理 367 如 果 p=4m 十 3, 且 pln, 那么 n 没有 本 原 的 表示 . 
如 果 n 有 一 个 本 原 的 表示 , 那么 
p(s +W), (zy)=1, 
所 以 pz,p 4y. 故而 根据 定理 57 可 知 , 存在 一 个 数 ! 使 得 y=lz (mod p), 从 而 有 
ZT2(1 + {= + Y=0 (mod p). 
由 此 推 得 1 十 人 2 三 0 (mod p), 从 而 ~1 是 p 的 一 个 二 次 剩余 , 这 与 定理 82 矛盾 . 


定理 368 ”如 果 了 = 4m 十 3,peln ,petl fm 且 c 是 奇数 ,那么 n 没有 (本 原 的 
或 非 本 原 的 ) 表示 . 


假设 n= z?+y?,(z,y) =d, 并 设 p? 是 p 整除 d 的 最 高 容 次 . 那么 就 有 , 比方 说 
z=dX, y=dY, (X,Y)=1, 
n=d(X2+Y?)= aN. 
了 能 整除 N 的 最 高 宕 的 指数 是 c 一 27, 它 是 一 个 正 数 , 这 是 因为 c 是 奇数 . 从 而 
N=X2+Y2，(XY)=1 pIN. 


这 与 定理 367 矛盾 . 
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剩 下 要 证 明 , 当 n 有 (20.3.1) 的 形式 时 , n 是 可 以 表示 的 ", 而 这 显然 只 要 证 明 nz 
是 可 以 表示 的 足 侨 . 我 们 又 有 


(z? + yf)(z3 + 2) = (zaza + nya) + (zip ~ TZ2y1)?, 


所 以 两 个 可 以 表示 的 数 的 乘积 本 身 仍然 是 一 个 可 以 表示 的 数 . 由 于 2 = 12 + 12 是 可 
以 表示 的 , 从 而 问题 就 转化 成 证 明定 理 251, 也 就 是 证 明 : 如 果 p = 4m 十 1, 那么 p 是 
可 以 表示 的 . 

既然 -1 是 这 样 的 p 的 一 个 二 次 剩余 , 那么 就 存在 一 个 1, 使 得 1?== -1 (mod p). 
在 定理 36 中 取 n = [v9, 我 们 看 到 有 整数 a 和 b 使 得 


. 
bp ~ 


a 


0<b< Vp, 上 < 


如 果 记 c= 已 + pa, 那么 
lel < VE5，0< 妇 上 +c2z < 2p. 
但 是 c=ib(mod p), 故 有 
bP +c +120=b(1 +1)=0 (mod p). 


这 样 就 有 
妇 十 cz = 也. 


20.4 ”定理 366 的 第 三 个 和 第 四 个 证 明 


(1) 定理 366 的 另 一 个 证 明 [ 它 (在 原则 上 ) 是 属于 Fermat 的 ] 以 “ 递 降 法 " 作为 
基础 . 为 了 证 明 p = 4m 十 1 是 可 以 表示 的 , 我 们 要 证 明 (i)p 的 某 个 倍数 是 可 以 表示 
的 , 而 且 (ip 的 最 小 的 可 以 表示 的 倍数 就 是 p 自己 . 而 证 明 的 剩 下 的 部 分 是 同样 的 . 

根据 定理 86, 存在 数 z,y 使 得 


T+P=mp, pHr, phy, (20.4.1) 


且 有 0<m<p. 设 mo 是 使 得 (20.4.1) 成 立 的 m 的 最 小 的 值 , 在 (20.4.1) 中 用 mo 
取代 m. 如 果 mo = 1, 我 们 的 定理 就 已 经 证 明了 . 
如 果 mo > 1, 那么 1 < mo < p. 现在 mo 不 可 能 同时 整除 zx 和 y, 因为 如 果 这 样 
的 话 , 就 有 
me |(z2 +y) 一 milmop 一 molp. 
加 本 节 以 及 20.4 节 中 的 “可 以 表示 ”一 词 均 指 的 是 “可 以 表示 成 两 个 平方 数 之 和 ”. 以 下 类 似 , 不 再 装 述 . 
一 一 译 者 注 
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于 是 可 以 选取 c 和 d 使 得 
T1=7-cmo, =Yy- dmo, 


1 1 
lzl < Zrmo， lnl < 2mo， z+ >0, 


这 样 就 有 
全 人 
0<zt+R <2 (Bm) < m2. (20.4.2) 
现在 有 
ZI + Wr + 0 (mod moa), 
这 也 就 是 


ZI + = mmo, (20.4.3) 
其 中 0 < ma < mo[ 根 据 (20.4.2)]. 用 (20.4.1) 乘 (20.4.2), 并 取 mm = mo, 就 得 到 
mimp = (z2 十 扫 )(z 十 好 ) = (zz1 + yy)? + (zy 一 282 
但 是 
ZT1 + YY = I(T 一 cno) 二 3 一 dmo) = moX, 
Ty — TY = 2(y — dmo) — yz ~ cmo) = moY, 
其 中 铸 =p 一 cr 一 dy,Y = cy 一 dz. 从 而 有 
mp= XX:+Y’? (0<m < mo), 
这 与 mo 的 定义 矛盾 . 由 此 推 得 mo 必须 为 1. 
(2) 第 四 个 证 明 (属于 Grace) 依赖 于 第 3 章 的 思想 . 
根据 定理 82, 存在 一 个 数 ! 使 得 !? + 1 三 0 (mod p). 我 们 来 考虑 基本 格 A 中 满足 
y 三 lz (mod p) 的 点 (z,y). 这 些 点 定义 了 一 个 格 M. ”容易 看 出 , A 中 处 在 属于 M 的 
一 个 环绕 原点 的 大 圆 中 的 点 的 比例 渐 近 地 是 5, 于 是 M 的 基本 平行 四 边 形 的 面积 就 


是 p. 

假设 4 或 者 写成 (&,n)] 是 M 的 最 接近 原点 的 诸 个 点 中 的 一 个 . 那么 mn 三 1&, 所 
以 有 -# 二 128 二 ln (mod p), 于 是 B[ 也 就 是 (-n,&)] 也 是 M 的 一 个 点 ，M 没有 点 在 
三 角形 04B 内 部 , 于 是 它 也 没有 点 在 以 O4,OB 为 边 的 正方 形 内 部 . 从 而 这 个 正方 
形 就 是 M 的 一 个 基本 平行 四 边 形 , 故而 它 的 面积 就 是 p. 由 此 推 得 绊 十 吧 = 了 7 


20.5 ”四 平方 定理 


现在 转向 本 章 的 主要 定理 . 
定理 369 (Lagrange 定理 ) ”每 个 正 整数 都 是 四 个 平方 数 之 和 . 
人 D 我 们 简略 地 令 述 这 个 证 明 , 而 把 细节 留 给 恋 者 . 
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由 于 


(对 十 到 十 芭 十 3)( 驻 十 姐 十 姐 十 如 ) 
= (zl91 + rz2go + Tay3 + Taya)? + (Z132 一 Tayi + Tays 一 Taya)? (20.5.1) 
+(Z1ys — Zayi + Zaye 一 TZ2ys)? + (Ziys 一 Layi + Tays 一 Tay2)?, 


故而 两 个 可 表示 的 数 的 乘积 本 身 仍然 是 可 以 表示 的 . 我 们 还 有 1 = 12 + 02 十 02 十 02. 
于 是 定理 369 可 以 从 下 述 定理 推出 . 

定理 370 ”任何 素数 了 都 是 四 个 平方 数 之 和 . 

第 一 个 证 明 按 照 与 20.4 节 (1) 中 定理 366 的 证 明 同样 的 路 线 进 行 ， 因为 2 = 
12 十 12 十 02 十 02, 故 可 以 取 卫 > 2. 

由 定理 87 推出 , 存在 p 的 一 个 倍数 , 比方 说 mp, 使 得 有 mp = z? 十 73 十 23 十 73， 
其 中 z1,z2,z3,z4 不 全 p 被 整除 . 我 们 要 证 明 : 有 此 性 质 的 p 的 最 小 倍数 就 是 p 自己 . 

设 mop 是 这 样 一 个 最 小 的 倍数 . 如 果 mo = 1, 那 就 没有 什么 要 证 的 了 , 故而 假设 
mo > 1. 根据 定理 87 有 mo < p. 

如 果 mo 是 偶数 , 那么 z1 + zz + za +z4 是 偶数 , 所 以 ,要么 (i) z1,z2,73,z4 全 都 
是 偶数 , 要 么 (i) 它们 全 都 是 奇数 , 或 者 要 么 (iii) 两 个 是 偶数 , 两 个 是 奇数 . 在 最 后 一 
种 情形 , 可 以 假设 z1,z2 是 偶数 , 而 za, zs 是 奇数 , 那么 在 所 有 这 三 种 情形 下 ， 


ZI 十 Z2， ZI 一 Z2，Z3 十 ZI4， IT3 一 Z4 
全 都 是 偶数 , 所 以 
1 zl 十 za\2 /zl 一 zzN2 /zs+zN2 /zs 一 zi\2 
io- 人 2 ) +( Dra 2 )+( 3 ) 
是 四 个 整数 的 平方 之 和 . 这 些 平方 数 不 全 能 被 p 整除 , 这 是 因为 zi, rz, rs 4 不 能 全 


被 p 整除 . 但 是 这 与 mo 的 定义 矛盾 . 从 而 mo 必须 是 奇数 . 
其 次 , zl, zz,zay za 不 全 能 被 mo 整除 , 因为 不 然 的 话 就 会 蕴含 


me lmop 一 molp, 


而 这 是 不 可 能 的 . 同样 , mo 是 奇数 , 于 是 它 至 少 是 3. 这 样 一 来 , 就 可 以 选取 by, bo, bs, ba， 
使 得 yi = zi 一 bimo(i = 1,2,3,4) 满足 


1 
人 | < 3mo， 太 十 姐 + 明 二 好 >0. 
此 时 有 \ 
0< 巡 + 好 + 嫂 二 地 <4 (Sm) =m? 
以 及 
六 十 姐 + 媚 ++ 妈 三 0 (mod mo). 
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由 此 得 出 

TI+23+23+7=mop (mo <p), 

镁 二 好 + 扫 + 妇 =moml (0 < mi < mo). 
由 是 再 根据 (20.5.1) 就 有 


M3mip = 强 十 强 十 强 十 22， (20.5.2) 
其 中 za za, za,z4 是 在 (20.5.1) 的 右边 出 现 的 那 四 个 数 . 但 是 
a1 = Dr = Ti — bimo)= 77=0 (mod mo). 
类 似 地 , z2, za, z4 都 能 被 mo 整除. 于 是 可 以 写成 
z=moti (i=1,2,3,4), 


这 样 的 话 (20.5.2) 就 变 成 mp = 如 十 碚 十 经 十 巷 , 因为 ma < mo, 这 就 与 mo 的 定义 
矛盾 . 
由 此 推出 mo = 1. 


20.6 元 数 


第 15 章 从 Gauss 整数 的 算术 推导 出 了 定理 251, 而 Gauss 整数 是 通常 的 分 析 中 
复数 的 一 个 子 类 . 定理 370 有 一 个 证 明基 于 一 种 类 似 的 思想 , 不 过 更 为 复杂 , 因为 我 
们 要 用 到 并 不 遵从 通常 代数 中 的 所 有 法 则 的 那 种 数 . 

四 元 数 (quaternion) 是 一 种 特殊 类 型 的 “ 超 复 数 的 ” 数 . 该 系统 中 的 数 形 如 


a = ao 十 alil + a2iz + asis, (20.6.1) 


其 中 ao, a1,a2,a3 都 是 实数 [ 称 为 a 的 坐标 (coordinate)], ii,iz,is 则 是 该 系统 的 特征 元 
素 . 两 个 四 元 数 相 等 , 如 果 它 们 的 坐标 相等 . 
这 些 数 按照 与 普通 代数 类 似 的 那些 法 则 ( 仅 有 一 点 例外 ) 组 合 在 一 起 . 如 同 在 通 
常 的 代数 中 一 样 , 它 有 加 法 和 乘法 运算 . 加 法 的 法 则 与 通常 代数 中 的 加 法 法 则 相同 , 从 
而 有 
a+B=(a0+ alil + aziz 十 asis) + (bo + biil + boiz + baia) 
=(ao+ bo)+ (a1+ bi)ii+ (a2 + 62)i2 + (as + ba)is. 
乘法 有 结合 律 和 分 配 律 , 但 一 般 不 满足 交换 律 . 它 对 于 坐标 以 及 在 坐标 与 i,iz,is 之 
间 是 交换 的 , 但 是 


人 


izis =i = -isia, iai =i2 = 一 nis， iiz = is = 一 izi， 


(20.6.2) 


一 般 地 有 
ap8= (ao + ai + ooia 十 aaia)(bo + pin 二 baia + bais) (20.6.3) 
=co 十 clil + cziz + caia, 
其 中 
co = aobo — a1b1 一 a2b2 一 asbs， 
cl = aobi + albo + azbs — aab2, 
ca = aoba 一 alba 十 azbo + aab1, 
ca = aobs + a1b2 — a2b + a3bo. 


(20.6.4) 


特别 地 ， 

(ao +ail + oaia + asia)(ao — ail — aziz 一 asis) = 08 +a? + + a8, (20.6.5) 
这 个 乘积 中 ,iz,is 的 系数 均 为 0. 

称 四 元 数 a 是 整 的 , 如 果 ao, a1, a2,a3 要 么 (i) 全 都 是 有 理 整 数 , 要 么 (i) 全 都 是 
奇 有 理 整 数 的 一 半 . 我 们 只 对 整 四 元 数 感 兴趣 , 从 现在 起 用 “四 元 数 ” 一 词 来 表示 “ 整 
四 元 数 ". 除去 ol = az = os = 0 这 种 情形 之 外 , 都 将 用 希腊 字母 表示 四 元 数 , 而 在 
al = aa = a3 = 0 这 一 情形 有 a = ao, 此 时 用 ao 既 表 示 四 元 数 

ao 十 0.i 十 0.iz 十 0.is， 

也 表示 有 理 整 数 ao. 

四 元 数 

= ao 一 alil 一 aaiz ~ asis (20.6.6) 

称 为 a = ao + alil 十 aziz + aaia 的 共 示 , 而 称 


Na=ad=5a=ad+a?+a2+a? (20.6.7) 


为 a 的 范 数 . 整 四 元 数 的 范 数 是 一 个 有 理 整 数 . 根据 Na 是 奇数 还 是 偶数 来 把 a 称 
为 奇 的 或 者 偶 的 . 
由 (20.6.3), (20.6.4) 以 及 (20.6.6) 推出 sa5 = Fa, 所 以 
Nap) =aB :a6 = aB.Ba=a.NB.a=aa. NB= NaNp. (20.6.8) 
当 a 关 0 时 , 定义 ar: 为 


3 
Ce (20.6.9) 
故而 
aa-1 = arla= 1. (20.6.10) 


如 果 a 和 a-1 均 为 整 四 元 数 , 那么 就 称 a 是 一 个 单位 , 并 记 成 a = s. 由 于 ee-1 = 
1,NeNe-!=1, 故 有 Ne =1. 反之 , 如 果 a 是 整 四 元 数 且 Na = 1 那么 or-1 = 互 也 
是 整 的 , 从 而 a 是 一 个 单位 . 于 是 , 单位 又 可 以 定义 为 范 数 为 1 的 整 四 元 数 . 
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如 果 ao, al, az,as 全 都 是 整数 , 且 有 ag + ao + 吗 + ag = 1, 那么 3:… 中 必 有 一 
个 是 1, 其 余 的 皆 为 0. 如 果 它 们 全 都 是 奇 整数 之 一 半 , 那么 3.…. 中 的 每 一 个 数 必定 
都 是 1. 于 是 恰 有 24 个 单位 , 也 就 是 


士 1, 土 记 , 土 i, 士 i3， 了 1 土 土 i 土 i3). (20.6.11) 
如 果 记 
一 了 (+ 十 刘 十 i)， (20.6.12) 
那么 任何 整 四 元 数 都 可 以 表 为 形式 
kop 十 和 ai 十 aia + kais, (20.6.13) 


其 中 io, ki, kz, ks 皆 为 有 理 整 数 , 而 且 任何 一 个 这 种 形式 的 四 元 数 均 为 整 的 . 显然 , 任 
何 两 个 整 四 元 数 之 和 仍 为 整 四 元 数 . 又 根据 (20.6.3) 以 及 (20.6.4) 有 


太一 了 (1+ +iz+is)=p 一 1 
0 人 
Pi= 2(-1+i +is —is) = —p +i 十 jz， 
iap = 3(-1 +ii ~—is+i3) = -p+il+is, 
对 于 piz 等 也 有 类 似 的 表达 式 . 故而 所 有 这 些 乘 积 都 是 整 的 , 从 而 任何 两 个 整 四 元 数 
的 乘积 都 是 整 的 . 
如 果 e 是 任意 一 个 单位 , 那么 sa 和 ae 都 称 为 是 a 的 相伴 元 . 相伴 元 有 相等 的 
范 数 , 且 整 四 元 数 的 相伴 元 仍 为 整 的 . 
如 果 % = ap, 那么 + 就 说 成 是 以 a 为 一 个 左 因子 (left-hand divisor), 而 以 6 为 


一 个 右 因子 (right-hand divisor). 如 果 a = ao 或 者 8 = bo, 那么 就 有 a8 = ga, 此 时 就 
没有 必要 区 分 左 和 右 了 . 


20.7 ”关于 整 四 元 数 的 预备 定理 


关于 定理 370 的 第 二 个 证 明 原 则 上 与 12.8 节 以 及 15.1 节 中 定理 251 的 证 明 相 
类 似 . 我 们 需要 几 个 辅助 性 的 定理 . 


定理 371 如 果 a 是 一 个 整 四 元 数 , 那么 它 的 相伴 元 中 至 少 有 一 个 有 整数 坐标 . 
如 果 a 是 奇 的 , 那么 它 的 相伴 元 中 至 少 有 一 个 有 非 整 数 坐标 . 


(1) 如 果 a 本身 的 坐标 就 不 是 整数 , 那么 可 以 选择 符号 使 得 , 比方 说 有 


a = (bo + bit + baio + bois) + S(t1 i 土 诗 i3) = B+ 
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其 中 bo,ba,bz,ba 都 是 偶数 . 8 的 任何 相伴 元 都 有 整数 坐标 , 且 ?了 ( 它 是 Y 的 一 个 相伴 
元 ) 是 1. 于 是 a7( 它 是 a 的 一 个 相伴 元 ) 有 整数 坐标 . 
(2) 如 果 a 是 奇 的 , 且 有 整数 坐标 , 那么 比方 说 有 
Qa= (bo 十 jia 二 boia 十 bais) 十 (co +elil 十 cziz + csis) 一 月 十 小 


其 中 bo,b1,b2,53 都 是 偶数 ,co, cl cz,cs 中 的 每 个 数 都 是 0 或 者 1, 且 (由 于 Na 是 奇 
数 ) 要 么 其 中 有 一 个 是 1, 要 么 其 中 有 三 个 是 1. 8 的 任何 相伴 元 都 有 整数 坐标 . 于 是 
只 要 证 明 四 元 数 
1, ia, iz, ia,1+iz+is,1+i+is,1 十 i 十 jz,il 十 ia 十 is 

中 的 每 一 个 都 有 一 个 相伴 元 有 非 整 数 坐 标 就 够 了 ， 而 这 是 很 容易 验证 的 .这 样 一 来 ， 
如 果 y=i, 那么 Yp 有 非 整 数 坐标 . 如 果 

7=1+is +is= (1+ii+iz +is)~—il=A+h, 
或 者 

TY=ih+iz+is= (1 十 计 十 ip 十 ia) 一 1 = 入 + 
那么 

Me=A. 3-i -i i)=2, 

于 是 we 的 坐标 不 是 整数 . 


定理 372 ”如果 是 一 个 整 四 元 数 , 且 m 是 一 个 正 整数 , 那么 存在 一 个 整 四 元 
数 入 ,使 得 
NIk 一 mA) < m?. 


m = 1 的 情形 是 平凡 的 , 故 可 以 假设 m > 1. 利用 (20.6.13) 所 给 出 的 整 四 元 数 的 
形式 , 并 且 记 
k= hop+ kin + kaia + kois, Mop tir i 
其 中 ko,… ,10,… 都 是 整数 . k - mA 的 坐标 是 
$0 — mio), $ {ho + ak — mllo +21)}, 
3 {ho + 2ka ~ m(lo + 212)}, 3 {ko + 2ks —m(lo + 213)}. 


可 以 相继 选取 lo,4,12,13, 使 得 这 些 坐 标的 绝对 值 分 别 不 超过 jm, 3m, #m, 3m, 这 样 
就 有 


1 2? 1 2 2 
i < 一 
N(r mg" +3x zm <m 


326 第 20 章 用 两 个 或 四 个 平方 和 表示 数 


定理 373 ”如 果 a 和 月 都 是 整 四 元 数 , 且 头 0, 则 存在 整 四 元 数 入 和 ,使 有 
a=A+T，NT7T<NB. 
取 < 
k=af, m= BB= NB, 
并 如 同 在 定理 372 中 一 样 来 确定 和 这 样 就 有 
(a—- MB=«k- Mm= kr- mA\, 
N(a— MP)NB = N(k — mM) < m2， 
Ny= N(a— MB)<m= NB. 


20.8 ”两 个 四 元 数 的 最 高 右 公约 数 


称 两 个 整 四 元 数 a 和 8 有 一 个 最 高 右 公 约 数 (highest common right-hand di- 
visor)6, 如 果 (i)6 是 a 和 8 的 一 个 右 公约 数 , 且 (ii)a 和 8 的 每 个 右 公约 数 都 是 
6 的 一 个 右 因子 . 我 们 要 证 明 , 任何 两 个 不 全 为 0 的 整 四 元 数 都 有 一 个 最 高 右 公约 数 ， 
这 个 最 高 右 公 约 数 事实 上 还 是 唯一 的 . 可 以 利用 定理 373 来 构造 一 个 与 12.3 节 以 及 
12.8 节 中 的 算法 类 似 的 “Euclid 算法 ", 不 过 应 用 与 2.9 节 和 15.7 节 中 类 似 的 思想 来 
证 明 它 要 更 简单 一 些 . 

称 一 组 不 全 为 0 的 整 四 元 数 作成 的 集合 5 是 一 个 右 理想 (right-ideal), 如 果 它 有 
性 质 : 

(aeS86c5 一 a 寺 De3Si 

(ij) 对 所 有 整 四 元 数 和 都 有 : a € S 一 Aa € 5. 

后 面 这 条 性 质 与 15.7 节 中 理想 的 特征 性 质 相对 应 . 如 果 5 是 任意 一 个 整 四 元 数 , 且 5 
是 用 整 四 元 数 和 作出 的 5 的 所 有 左 倍 元 作成 的 集合 (MX5), 显然 5 是 一 个 右 理想 . 称 
这 样 一 个 右 理想 为 主 右 理想 (principal right-ideal). 

定理 374 ”每 个 右 理想 都 是 一 个 主 右 理想 . 

在 5 的 不 为 0 的 诸 元 素 中 , 存在 某 些 数 有 最 小 范 数 : 把 其 中 一 个 记 为 5 如果 
YES, NT< Ni, 就 有 7Y= 0. 

如 果 a e 5, 那么 , 对 每 个 整 四 元 数 和 , 由 (i) 和 (i)】 有 a 一 M e€ 5. 根据 定理 373， 
可 以 选取 和 , 使 得 Ny = N(a - 5) < N6. 但 这 样 就 有 7 = 0,a = 5, 从 而 S 是 一 个 
主 右 理想 (X56). 

现在 可 以 来 证 明 ， 

定理 375 ”任何 两 个 不 全 为 0 的 整 四 元 数 a 和 有 都 有 一 个 最 高 右 公约 数 5, 除 
了 相差 一 个 左 单位 因子 以 外 , 这 个 最 高 右 公 约 数 还 是 唯一 的 , 且 它 可 以 表 成 形式 


6= pa+vp, (20.8.1) 
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其 中 几 和 v 都 是 整 四 元 数 . 


所 有 四 元 数 ua + vB 组 成 的 集合 5 显然 是 一 个 右 理想 , 根据 定理 374, 它 是 一 个 
由 某 个 5 的 所 有 整 倍 元 M 所 形成 的 主 右 理想 . 由 于 5 包含 5, 所 以 5 可 以 用 (20.8.1) 
的 形式 来 表示 . 由 于 S 包含 a 和 B, 所 以 5 是 a 和 6 的 一 个 右 公约 数 , 且 任何 这 样 
的 因子 都 是 $ 中 每 个 元 素 的 一 个 右 因子 , 于 是 也 是 5 的 一 个 右 因子 . 从 而 5 是 a 和 
有 的 一 个 最 高 右 公约 数 . 
最 后 , 如 果 5 和 6' 都 满足 条 件 , 那么 就 有 5' = XM, 且 5 = N6', 其 中 入 入 都 是 
整 四 元 数 . 因此 5 = X65, 1 = 和 和 , 因此 入 和 X 都 是 单位 . 
如 果 5 是 一 个 单位 s, 那么 a 和 有 的 所 有 最 高 右 公约 数 都 是 单位 . 此 时 , 对 某 个 
整 四 元 数 y/,v' 有 
Wa+vB=e, 
且 有 
(ep at (eI)B=1, 
所 以 对 某 个 整 四 元 数 ji.,v 有 
bat+vB=1. (20.8.2) 
这 时 记 
(oa D)- =1. (20.8.3) 
当然 , 我 们 能 对 最 高 左 公约 数 建立 一 个 类 似 的 理论 . 
如 果 a 和 8 有 一 个 右 公约 数 5, 5 不 是 单位 , 那么 Na 和 NB 有 右 公约 数 N6 > 1. 
有 一 种 其 逆 命 愿 为 真 的 重要 情形 . 


定理 376 如果 a 是 整 四 元 数 , 且 =m 是 一 个 正 的 有 理 整 数 , 那么 (a, 8) = 1 
的 一 个 充分 必要 条 件 是 (Na, NB) = 1, 或 者 说 是 (意义 相同 )(Na,m) = 1. 
因为 如 果 (a, 8). = 1, 那么 对 适当 的 j,v, (20.8.2) 为 真 . 于 是 
Nua)l =N(1 — vB) = (1 — mv)(l — mp), 
NuNa=1—- mv — my+mNy, 


且 (Na,m) 整除 这 个 等 式 中 除了 1 以 外 的 每 一 项 , 从 而 有 (Na,m) = 1. 由 于 NB = 
m2?, 故而 这 两 种 形式 的 条 件 是 等 价 的 . 
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一 个 非 单位 的 整 四 元 数 r 称 为 是 素 元 , 如 果 它 仅 有 的 因子 是 单位 以 及 它 的 相伴 
元 , 也 就 是 说 , 如 果 r = a8 蕴含 a 或 者 8 是 一 个 单位 . 显然 , 素 四 元 数 的 所 有 的 相伴 
元 仍然 是 素 的 . 如 果 r = ap, 那么 就 有 Nr = NaNB, 所 以 , 如 果 Nx 是 一 个 有 理 素 
数 , 那么 r 肯定 是 素 的 . 我 们 要 来 证 明 其 逆 也 为 真 . 
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定理 377 ”一 个 整 四 元 数 7 是 素 的 , 当 且 仅 当 它 的 范 数 Nr 是 一 个 有 理 素数 . 
由 于 Np = p?, 定理 377 的 一 个 特例 是 : 
定理 378 ”一 个 有 理 素数 p 不 可 能 是 素 四 元 数 . 


首先 证 明定 理 378( 它 是 我 们 实际 上 需要 用 到 的 全 部 ). 
由 于 
2=(1+i)(1 —i), 
所 以 2 不 是 素 四 元 数 . 从 而 我 们 可 以 假设 p 是 奇数 . 
根据 定理 87, 存在 整数 > 和 s, 使 有 


0<r<p, 0<s<p, 1+r?+s?=0(mod p). 


如 果 a= 1+ siz 一 ris, 那么 Na = 1+r2+s2 三 0 (mod p), 且 (Na,p) > 1. 由 此 并 根 
据 定理 376 推出 , a 和 p 有 一 个 不 等 于 单位 的 右 公约 数 5. 如 果 a = 616, p = 626, 那 
么 如 不 是 单位 . 因为 如 果 它 是 一 个 单位 , 5 就 是 p 的 一 个 相伴 元 , 在 此 情形 p 就 整除 
a=66= 5671p 的 所 有 的 坐标 , 特别 地 , 它 能 整除 1. 于 是 p = 626, 其 中 无 论 5 还 是 
62 都 不 是 单位 , 从 而 p 不 是 素 元 . 

为 了 完成 定理 377 的 证 明 , 假设 r 是 素 元 , 且 p 是 Nx 的 一 个 有 理 素 因子 . 根据 
定理 376, r 和 p 有 一 个 右 公约 数 r', T' 不 是 单位 . 由 于 r 是 素 元 , 从 而 是 r 的 一 
个 相伴 元 , 且 Nx' = Nr. 我 们 还 有 p = Xm, 其 中 入 是 整 四 元 数 , 且 有 p? = NANr' = 
NAN, 所 以 NA 等 于 1 或 者 p. 如 果 NA 是 1,p 就 是 和 的 一 个 相伴 数 , 因而 是 
一 个 素 四 元 数 , 我 们 已 经 看 到 这 是 不 可 能 的 . 故而 Nx = p 是 一 个 有 理 素数 . 

现在 容易 来 证 明定 理 370 了 . 如 果 p 是 任何 一 个 有 理 素数 , p = Xr, 其 中 NA = 
Nr = p. 如 果 关 有 整数 坐标 a0,a1,a2,as, 那么 


P=NA= 十 3 十 2 十 a3. 
如 车 不 然 , 根据 定理 371 知 , 存在 的 一 个 相伴 元 x, 它 有 蒜 数 坐标 . 由 于 
p= Nr"= Nx’, 

于 是 结论 可 如 前 面 一 样 得 到 . 

前 面 几 节 的 分 析 可 以 如 此 发 展 , 从 而 导出 整 四 元 数 的 因子 分 解 以 及 有 理 整数 表示 
成 四 个 平方 数 之 和 的 一 套 完整 的 理论 . 特别 地 , 它 引 导 到 若干 个 有 关 表 法 个 数 的 公式 ， 
这 些 公式 与 16.9 节 至 16.10 节 中 的 那些 公式 类 似 . 我 们 要 在 20.12 节 中 用 不 同 的 方法 
证 明 这 些 公式 , 而 不 在 这 里 进一步 展开 讨论 四 元 数 的 算术 . 然而 , 还 有 另外 一 个 有 趣 
的 定理 , 它 是 我 们 的 分 析 的 直接 推论 . 如 果 假 设 p 是 奇 的 , 并 选取 r 的 一 个 相伴 数 m， 
zr 的 坐标 都 是 奇 整数 的 一 半 (根据 定理 371 这 是 允许 的 ), 那么 


2 2 2 2 
p= Nr= Nr = (w+3) + (m+3) + (w+3) + (w+ l 
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其 中 bo,… 都 是 整数 , 且 
dp = (2bo + 1)? + (2b1 + 1)? + (2b2 十 1)2 + (2bs 十 1)2. 
于 是 我 们 得 到 ， 
定理 379 ”如果 p 是 一 个 奇 素数 , 那么 4p 是 四 个 奇 整数 的 平方 之 和 . 
例如 4x3=12=12+12+12+32( 但 是 4x2= 8 不 是 四 个 奇 整数 的 平方 之 和 ). 


20.10 9g(2) 和 G(2) 的 值 
定理 369 表明 
G(2) < g(2) < 4. 


另 一 方面 ， 
(2m)?=0 (mod 4)， (2m + 1)?=1 (mod 8), 


所 以 2 二 0,1 或 者 4 (mod 8) 且 有 z2 二 十 2? 关 7 (mod 8). 因此 形 如 8m +7 的 数 
不 可 能 表示 成 三 个 平方 数 之 和 , 从 而 得 到 : 


定理 380 ”9(2) = G(2) = 4. 
如 果 z2 + 只 十 22=0 (mod 4), 那么 z,y,z 全 都 是 偶数 , 且 


2 2 2 
te 十 妇 十 22) = (%) 十 (%") 十 (车 
可 以 用 三 个 平方 数 来 表示 . 由 此 推出 , 形 如 4°(8m +7) 的 数 都 不 能 表 为 三 个 平方 数 之 
和 . 可 以 证 明 , 任何 不 是 这 种 形状 的 数 都 可 以 表示 成 三 个 平方 数 之 和 , 所 以 
nx4(8m+7) 


是 n 可 以 用 三 个 平方 数 表 示 的 一 个 充分 必要 条 件 , 但 是 它 的 证 明 依 束 于 三 元 二 次 型 
的 理论 , 故而 不 能 放 在 这 里 讨论 . 


20.11 ”定理 369 的 第 三 个 证 明 的 引 理 


关于 定理 369 的 第 三 个 证 明 十 分 特别 , 尽管 这 个 证 明 是 “初等 的 ”, 但 它 实际 上 属 
于 椭圆 函数 论 的 范畴 . 展开 式 


att2tt. = ( D> =) 


m=—00 


中 z" 的 系数 rs(n) 是 


n=m?+m?+ma+m? 
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的 有 理 整数 解 的 个 数 , 仅仅 是 符号 不 同 或 者 诸 个 mm 的 次 序 不 同 的 解 都 被 视 为 不 同 的 
解 . 我 们 需要 证 明 , 对 每 个 n, 这 个 系数 都 是 正 数 . 
根据 定理 312 有 


3 
G+2z+2zt+ pl+4 (TT) 


1l-z 1 一 23 
我 们 来 着 手 寻 求 右边 的 平方 的 一 个 变换 . 

下 面 的 z 是 任何 一 个 实数 或 者 复数 , |z| < 1. 我 们 要 用 的 级 数 , 无 论 是 单 重 的 还 
是 多 重 的 , 对 于 jz| < 1 都 是 绝对 收敛 的 . 根据 定理 : 任何 绝对 收敛 的 单 重 或 者 多 重 级 
数 可 以 按照 我 们 的 意愿 用 任何 方式 求 和 . 这 使 我 们 对 涉及 的 级 数 重 新 排序 求 和 的 合法 
性 得 到 了 保证 . 


记 az 
w= 1 
故而 a 
Cy = ur(l + ur). 
我 们 需要 两 个 预备 引 理 . 
定理 381 3 Um(1 + Wm) = Sn 
n=1 
因为 


2 过 
所 (= 


m=1n=1 n=l m=1 
定理 382 De 1)™-luom(1 tun) = Dn Des 
m=1 
因为 
二 (Un-:zm _ 和 ES r 
> a -加 po 


m=1 


oo 


-Er 


r=l1 m=1 


_e ( rr ) - 工 轨 二 


1—z2r 1-~-zer) 1 一 z4n-2 “ 
20.12 ”定理 369 的 第 三 个 证 明 : 表 法 个 数 


首先 证 明 一 个 比 实际 需要 的 公式 更 加 一 般 的 恒等式 . 
定理 383 ”如果 0 是 一 个 实数 , 且 不 是 的 偶数 倍 , 又 如 果 
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1 1 s 了 
L=L(z,0) = cot30+using + usin20+... 


2 
Ti=T(7,0) = (etse) +u(li+u1)cos0 + uz(l + uz)cos20+..., 


B= T(z,0) = 了 lw (1 ~ cos0) + 2u2 (1 ~— cos20) + 3us (1 — cos30) + 


[=T+T. 


1 
1 17, 1 1 ee 
= (4e0r30) + 3 uncots0sinng + >》 Yuminsinmbsinng 


n=1 m=ln=l 


这 里 S51 和 5 分 别 表 示 上 述 第 二 个 等 式 中 的 后 面 两 个 和 式 . 现在 利用 恒等式 


Scot30sinng=3 + cos0 + cos20 +..+ cos(n — 1)0 + 3 cosng, 


2sinmb sinnb =cos(m 一 m)0 — cos(m + n)0, 
可 得 


51= Du {B+ eo + cos20 + .e+ cosln ~ 1)0+ cosng), 


n=1 


Ss, =3 bp 文本 {Co8(m — n)0 — cos(m+ n)0}. 


m=1n=} 


将 S; 和 5 重新 排序 成 为 0 的 倍 角 的 余弦 级 数 , 得 到 , 比方 说 ? 


1 ee 
= (ieo3) 十 Co+ >》 Ckeoskb. 
k=1 


人 为 了 保证 重新 排序 的 合法 性 , 我 们 需要 证 明 


= 1 1 
hunl 五 十 lcosgj 十 … 十 元 lcosngl 
2 


和 
| 和 lumllenl(leosm + n)o| + lcos(m —n)9)) 


| m= n=1 


都 是 收敛 的 . 但 是 这 是 级 数 


的 绝对 收 化 性 的 一 个 直接 推论 . 
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首先 来 考虑 Co 这 个 系数 包含 来 自 5 的 一 个 贡献 , 上 > un 以 及 来 自 5 的 对 
1 


应 于 m =n 的 项 的 一 个 贡献 了 吕 . 故而 根据 定理 381 有 
t 


现在 假设 大 > 0. 那么 S: 对 Ci 的 贡献 是 


Bus + 并 Un 一 dus + De 


n=k+1 


而 S52 和 
3 3 umun + 3 和 umn — 3 3) umun, 


ee 人 m=k Cr 


在 其 中 的 每 一 个 和 式 都 有 m > 1,n > 1. 从 而 


1 oo oo 1 k—1l 
C= Zu 二 到 Mk+L 十 > WUk+L 3 Daun 
= I=1 {=1 
读者 容易 验证 


WIR = Uk(1 + th + Wk-t) 
以 及 
ak+L 十 UK+L = UE{UL — UR+L). 


故而 有 
1 2 1 tl 
Ck = uk B 十 Du 一 Mk+i) 一 320 tutw 


{=1 


1 1 
= Uk rte ttut. to) 


= (+ 一 执 )， 


1 (Foordo) + ED +t De (i+ ~ $k) cost0 


k=l 


所 以 


RN? 
-eo) + Du (+ wh) eos hg + 3 Do kus (1 — cos kg) 
k=1 k=1 


=Ti(z,0) + Tz2(z,0). 
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1 2 
定理 384 (+ -wtw-uwt.) = 四 十 Su 十 2u2 十 3us 十 5u5 十 
6ue 十 7u7 十 9ug 十 …), 其 中 最 后 一 个 级 数 不 含 有 关于 ta, Us, U12,… 的 项 . 


在 定理 383 中 取 9 = 3x, 则 有 
T= 二 a DP Cm (1 + wom), 
T= 3 > (2m— 1)uam-1+ :二 (2m — Duam-2. 
现在 根据 定理 382 有 
T= 加 四 3 (2m — 1)uam-_2, 


所 以 1 上 
T+R=1+3+2u+3u+5us+..). 


由 定理 312 和 定理 384 得 出 : 


定理 385 (1+2z 十 2z4 二 29 十) =1+8》 “maum, 其 中 m 取 遍 所 有 不 是 
4 的 倍数 的 正 整数 值 . 


最 后 有 


8 > um = 85 -85 mY em = 8 Ten", 
r=1 n=1 


其 中 
= 00m 
mlnstm 

是 的 不 是 4 的 倍数 的 因子 之 和 . 

显然 , 对 所 有 n > 0 都 有 cn > 0, 从 而 有 ra(n) > 0. 这 就 给 我 们 提供 了 定理 369 
的 另外 一 个 证 明 . 而 且 我 们 还 证 明了 : 

定理 386 。 正 整 数 n 表示 成 四 个 平方 和 的 表 法 个 数 (仅仅 是 数 的 次 序 或 者 符号 
不 同 的 表示 都 被 视 为 是 不 同 的 表 法 ) 等 于 n 的 不 是 4 的 倍数 的 因子 之 和 的 8 倍 . 


20.13 ”用 多 个 平方 和 表示 数 


对 于 将 n 表示 成 6 个 或 者 8 个 平方 数 之 和 也 有 类 似 的 公式 . 例如 
reln) = 165 x(d)d? 一 4》 x(d)d?, 


dm din 
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其 中 dd =n, 而 x(d)( 如 在 16.9 节 中 一 样 ) 取 值 为 1, -1 或 者 0, 这 要 根据 d 是 4k+1， 
4 外 一 1 还 是 2k 而 定 . 又 有 


rs(n) = 16(-1)" 3, (一 1D)4d. 
dn 
这 些 公式 算术 等 价 于 恒等式 
(1+22+2r4+...)° 


16 12z 二 22z2 是 32z3 Pn 12z 32z3 52z5 
和 1+z2 1+2z4 1 十 76 二 


以 及 
(1+2z+2z4+.… =1+16 ( 芒 ee 

这 些 恒等式 也 可 以 用 初等 方法 来 证 明 , 但 是 它们 的 本 质 在 于 椭圆 模 函 数 的 理论 . 根据 
定理 369, re(n) 和 rs(n) 对 所 有 n 皆 为 正 数 是 显然 的 . 

Ts(n) 的 公式 (其 中 s = 10,12,…) 涉及 更 为 艰深 的 算术 函数 . 例如 rio(n) 就 涉 
及 的 复 因 子 的 短 和 . 

正如 从 20.10 节 可 以 想象 到 的 那样 , 对 应 的 将 n 表示 成 奇数 个 平方 数 之 和 的 问题 
更 加 困难 . 当 s 为 3, 5 或 者 7 时 , 这 样 的 表 法 个 数 可 以 表示 成 涉及 Legendre 和 Jacobi 
符号 (至 ) 的 一 个 有 限 的 和 . 


lz 2322 S23 ) 
i 


本 章 附 注 


20.1 节 . Waring 在 Meditationes algebraicae (1770), 204-205 中 给 出 了 他 的 结论 , 而 在 同一 
年 稍 后 时 Lagrange 证 明了 g(2) = 4. 关于 四 平方 定理 的 历史 , 在 Dickson，History, ii, 第 8 章 中 
有 详尽 的 说 明 . 

Hilbert 有 关 g(k) 对 每 个 上 的 存在 性 的 证 明 发 表 在 Gattinger Nachrichten (1909), 17-36 以 
及 Math. Annalen, 67 (1909), 281-305. 以 前 的 研究 工作 者 证 明了 它 对 上 = 3, 4, 5, 6,7,8, 10 的 存 
在 性 , 但 仅 对 上 = 3 确定 了 g(k) 的 值 . 对 除了 大 = 4 和 5 以 外 所 有 的 及 g(k) 的 值 现在 都 已 经 知 
道 : 而 G(k) 仅 对 大 = 2 和 大 = 4 是 已 知 的 . 9(K) 的 确定 依赖 于 先前 对 G(k) 的 上 界 的 确定 . 

也 见 Dickson，History, ii, 第 25 章 以 及 我 们 关于 第 21 章 的 附注 . 

Lord Saltoun 引起 了 我 们 对 于 20.1 节 的 一 个 错误 的 注意 . 

20.3 节 . 这 个 证 明 属于 Hermite, Journal de math. (1) 13 (1848), 15( (Buvres, i. 264). 

20.4 节 . 第 四 个 证 明 属于 Grace, Journal London Math，5oc 2 (1927), 3-8. Grace 还 对 定理 
369 给 出 了 一 个 证 明 , 这 个 证 明基 于 四 维 格 的 简单 性 质 . 

20.5 节 . Bachet 在 1621 年 发 表 了 定理 369, 虽然 他 没有 表示 过 已 经 证 明了 它 . 本 节 里 给 出 的 
证 明基 本 上 是 Euler 的 证 明 . 

20.6 节 至 20.9 节 . 这 几 节 的 内 容 都 是 以 Hurwitz，Vorlesungen tiber die Zahlenteorie der 
Quaternionen (Berlin, 1919) 为 基础 的 . Hurwitz 极为 详尽 地 发 展 了 这 个 理论 , 并 用 它 得 到 了 20.12 
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节 中 的 公式 . 我 们 在 这 个 方向 上 讲 得 更 深 , 这 对 于 定理 370 的 证 明 来 说 是 必要 的 . 但 是 , 我 们 没有 
对 分 解 的 唯一 性 证 明 任 何 一 般 性 的 定理 . 在 Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie (Ziirich, 
1927) 的 第 9 章 中 有 关于 Hurwitz 的 理论 及 其 推广 的 另外 一 个 说 明 . 

Lipschitz( Untersuchungen iiber die Summen von Quadrat, Bonn, 1886) 是 发 展 并 发 表 了 一 
种 四 元 数 算术 的 第 一 人 , 尽管 四 元 数 的 发 现 者 Hamilton 在 他 写 于 1856 年 的 一 封 未 曾 发 表 的 信 中 
[ 见 The Mathematical papers of Sir. Wm. R. Hamilton(Halberstam 和 Ingram 主编 ), xviii 以 
及 附录 4 给 出 了 同样 的 方法 . Lipschitz( 像 Hamilton 一 样 ) 用 最 明显 的 方式 , 也 就 是 用 整数 坐标 定 
义 了 整 四 元 数 , 但 是 他 的 理论 要 比 Hurwitz 的 理论 复杂 得 多 . 后 来 , Dickson[Proc. London Math. 
Soc. (2) 20 (1922), 225-232] 用 Lipschitz 的 定义 作为 基础 , 成 功 建立 起 另外 一 套 简单 得 多 的 理论 . 
在 我 们 的 书 的 第 1 版 里 就 是 按照 这 个 理论 来 讲述 的 , 但 是 它 不 如 Hurwitz 的 理论 那样 令 人 满意 . 例 
如 , 在 Dickson 的 理论 中 , 任何 两 个 整 四 元 数 都 有 最 高 右 公约 数 这 一 结论 并 不 为 真 . 

20.10 节 . 我 们 没有 加 以 证 明 的 “三 平方 定理 ”属于 Legendre, Essai sur la théorie des nom- 
bres(1798)，202，398-399 以 及 Gauss, D.A., 第 291 章 . Gauss 还 确定 了 表 法 个 数 ， 见 Landau， 
Vorlesungen, i 114-125. 在 Uspensky 和 Heaslet, 465-474 中 有 一 个 证 明 , 它 依赖 于 Liouville 的 
方法 (参见 下 面 20.13 节 的 附注 ), 还 有 另 一 个 属于 Ankeny[Proc. Amer. Math. Soc. 8 (1957)， 
316-319] 的 证 明 , 这 个 证 明 只 依赖 于 Minkowski 定理 (定理 447) 和 Dirichlet 定理 (定理 15). 

20.11 节 至 20.12 节 . Ramanujan，Collected papers, 138 及 其 后 续 内 容 . 

20.13 节 . 6 个 平方 和 8 个 平方 的 结果 属于 Jacobi, 且 隐 含 在 Fundamenta nova, 第 40 章 至 
第 42 章 的 公式 之 中 . 它们 也 明显 地 陈述 在 Smith 的 Report on the theory of numbers (Collected 
papers, ji，306-307) 之 中 .Liouville 在 Journal de ma (2) 9 (1864), 296-298 以 及 11 (1866)， 
1-8 中 给 出 了 关于 12 和 10 个 平方 的 公式 . Glaisher, Proc. London Math. Soc. (2) 5 (1907)， 
479-490 对 直到 2s = 18 给 出 了 关于 r2,(n) 的 公式 的 系统 的 表 , 这 项 工作 是 基于 以 前 在 Quarterly 
Journal of Math., 第 36-39 卷 上 发 表 的 工作 . 关于 14 和 18 个 平方 和 的 公式 包含 了 仅 定义 为 某 
种 模 函 数 的 系数 、 而 不 是 用 算术 方法 定义 的 函数 . Ramanujan( Collected papers, no，18) 继续 将 
Glaisher 的 表 扩 充 到 2s = 24. 

1914 年 Boulyguine 发 现 了 关于 r2,(n) 的 一 般 性 公式 , 这 些 公式 中 出 现 的 每 一 个 函数 都 有 一 
个 算术 定义 . 例如 ras(n) 的 公式 中 就 包含 函数 了 4$ (z1,z2,… ,zi), 其 中 5 是 一 个 多 项 式 , t 取 
值 为 2s 一 8,2s - 16,… 中 之 一 , 而 求 和 取 遍 满足 zf 十 地 十 … 十 z? = n 的 所 有 解 . 在 Dickson， 
History, 让 317 中 有 关于 Boulyguine 的 工作 成 果 的 参考 资料 . 

Uspensky 发 展 了 一 些 初 等 方法 , 这 些 方法 似乎 被 Liouville 在 用 俄 文 发 表 的 一 系列 论文 中 使 
用 过 : 参考 文献 可 以 在 后 来 发 表 在 Trans， 4mer，Math， Soc. 30 (1928), 385-404 上 的 一 篇 论文 
中 找到 . 他 将 其 分 析 方法 一 直 用 到 2s = 12, 并 且 陈述 道 , 他 的 方法 使 他 能 证 明 Boulyguine 的 一 般 
公式 . 

一 个 更 加 分 析 化 的 方法 ( 它 也 能 用 于 表 为 奇数 个 平方 和 的 问题 ) 是 由 Hardy, Mordell 以 及 
Ramanujan 发 展 起 来 的 ， 见 Hardy, Trans. Amer. Math. Soc，21 (1920)，255-284 以 及 
Ramanujan 的 书 的 第 9 章 ; Mordell，Quarterly Journal of Math. 48 (1920), 93-104 以 及 Trans. 
Camb. Phil. Soc. 22 (1923), 361-372; Estermann, Acta arithmetica, 2 (1936), 47-79 以 及 nos. 
18 和 Ramanujan, Collected papers 的 21. 

我 们 在 6.5 节 中 定义 了 Legendre 符号 , Jacobi 的 广义 符号 是 在 更 为 系统 的 专著 (例如 Landau, 
Vorlesungen, i. 47) 中 定义 的 . 


第 21 章 ”用 立方 数 以 及 更 高 次 圳 表示 数 
21.1 次 器 


20.1 节 将 Waring 问题 定义 成 确定 g(k) 和 G(k) 的 问题 , 并 对 大 = 2 的 情形 给 出 
了 完整 的 解答 . 一 般 的 问题 要 困难 得 多 . 即便 是 证 明 g(k) 和 G(k) 的 存在 性 也 需要 相 
当 精 细 的 分 析 . 除了 2 和 4 以 外 , G(k) 的 值 还 不 知道 . 本 章 末尾 对 于 这 些 问 题 现在 的 
情况 给 出 一 个 综述 , 不 过 我 们 仅仅 来 证 明 几 个 特殊 的 定理 , 而 这 些 定理 通常 并 不 是 已 
知 最 好 的 结果 . 


容易 证 明 g(4) 的 存在 性 . 
定理 387 g(4) 存在 , 且 不 超过 50. 
其 证 明 依赖 于 定理 369 和 恒等式 
6(a2 + +otd) =(a+th) +(a-b) +(c+d) +(c—d) 
十 (ea 十 cj +(a—e) +(b+d) +(b— a (21.1.1) 


+(at+d) +(a—d):+(b+e): +(b— et. 
用 B, 来 记 一 个 至 多 是 s 个 四 方 数 之 和 的 数 . 那么 (21.1.1) 表明 
6(o2 十 忆 十 c2 十 轨 ) = Bi2， 
于 是 , 根据 定理 369 知 , 对 每 个 x 都 有 
6z2 = Bi2. (21.1.2) 

现在 任何 正 整数 都 有 形式 mn= 6N +m 其 中 N > 0, 而 > 是 0,1 2,3,4 或 者 5 中 

之 一 . 于 是 (再 次 利用 定理 369)n = 6(z 二 十 3 十 芭 ) 十 7, 故而 由 (21.1.2) 得 到 
n= Biz+ Biz+Bo+Baz+r=Bis+r= Bss 

(因为 > 可 以 用 至 多 5 个 1 来 表示 ). 于 是 g(4) 存在 且 至 多 为 53. 

容易 对 此 结果 作 少 许 的 改进 . 任何 一 个 数 n > 81 都 可 以 表示 成 n= 6N +t, 其 
中 N > 0, 且 上 = 0,1,2,81,16 或 者 17, 这 要 根据 n 三 0,1,2,3,4 或 者 5(mod 6) 来 确 


定 . 但 是 
1=1, 2=1+1, 8l=3, 16=24 7 24 二 14 
故而 t= Bo, 且 有 m = Bss + Bo = Bso, 所 以 任何 m > 81 都 是 Bso. 
另 一 方面 , 容易 验证 : 如 果 13 < n < 80, 则 有 n = Bi9. 事实 上 只 有 79 = 4x2:+ 
15 x 14 需要 19 个 四 方 数 . 
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21.2 ”三 次 圳 : G(3) 和 g(3) 的 存在 性 
g(3) 的 存在 性 的 证 明 要 更 加 复杂 (这 是 很 自然 的 , 因为 立方 数 可 以 是 负 的 ). 首先 
证 明 : 
定理 388 G(3) < 13. 
用 Cs 来 记 一 个 可 以 表 成 * 个 非 负 立 方 数 之 和 的 数 . 
假设 z 取 遍 同 余 于 1 (mod 6) 的 数 7,13, 19,.…, 并 设 天 是 区 间 
$(z) = 11z9 + (23+1)3+125z3 < n < 14z = YY(z). 
显然 , 对 于 大 的 > 有 %(z 十 6) < %(z), 所 以 诸 区 间 I: 最 终 是 相互 重合 的 , 而 且 每 个 大 
的 n 都 落 在 某 个 工 中 . 这 样 一 来 , 只 要 证 明 I. 中 的 每 一 个 n 都 是 13 个 非 负 立方 数 


之 和 就 够 了 . 
我 们 来 证 明 I 中 的 任何 n 都 可 以 表示 成 


n=N+82"+6mz3 (21.2.1) 


的 形式 , 其 中 
N=Cs, 0<m<2. (21.2.2) 


那样 就 会 有 l 
m= 79 十 ZT2 十 Z2 十 722， 
其 中 0 < zi < 23, 所 以 
n=N+8z +6z23(79+72+ 723+22) 
=N+ 二 {ls+z + 人 -可 
i=1 
=C5+ Cs = C1s. 
剩 下 要 证 明 (21.2.1). 定义 ms 以 及 N 为 
n=6r (mod 23) (1 <r < 2°), 
n=s+4 (mod 6) (0 < s <5), 
N=(r+1)3+(r—1)3+2(23 — 7)? + (sz)?. 
这 样 就 有 N = Cs, 且 


0<N<(z3 二 1)3 十 3z9 十 125z3 = W(z) 一 8z9 < n— 82°, 
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所 以 
8z9 < 一 N < 14z9. (21.2.3) 
现在 有 


NE=(r+1l)3+(r 一 1)3 一 2r3 = 6r=n=n— 8 (mod 23). 
又 对 每 个 z 有 z3=z (mod 6), 故 有 


NE=r+1+r 一 1 十 2(z3 一 7) 十 sz 一 2z3 十 sz 
三 (2+ 3)z 三 2+ s=n—2 
=n— 8=n — 8z? (mod6). 
从 而 n 一 N -8z9 是 6z3 的 一 个 倍数 .这 就 证 明了 (21.2.1), 再 由 (21.2.3) 就 得 出 
(21.2.2) 中 的 不 等 式 . 
g(3) 的 存在 性 是 定理 388 的 一 个 推论 . 但 是 指出 下 面 这 一 点 是 很 有 趣 的 : 该 定理 
中 对 G(3) 所 说 的 界 也 是 g(3) 的 一 个 界 . 


21.3 g(3) 的 界 
首先 必须 来 证 明定 理 388 的 一 个 加 强 形式 , 它 给 出 一 个 确定 的 界限 , 所 有 超出 这 
个 界限 的 数 都 是 Cis. 
定理 389 如果 n> 1025, 那么 n= Cis. 
先 来 证 明 , 如 果 z > 373, 那么 wz + 6) < yw(z), 或 者 说 是 


11t9 + (13 +1)3 +125t3 < 14(t— 6)?, 


也 即 对 t+> 379 有 


14 (外 > 12+ 号 号 + 2 芋 + 尚 . (21.3.1) 


现在 ,对 0<5<1 有 (1-bm>1-m6. 从 而 对 t>6 有 


6\ 54 
(9) >1- 雪 


所 以 , 如 果 


128 1 

14(1- 吨 ) >12+ 训 + 证 二 而 
或 者 说 , 如 果 有 2 

2 一 7x 54) > 号 + 2 各 十 贡 ， 


那么 (21.3.1) 就 满足 . 而 这 对 上 > 7 x 54 十 1 = 379 显然 是 成 立 的 . 
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由 此 推出 , 诸 区 间 I. 从 z = 373 开始 往 后 都 是 重 登 的 , 而 且 如 果 n > 14(373)9 
( 它 小 于 1025), 那么 n 就 一 定 落 在 一 个 二 之 中 . 

现在 必须 来 考虑 小 于 1025 的 数 的 表示 问题 . 根据 表 已 知 , 所 有 直到 40 000 的 数 
都 是 Co, 而 且 在 这 些 数 之 中 , 只 有 23 和 239 需要 用 多 到 9 个 立方 数 . 从 而 


mL = Co (1 <ns<239), n= Cs (240<n<40000). 
其 次 , 如果 NN>1, 且 m= [N3], 就 有 
Nm= (Ni -ms < 3N3 (Ni —m) < 3N3. 
现在 假设 240 < n < 1025, 并 令 n= 240+ N, 0< N < 1025. 那么 
N=m3+N, m= [N3], 0<Ni <3N4, 
M=m+N, m= [Ni], oN <3Ns, 


os 


N=mi+Ns, m= [Ni], ogwNs <3Ni. 


天 n=240+N=240+Ns+m3 + m+ m3 + m+ m3. (21.3.2) 
这 里 
o<Ns < 3NB <3 (nd) 站 这 
<3x 333(8) 3(3) 3(3)’ y(3)” 
=27( 区 (9 < 27 (gy < 35 000. 
其 中 


240 < 240 + Ns < 35 240 < 40 000, 


所 以 240 + Ns 是 Cs. 由 此 根据 (21.3.2) 知 , n 是 C13. 从 而 所 有 正 整 数 都 是 13 个 立 
方 数 之 和 . 


定理 390 ”9(3) < 13. 


9(3) 真正 的 值 是 9, 但 是 它 的 证 明 需 要 用 到 关于 用 三 个 平方 和 来 表示 数 的 Legen- 
dre 定理 (20.10 节 ). 我 们 还 没有 证 明 这 个 定理 , 因而 不 得 不 用 定理 369 来 替代 它 , 这 
也 正 是 我 们 的 结果 不 完美 的 原因 所 在 . 


21.4 更 高 次 村 


在 21.1 节 中 , 利用 恒等式 (21.1.1) 由 g(2) 的 存在 性 推导 出 了 9(4) 的 存在 性 . 还 
有 一 些 类 似 的 恒等式 , 使 我 们 能 从 g(3) 和 g(4) 的 存在 性 推导 出 9(6) 和 9(8) 的 存在 
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性 . 例如 
60 (2+ ++d) =》 atbio +2 (a+b +36D a (21.4.) 
它 的 右边 有 
16+2x12+36x4= 184 
个 六 次 容 . 现在 任何 一 个 n 都 有 60N +r(0 <r < 59) 的 形式 , 且 
9(3) 9(3) 
60N =60》 X$ =60) (af ++ +d)’, 
t=1 i=1 
根据 (21.4.1), 它 是 184g(3) 个 六 次 窜 . 因此 n 是 184g(3) +r < 184g(3) + 59 个 六 次 字 
之 和 , 所 以 根据 定理 390 就 有 : 
定理 391 g(6) < 1849(3) + 59 < 2 451. 
再 次 , 恒等式 
5 040 (az 十 成 十 cz 十 轨 ) 
=6》 (2o +60》 (aitb) + (2a+b+c) +6D (a 士 b 士 c 土 四 8 
的 右边 有 6 x 4+ 60 x12+48+6x8 = 840 个 八 次 宕 .于 是 和 上 面相 同 可 得 , 任何 


数 5 040N 都 是 840g(4) 个 八 次 时. 而 直到 5 039 的 数 都 是 至 多 273 个 1 和 2 的 八 次 
和 军 .” 这 样 一 来 , 根据 定理 387 有 : 


定理 392 g(8) < 8409(4) + 273 < 42 273. 


从 数值 上 来 讲 , 定理 391 和 定理 392 的 结果 是 很 差 的 . 这 些 定理 仅仅 作为 存在 性 
定理 才 有 真正 的 意义 . 已 知 g(6) = 73 以 及 g(8) = 279. 


21.5 g(k) 的 一 个 下 界 


对 大 = 3,4,6,8, 我 们 对 g(k) 找到 一 个 上 界 , 由 此 给 出 了 G(k) 的 一 个 上 界 , 不 过 
这 些 上 界 要 比 用 更 深 的 方法 所 给 出 的 界 要 大 得 多 . 还 有 寻求 下 界 的 问题 , 在 这 方面 初 
等 方法 要 相对 有 效 得 多 . 的 确 , 很 容易 证 明 所 有 现在 已 知 的 那些 结果 . 

先 研究 g(). 我 们 记 9 = | 和. 数 4 = 2*q 一 1 < 3* 只 能 用 1* 和 2* 来 表示 . 
事实 上 有 n= (g 一 1)2* 十 (2* 一 1)1*, 故而 m 恰 好 要 求 g9 一 1+2k 一 1=2k+qg 一 2 个 大 
次 寡 . 从 而 有 : 

定理 393 g(k)>2*+g—2. 


四 最 坏 的 数 是 4 863 = 18 x 28 十 255 x 18- 
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特别 有 
9(2) > 4, g(3) > 9, g(4) > 19, 9(5) > 37, .… . 


现在 已 知 , 对 于 除了 4 和 5 以 外 的 直到 400 的 所 有 的 都 有 g(k) = 2* 十 gq 一 2, 而 且 
很 可 能 这 对 所 有 的 上 皆 为 真 . 


21.6 CGI(K) 的 下 界 
现在 转 到 G(k), 首先 来 对 每 一 个 大 证 明 一 个 一 般 性 的 定理 . 
定理 394 对 上 >2 有 G(b) > 大 十 1. 
设 A(N) 是 能 表示 成 形式 
R= 中 十 码 十 … 十 式 (21.6.1) 
的 数 n < N 的 个 数 , 其 中 ri > 0. 可 以 假设 zi 按照 递增 的 次 序 排列 , 故 有 
OSz 7 < < rk < NM, (21.6.2) 
从 而 4(N) 不 超过 不 等 式 (21.6.2) 的 解数 , 这 个 解数 就 是 
fw >， =- z2 
BN= 5 >》 》 .……》1 
Th=0 了 一 1 一 0 zx 一 2 一 0 zi 一 0 


关于 mi 的 求 和 给 出 ra + 1 而 关于 za 的 求 和 又 给 出 
Se CD (es +), 


关于 za 的 求 和 给 出 
3 (zs+l)(za+2) _ (za+ 1)(zs +2)(zs +3) 
加 加 


FT3=0 


如 此 下 去 . 所 以 对 很 大 的 W 有 


sw= 工 让 ([w 们 + ~ (21.6.3) 
万 A a 
另 一 方面 , 如 果 G(A) < k 那么 除了 有 限 多 个 n 以 外 , 所 有 的 n 均 可 表示 成 
(21.6.1) 的 形式 , 所 以 有 A(N) > N - C, 其 中 C 与 N 无 关 . 从 而 
六 


N-C< A(N) < B(N) ~ 
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然而 这 对 及 > 1 显然 是 不 可 能 的 . 由 此 推出 G(k) > 大 
定理 394 对 于 G(k) 给 出 了 已 知 最 好 的 统一 下 界 . 有 一 些 以 同 余 式 为 基础 的 论证 
方法 , 这 些 方法 对 于 特殊 形式 的 上 给 出 等 价 的 、 或 者 更 好 的 结果 . 比方 说 
3 三 0,1 或 者 -1 (mod 9)， 


于 是 一 个 形 如 N = 9m 土 4 的 数 至 少 需要 用 4 个 立方 数 来 表示 . 这 就 证 明了 G(3) > 4， 
它 是 定理 394 的 一 个 特殊 情形 . 
再 有 
2z24 三 0 或 者 1 (mod 16)， (21.6.4) 


因此 所 有 形 如 16m + 15 的 数 至 少 要 用 15 个 四 方 数 来 表示 . 由 此 推出 G(4) > 15. 这 
比 定理 394 给 出 的 结果 要 好 得 多 , 对 此 结果 我 们 还 能 稍微 做 一 点 改进 . 

由 (21.6.4) 推出 , 如 果 16n 是 至 多 15 个 四 方 数 之 和 , 那么 这 些 四 方 数 中 的 每 一 
个 数 必定 都 是 16 的 倍数 . 从 而 


15 15 
16n= 于 =》 (20) 
i1 1 
所 以 

15 

n= >》 . 

1 

这 样 一 来 , 如 果 16n 是 至 多 15 个 四 方 数 之 和 , 那么 n 也 是 至 多 15 个 四 方 数 之 和 . 但 


是 31 不 能 表 为 至 多 15 个 四 方 数 之 和 , 从 而 对 任何 m, 形 如 16m x 31 的 数 也 一 定 不 
能 表 为 至 多 15 个 四 方 数 之 和 . 从 而 有 : 


定理 395 G(4) > 16. 

更 一 般 地 有 : 

定理 396 ”如果 0>>2, 则 有 
G(2) .20+2, 

对 9 =2 的 情形 已 经 进行 了 处 理 . 如 果 0 > 2, 那么 
大 = 29 > 0 十 2. 


于 是 , 如 果 z 是 偶数 , 则 有 
z2"=0 (mod a 
而 如 果 z 是 奇数 , 则 有 
z2 = (1+2m)2 三 1- 28+lym 十 29+1(20 一 1)m2 
三 1 -29tim(m— 1)=1 (mod 29+2) . 
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故而 
z2 三 0 或 者 1 (mod 29+?). (21.6.5) 


现在 设 是 任意 一 个 奇数 , 并 设 29+2n 是 至 多 22+2 ~ 1 个 大 次 宕 之 和 . 那么 根 
据 (21.6.5), 这 些 宪 中 的 每 一 个 必定 都 是 侦 数 , 所 以 也 都 能 被 2* 整除 . 从 而 2:-0-? In， 
因此 n 是 偶数 . 这 是 一 对 矛盾 , 这 就 证 明了 定理 396. 
应 该 注意 到 , 在 9 = 2 的 情形 , 证 明 的 最 后 一 步 失效 , 此 时 需要 一 种 特别 的 方法 . 
另外 还 有 三 个 定理 , 应 用 它们 可 以 得 到 比 定理 394 更 好 的 结果 . 


定理 397 如 果 p>2 且 9>0, 那 么 G{p?(p 一 1)} > pp+lL. 

例如 , G(6) > 9. 

如 果 大 = pe(p 一 1), 那么 9+1 < 39 < 大 因此, 如 果 plz, 就 有 z* 三 0 (mod p?+!). 
另 一 方面 , 如 果 p fz 根据 定理 72 有 zk = zr (?-D)=1 (mod p9+!)， 于 是 ,如果 
petin( 其 中 p/n) 是 至 多 p?+1 一 1 个 上 次 宕 的 和 , 那么 这 些 军 中 的 每 一 个 都 必定 能 被 
pet! 整除 , 故而 也 能 被 pk 整除 . 从 而 pk |p?+1n, 而 这 是 不 可 能 的 , 故 有 G(k) > ps+1. 

定理 398 如 果 p>2 且 0>0, 那么 G{#p?(p 一 1)} > 到 (ps+l 一 1 

例如 , G(10) > 12. 

显然 , 除了 p = 3,0 = 0,k = 1 的 平凡 情形 之 外 , 我 们 都 有 


k=3 Ppp-l)2p>0+1 . 
于 是 , 如 果 plz, 则 有 z* 三 0 (mod p+1). 另 一 方面 , 如 果 p 4z, 那么 根据 定理 72 有 
Zk = PP-Y) =1 (mod po+1). 
从 而 ps+! |(z* 一 1), 这 也 就 是 p9+1 |(z* 一 1) (z* 二 1) . 由 于 p> 2, p 不 可 能 同时 整 
除 z* 一 1 和 zk +1 这 两 者 , 故而 zr 一 1 和 z+1 这 两 者 中 有 一 个 能 被 p+! 整除 . 由 此 


推出 , 对 每 个 z 有 z+ 二 0,1 或 者 -1 (mod p+!). 这 样 一 来 , 形 如 ps+im 土 # (p+1 一 1) 
的 数 至 少 需要 二 (pe+l 一 1) 个 大 次 宕 . 


定理 399 ”如 果 9 之 2,? 那 么 G(3 x 29) > 28+2. 


由 于 G(3 x 29) > G (29) > 29+2, 故而 这 个 结论 是 定理 396 的 一 个 平凡 的 推论 . 
可 以 将 这 一 节 里 的 结果 总 结 在 下 面 的 定理 中 . 


定理 400 ”G(k) 有 如 下 的 下 界 : 

(i) 29+2, 如 果 大 形 如 29 或 者 3x29, 且 0 之 2; 
( pefl, 如果 p>2 且 k=p(p 一 1); 

(i) 考 (p91 一 1), 如 果 卫 > 2 且 大 = #p?(p 一 ); 


加 该 定理 对 9 = 0 和 9 = 1 为 真 , 不 过 那些 情形 已 包含 在 定理 394 和 定理 397 之 中 . 
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(iv) 上 十 1, 在 任何 情形 下 . 


这 些 是 G(k) 的 已 知 最 好 的 下 界 . 容易 验证 , 这 些 下 界 中 没有 一 个 超过 4k, 所 以 
对 于 大 的 , G(k) 的 下 界 要 比 定理 393 给 出 的 g(k) 的 下 界 要 小 得 多 . 正如 我 们 在 20.1 
节 中 注意 到 的 , 由 于 在 表示 某 种 相对 较 小 的 数 时 所 遇 到 的 困难 , g(k) 的 值 被 增 大 了 . 

应 该 注意 , k 可 以 是 定理 400 中 所 提 到 的 某 些 特殊 形式 的 数 中 的 某 几 种 . 例如 


6=3(3-1)=7-1=5(13-1), 


1 
2 
所 以 6 可 以 用 两 种 方法 表示 成 形式 (ii), 可 以 用 一 种 方式 表示 成 形式 ( 首 ). 定理 给 出 
的 下 界 是 

32=9，71=?， 303-D=s 6+1=7. 


其 中 的 第 一 个 给 出 了 最 强 的 (下界 ) 结果 . 


21.7” 受 符号 影响 的 和 : 数 v(k) 
这 里 很 自然 的 是 来 考虑 整数 n 用 集合 
0,1%, 2k，… ， 一 1 一 24， 一 3k， (21.7.1) 
中 的 s 个 元 素 之 和 来 表示 , 或 者 用 s 个 形 如 
和 三 土 寿 土 奢 土 … 士 zk (21.7.2) 


的 数 之 和 来 表示 的 问题 . 用 v(k) 来 记 每 一 个 n 都 可 以 用 这 种 方式 来 表示 的 s 的 最 小 
值 . 

这 个 问题 在 大 多 数 方面 都 比 Waring 问题 要 容易 处 理 , 但 是 它 的 解答 在 某 一 个 方 
面 仍 然 是 不 完全 的 . g(k) 的 值 对 许多 都 是 已 知 的 , 然而 v(k) 的 值 除 了 2 以 外 , 对 其 
他 大 的 值 仍 未 求 得 . 这 里 主要 的 困难 在 于 确定 v(k) 的 一 个 下 界 . [在 与 v(k) 有 关 的 问 
题 中 ] 没有 与 定理 393, 甚至 也 没有 与 定理 394 有 效 对 应 的 结果 . 


- 定理 401 wv(k) 对 每 个 大 都 存在 . 
显然 , 如 果 g(k) 存在 , 那么 v(k) 存在 且 不 超过 9( 操 . 但 v(k) 的 存在 性 的 直接 证 
明 要 比 g(k) 的 存在 性 的 证 明 要 容易 得 多 . 
我 们 需要 一 个 引 理 . 
大 一 1 
定理 402  》 (一 ( a ) (Zz 二 7)* 二 kz 十 d, 其 中 d 是 与 f 无 关 的 一 
个 整数 EE 
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熟悉 有 限 差分 基础 知识 的 读者 立即 就 能 看 出 , 这 就 是 zk 的 上 一 1 次 差分 的 一 个 
熟知 的 性 质 . 显然 , 如 果 Qk(z) = 4kzk + .… 是 一 个 大 次 多 项 式 , 那么 
AQk(z)=Qk(z+1l) 一 Qk(z) 一 K4kzs + 
A2Qk(z)= kk 一 1)4kzk-2 十 …， 
Ak-lQk(z) 一 Rhkz 十 由 


其 中 d 与 z 无 关 . 该 引 理 是 Q(z) = z* 的 情形 . 事实 上 d = 3(k - 1)(k0, 不 过 我 们 
用 不 到 这 个 结果 . 
由 引 理 立 即 推出 , 任何 形 如 kz 十 a 的 数 可 以 表示 成 集合 (21.7.1) 中 


k—l k-i ee 
(a 
个 数 的 和 , 而 对 任何 n 和 适当 的 1 以 及 z 有 
Py Py 3(k!) <1< BA). 


于 是 n= (klz+ 中 + 且 是 集合 (21.7.1) 中 2k-! 二 1 < 2*-! 填 3(k!) 个 数 的 和 . 
这 样 就 证 明了 比 定理 401 还 多 的 东西 , 也 即 证 明了 


定理 403  v(k) < 2*-! + 3(k!). 


21.8 wv(k) 的 上 界 


一 般 来 说 , 定理 403 中 的 上 界 太 大 . 

如 同 我 们 在 21.7 节 中 所 注意 到 的 , 显然 有 v(k) < g(k). 如 果 有 关于 G(k) 的 一 个 
上 界 , 就 能 求 出 v(k) 的 一 个 上 界 .从 某 个 N(k) 开始 往 后 的 任何 一 个 数 都 是 G(k) 个 
正 的 大 次 寡 之 和 , 而 对 某 个 y 有 


n+ > N(k), 
所 以 有 
G(k) 
n= Ds- 
1 
以 及 
v(k) < G(k) + 1. (21.8.1) 


除了 一 些 较 小 的 上, 对 于 所 有 其 他 的 k, 这 个 结果 是 比 g(k) 要 好 得 多 的 界 . 
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定理 403 的 界 也 可 以 用 更 加 初等 的 方法 来 给 出 实质 性 的 改进 . 这 里 只 考虑 大 的 
一 些 特殊 值 , 对 于 这 些 特殊 值 , 这 样 的 初等 方法 能 给 出 比 (21.8.1) 更 好 的 界 . 
(1) 平方 数 . 定理 403 给 出 v(2) < 3, 这 个 结果 也 可 由 恒等式 


2z+1= (z+1)2 一 z2 


和 
2z=22-(z 一 1)2+12 


推出 . 
另 一 方面 , 6 不 能 用 两 个 平方 数 表 示 , 这 是 因为 它 不 是 两 个 平方 数 之 和 , 而 且 


zy =(z—y)(r+y) 
要 么 是 奇数 , 要 么 是 4 的 一 个 倍数 . 
定理 404 wv(2) = 3. 
(2) 立方 数 . 由 于 对 任何 n 都 有 
nn=(n— 1n(n+1)=0 (mod 6), 
故而 对 任何 n 和 某 个 整数 z, 我 们 有 
n=n3—6r=n3— (s+1)? — (z—1)?+223. 


所 以 v(3) < 5. 
另 一 方面 , 3 二 0,1 或 者 -1 (mod 9), 从 而 数 9m 土 4 至 少 要 求 4 个 立方 数 . 因此 
v(3) > 4. 


定理 405 wv(3) 是 4 或 者 5. 
现在 还 不 知道 究竟 4 还 是 5 是 v(3) 的 准确 值 . 恒等式 
6z= (z 十 1D)3+(z 一 1 一 273 


表明 , 6 的 每 个 倍数 都 可 以 用 4 个 立方 数 来 表示 . Richmond 和 Mordell 给 出 了 许多 适 
用 于 其 他 算术 级 数 的 类 似 恒 等 式 . 例如 恒等式 


67+3=73—(z—4)3+(27— 5)3— (27— 4) 


表明 , 3 的 任何 奇 倍数 可 以 用 4 个 立方 数 来 表示 . 
(3) 四 方 数 . 根据 定理 402, 有 


(z+3)4—3(r+2)+3(r+1):— r=24r+d (21.8.2) 
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(其 中 d= 36). 04 14, 34, 24 (mod 24) 的 剩余 分 别 是 0, 1, 9, 16, 而 且 我 们 容易 验证 , 每 
个 剩余 (mod 24) 都 是 0, 士 1, 士 9, 二 16 中 至 多 4 个 数 的 和 . 把 这 表述 成 : 0, 1, 9, 16 是 
模 24 的 四 次 罕 剩 余 , 且 模 24 的 任何 剩余 都 可 以 用 这 四 个 宕 剩余 中 的 4 个 数 来 表示 . 
现在 可 以 将 任何 n 表示 成 形式 n = 24z +d+r, 其 中 0 <r < 24. 此 时 (21.8.2) 表明 ， 
任何 m 可 以 用 8+4=12 个 形 如 yt 的 数 来 表示 . 所 以 v(4) < 12. 另 一 方面 , 模 16 的 
仅 有 的 四 次 宕 剩余 是 0 和 1, 所 以 一 个 形 如 16m + 8 的 数 不 可 能 用 8 个 形 如 +yt 的 
数 来 表示 , 除非 这 些 数 全 是 奇数 , 且 有 相同 的 符号 . 由 于 存在 这 种 形式 的 数 (例如 24)， 
它 不 是 8 个 四 方 数 之 和 , 由 此 推出 v(4) > 9. 


定理 406 9<v(4) < 12. 
(4) 五 方 数 . 此 时 , 定理 402 不 能 导出 最 好 的 结果 , 代 之 用 恒等式 
(z+3)5 —2(z+2)s+r+(z—1)s—2(r—3)+(z—4)s=720z— 360. (21.8.3) 


稍 许 作 一 点 计算 就 能 证 明 , 模 720 的 每 个 剩余 都 可 以 用 两 个 五 次 时 剩余 来 表示 . 从 而 
v(5) < 8+2= 10. 

模 11 仅 有 的 五 次 罕 剩 余 是 0, 1 以 及 -1, 故而 形 如 1lm 士 5 的 数 至 少 需要 5 个 
五 次 寡 . 


定理 407 5<v(5) < 10. 


21.9 Prouhet-Tarry 问题 : 数 P(k, j) 


另外 有 一 个 令 人 感 兴趣 的 问题 , 它 和 21.8 节 中 的 问题 有 某 种 联系 (尽管 此 处 不 对 
这 种 联系 展开 讨论 ). 
假设 诸 数 a 和 bb 都 是 整数 , 且 


Sh = Sh(a) 二 中 十 嘻 十 … 二 0 二 了 yat 
再 考虑 上 个 方程 的 方程 组 
Sn(a) = Sh(b) (1 < hg). (21.9.1) 


显然 , 当 诸 数 b 是 诸 数 a 的 一 个 排列 时 , 这 些 方程 是 满足 的 , 称 这 样 的 解 为 平凡 的 解 . 
容易 证 明 , 当 s < k 时 没有 其 他 的 解 . 这 只 要 考虑 s = 的 情形 就 够 了 . 此 时 


十 ba 十 … 十 bey 如 十 … 十 B，… ,BK 十 :…… 十 B 
与 作为 诸 数 a 的 同样 的 函数 有 同样 的 值 , 于 是 "初等 对 称 函数 
Ds Dbib;, “biba :bk 


@ 根据 方程 的 系数 与 它 的 根 的 下 和 之 何 的 Newton 公式 . 


348 第 21 章 用 立方 数 以 及 更 高 次 加 表示 数 


与 作为 诸 数 a 的 同样 函数 也 有 同样 的 值 . 从 而 诸 数 a 与 诸 数 b 都 是 同一 个 代数 方程 
的 根 , 故而 诸 数 b 是 诸 数 a 的 一 个 排列 . 
当 s > 大 时 , 可 能 有 非 平凡 的 解 , 用 P(k,2) 来 记 使 得 它 有 非 平凡 解 的 。 的 最 小 
值 . 首先 (由 于 当 s < 时 没有 非 平凡 的 解 ) 显然 有 
P(k,2) > k+1. (21.9.2) 
可 以 将 我 们 的 问题 作 一 点 推广 . 取 j > 2, 记 
Shu = hh + oh + .+ as, 
并 来 考虑 k(j -1) 个 方程 
Sh=Sh2=.=5h (1 <hsgk) (21.9.3) 


组 成 的 集合 . (21.9.3) 的 一 个 非 平凡 的 解 是 指 在 这 组 解 中 不 存在 这 样 的 两 个 集合 ai(1 < 
i s) 和 aiv(1 < i < s)(w 关 v), 它们 之 间 仅 相差 一 个 排列 . 用 P(k,j) 来 记 使 得 它 有 
非 平 凡 解 的 s 的 最 小 值 . 显然 , 对 j > 2, (21.9.3) 的 一 个 非 平凡 的 解 包含 了 (21.9.1) 对 
于 同样 的 s 的 一 个 非 平凡 解 . 因此 , 由 (21.9.2) 有 : 

定理 408 P(k,j) > P(k,2) > k+l1. 

在 其 他 的 方向 上 , 我 们 要 证 明 : 

定理 409 P(k,j) < 3k(k+1)+1. 

记 s = #k(k 二 1) 十 1, 并 假设 n> sts*j. 考虑 所 有 由 满足 

lgargn (lgrgs) 
的 整数 
aa2， ,as (21.9.4) 

组 成 的 集合 . 这 样 的 集合 有 n: 个. 

由 于 1< or <n, 故而 有 s < Sh(a) < snk. 所 以 至 多 有 


大 
II (sm i 1) < skn3k(kt+l) = skns—l 
h=1 


个 不 同 的 集合 

Si(a), S2(a), .…: , Sk(a). (21.9.5) 
现在 有 slj . skns-1 < ns, 所 以 在 诸 集合 (21.9.4) 之 中 至 少 有 s!j 个 有 同样 的 集合 
(21.9.5). 但 是 s 件 东 西 (无 论 这 些 东 西 是 否 相 同 ) 的 排列 的 个 数 至 多 为 s!, 从 而 至 少 
有 j 个 集合 (21.9.4)[ 它 们 中 没有 任何 两 个 是 互 为 排列 的 , 且 没 有 任何 两 个 有 同样 的 集 
合 (21.9.5)]. 这 就 对 s = 夫人 十 1) 十 1 给 方程 (21.9.3) 提供 了 一 个 非 平凡 解 . 
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21.10 ”对 特殊 的 和 7, P(k,j7) 的 估计 
我 们 来 证 明 : 
定理 410 ”对 大 = 2,3,5 以 及 所 有 的 j, 都 有 P(k,j) = 上 尺 二 1. 
根据 定理 408, 只 需要 证 明 P(k, < 大 + 1, 为 此 只 要 对 任意 给 定 的 7 构造 出 


(21.9.3) 的 实际 的 解 就 行 了 . 
根据 定理 337, 对 任意 固定 的 j, 存在 一 个 n 使 得 


n=c+d =G+0=.… = + 
其 中 所 有 的 数 c1,c2,… ,cj, di,… ,dj; 都 是 正 数 , 且 没 有 任何 两 个 数 是 相等 的 . 如 果 令 
au 一 cu，a2u =du, agu = —Cu, Qu = 一心， 


由 此 推出 
Slu=0, Saw=2n, Ss =0 (1<u<)), 

所 以 对 大 = 3,s = 4 我 们 有 (21.9.3) 的 一 个 非 平凡 解 . 故而 P(3,;) < 4, 从 而 有 
P(3,j) = 4. 

对 于 上 = 2 和 上 = 5, 利用 在 第 13 章 以 及 第 15 章 中 所 得 到 的 二 次 域 k(p) 的 性 
质 . 根据 定理 255,r = 3+p 和 元 = 3 十 p? 是 共生 的 素 元 , 且 有 zf = 7. 它们 不 是 相 
伴 元 , 这 是 因为 
于 
不 7 7 
这 不 是 一 个 整数 , 当然 它 也 不 是 一 个 单位 . 现在 设 u > 0, 并 令 m2+* = 4 Bup, 其 中 
4。 和 Bu 是 有 理 整 数 . 如 果 7|4。, 那么 在 k(p) 中 我 们 就 有 


|Au, |Au, |Bup, 


在 k(1) 中 有 Nr1B2,7|B2,7|B。. 最 后 ,在 k(p) 中 有 7|r*, nz|n2*, |, 直 |r， 
而 这 是 错误 的 . 从 而 7 4。, 类 似 地 有 7 4 B,. 
如 果 记 cv = 7 "4udu = 7 “Bu 就 有 


+oudut+d =N(ce 一 由 内 三 75-2NT2e 二 了- 
因此 , 如 果 令 aav = cu,azu = du,aau = 一 (cu 十 du), 就 有 St = 0, 且 
Se 一 名 十 改 二 (ce 十 do = 2 +cudu + d2) =2x7%. 


由 于 (alu,azu, aav) 中 至 少 有 两 个 能 被 77-* 整除 , 但 不 能 被 7"+1 整除 , 故而 没有 一 
个 集合 是 别 的 任何 一 个 集合 的 一 个 排列 , 这 样 对 大 = 2 和 s = 3 就 有 (21.9.3) 的 一 个 
非 平凡 解 . 从 而 有 P(2,7) = 3. 
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附带 地 , 还 有 
Sau = + + (cut ds) = 2 + cudu + 2)? =2x75, 


故而 对 任何 j, 有 方程 


邓 上 + 好 + 媒 = 到 二 好 + 好 =…= 下 + 好 + 好 (21.10.1) 
和 
和 十 娠 十 验 二 车 十 嘎 十 戏 =… 二 车 + 媳 十 对 (21.10.2) 
的 一 个 非 平凡 解 . 
对 于 上 =5, 记 
alu = cuy G2u = du, G3u = 一 cu — du, Q4u = —Qlu, G5u = 一 02u 06u = 一 03u 
则 有 


Siu= S53u = Ssu =0, Sau=4xX7Y, Sau =4x7Y. 


如 前 面 那样 , 没有 平凡 的 解 , 故而 P(5,j) = 6. 
在 上 面 例子 的 最 后 的 解 中 , Stv = Sau = 5s。 = 0 这 个 事实 并 没有 使 得 它 的 这 个 
解 像 初 看 起 来 那么 特殊 . 因为 如 果 


aru=Aru (1 gr<s,lgug)) 


是 (21.9.3) 的 一 个 解 , 那么 就 容易 验证 , 对 任何 d, arw = Arw +d 都 是 另外 一 个 这 样 的 
解 . 于 是 能 很 容易 地 得 到 下 面 的 解 : 这 个 解 中 没有 哪个 5 是 0. 

j = 2 的 情形 可 以 稍微 用 对 于 大 的 ; 所 用 的 方法 就 可 以 成 功 地 解决 ， 如 果 on， 
a2,… ,aa;b1,… ,bs 是 (21.9.1) 的 一 个 解 , 那么 , 对 每 个 4d 有 


半 人 {Gta+ 扑 } = 于 {++ 人 ) (1 < hgk+l). (21.10.3) 
i=1 i=l 


这 是 因为 可 以 将 这 些 式 子 转化 成 


h—l 记 办 一 1 大 
> ( 和 ) Sh-i(a)d = D> ( ) Sn-i(b)d! (2<h<gk+l), 
1=1 1=1 
故而 这 些 结果 可 以 立即 从 (21.9.1) 推出 . 

我 们 选取 d 是 最 频繁 地 作为 两 个 a 或 者 两 个 5 的 差 出 现 的 那个 数 . 这 样 就 能 从 
恒等式 (21.10.3) 的 两 边 去 掉 许多 的 项 . 

用 [fa ;ao]s = lb1,… ,bs]s 来 表示 对 1 < h < 有 Sh(a) = Sh(b). 这 样 就 有 
[0,3] = [3 .对 4d= 3 利用 (21.10.3), 得 到 [1,2,6], = [0,4,5],. 
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从 最 后 一 个 方程 开始 , 并 在 (21.10.3) 中 取 d = 5, 则 得 
[0,4,7, 11]s = [1,2,9, 10]s. 
由 此 相继 推出 
[1,2,10,14, 18]4 = [0, 4, 8, 16, 17], (d = 7), 
[0,4,9, 17, 22, 26]s = [1,2, 12, 14, 24, 25]s (d = 8)， 
[1,2, 12, 13, 24, 30, 35, 39]e = [0, 4, 9, 15, 26, 27, 37, 38je (d = 13), 
[0, 4, 9, 23, 27, 41, 46, 50; = (1, 2, 11, 20, 30, 39, 48, 49}7 (a = 11). 
例子 
[0, 18, 27, 58, 64, 89, 101]e = [1, 13, 38, 44, 75, 84, 10236 
表明 : 对 上 =6 有 P(k,2) < 上 十 1. 这 些 结果 和 定理 408 一 起 就 给 出 : 
定理 411 如果 大 和 7, 则 有 P(k,2) 一 大 十 1. 


21.11 Diophantus 分 析 的 进一步 问题 


我 们 对 若干 个 Diophantus 方程 作 若干 零散 评注 来 结束 本 章 , 这 些 方程 是 由 第 13 
章 的 Fermat 问题 所 提供 的 . 
(1) Euler 的 一 个 猜想 . 一 个 上 次 窟 能 否 表 示 成 s 个 大 次 寡 之 和 ? 


中 十 喇 十 … 十 ZK 二 (21.11.1) 


有 正 整 数 解 吗 ? “Fermat 大 定理 ”断言 当 s = 2 且 上 > 2 时 , 该 方程 是 不 可 解 的 . Euler 
则 将 这 个 猜想 拓 广 到 了 s 的 值 为 3,4,… ,k 一 1 的 情形 . 然而 , 对 于 大 = 5,s = 4, 这 个 
猜想 是 错误 的 , 这 是 因为 


275 + 845 + 1105 + 1335 = 1445. 
方程 
中 十 苔 十 … 十 式 二 六 (21.11.2) 
也 吸引 了 许多 的 关注 . 上 = 2 的 情形 是 熟知 的 .2 当 上 = 3 时 , 可 以 从 13.7 节 的 分 析 导 
出 它 的 解 来 . 如 果 在 (13.7.8) 中 取 和 = 1 以 及 a = -35 然后 用 -42 来 代替 b, 就 得 到 
z=1—9g, y= -1, u=—9g, v=9g.— 3g. (21.11.3) 


@ 这 可 以 从 
[1,8, 12, 15, 20, 23, 27, 34]， = fo, 7, 11, 17, 18, 24, 28, 35]) 
出 发 , 并 相继 取 d = 7, 11, 13, 17, 19 即 可 获得 证 明 . 
四 见 13.2 节 . 
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oa 


故而 根据 (13.7.2) 有 
(9a4)3 + (39 — 9g)* + (1 一 9q3)2 =1. 
如 果 现 在 用 &/n 取代 g, 并 用 7 来 乘 之 , 就 得 到 恒等式 
(9693 + [36 一 9592 + (1 — 9€3n)’ = (0 (21.11.4) 


如 果 
0<é€<9-in, 


那么 该 式 中 所 有 的 三 次 宪 都 是 正 的 , 所 以 任何 十 二 次 宕 nh? 都 可 以 用 至 少 [9-3n] 种 
方式 表示 成 三 个 正 的 立方 数 之 和 . 
当 大 > 3 时 , 我 们 知之 甚 少 . 对 于 上 =4, 已 知 (21.11.2) 的 一 些 特殊 的 解 , 其 中 最 
小 的 一 个 是 
304 十 1204 十 2724 + 315 = 3534.7 (21.11.5) 
对 上 = 5, 恒等式 


(75%5 一 az5) 十 (z5 十 25g5) 十 (z5 一 25y5)” + (10z3y2) 十 (50zy’)” = (<5 十 75y5)” 
(21.11.6) 
中 就 包含 有 无 穷 多 个 解 . 如 果 0 < 25ys < z5 < 75%5, 那么 其 中 所 有 的 守 都 是 正 的 . 对 
于 大 > 6, 没有 解 是 已 知 的 . 
(2) 两 个 上 次 回 的 相等 的 和 . 


于 十 姑 = 下 + 中 (21.11.7) 
有 正 整 数 解 吗 ? 更 一 般 地 , 对 给 定 的 上 和 
灰 十 大 = 长 十 政 = = 区 十 外 (21.11.8) 


可 解 吗 ? 
当 上 = 2 时 ,答案 是 肯定 的 , 这 是 因为 根据 定理 337, 可 以 如 此 来 选取 n, 使 得 r(n) 
可 以 任意 大 . 现在 要 证 明 , 当 上 = 3 时 , 答案 也 是 肯定 的 . 
加 恒等式 
(4 一 区 ) 十 2(4zag) + 2 (2 后) 一 (44 十) 
给 出 无 穷 多 个 四 方 数 , 它们 均 可 表示 成 五 个 四 方 数 之 和 (其 中 有 两 对 相等 的 四 方 数 )， 而 恒等式 
(s2— 2) + (2ry +y) + (2zy 十 z2) =2(22+7y+y) 
则 给 出 了 方程 
于 十 丰 + 友 = 好 + 邓 


的 无 穷 多 组 解 (所 有 解 均 满足 yi = y2). 
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定理 412 ”不 论 什么 祥 的 ” 都 存在 这 样 的 数 , 它们 可 以 用 至 少 ” 种 不 同 的 方式 
表示 成 两 个 正 数 的 立方 之 和 . 


我 们 用 到 两 个 恒等式 , 也 即 : 


XY3= 2 +, (21.11.9) 

如 果 有 
人 x+) n(n+n) (21.11.10) 

械 - 氏 ， 于 
以 及 

台 + 刀 二 XY (21.11.11) 

如 果 有 

xX (Xs —2Y3) 工 (2X3 一 Y3) 

并 (21.11.12) 


每 一 个 恒等式 都 是 另 一 个 恒等式 的 显然 的 推论 , 且 每 一 个 恒等式 都 可 以 从 13.7 节 的 
公式 推导 出 来 .? 由 (21.11.9) 以 及 (21.11.11) 推出 


T+ = + (21.11.13) 


这 里 , 如 果 z1,y 是 有 理 数 , 那么 rz,ya 也 是 有 理 数 . 
现在 假设 给 定 7, zl 和 yh 是 有 理 数 且 为 正 数 , 又 设 
1 
-i 


很 大 . 那么 X,Y 是 正 数 , 且 X/Y 接近 于 z1/2yi, 而 且 rz, 是 正 数 , 且 zz/ 接近 
于 X/27 或 者 z1/4yn. 

现在 从 z2,y2 出 发 , 用 za,yz 代替 z1,y, 并 重复 这 一 讨论 , 就 得 到 第 三 对 有 理 数 
Zz3,ys, 使 得 有 哇 十 好 二 芭 十 好 二 划 十 碍 , 且 za/ys 接近 于 zi/42yi. 在 r 次 应 用 这 
个 讨论 之 后 , 得 到 


十 妨 二 台 十 妨 =… 二 7+， (21.11.14) 
其 中 涉及 的 所 有 的 数 都 是 正 有 理 数 , 且 所 有 的 数 
4 ， 有 
nn hm Ww 
四 如 果 在 (13.7.8) 中 取 a =b 以 及 和 = 1, 就 得 到 
z=803+1, y=1603 1, u=4da—16a, v= 2a 上 +16a4; 
而 如 果 用 亏 9 代替 a, 并 利用 (13.7.2), 就 得 到 
(0 20) + (2 -1) = (0 +90) - (0+), 
这 是 一 个 与 (21.11.11) 等 价 的 恒等式 . 


:于 
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都 几乎 相等 , 故而 所 有 的 有 理 数 zs/ys(s = 1,2,… ,r) 肯定 都 是 不 相等 的 . 如 果 用 已 
来 乘 (21.11.14)( 其 中 ! 是 zi/m，… ,zr/yr 的 诸 分 母 的 最 小 公 倍数 ), 就 得 到 方程 组 
(21.11.14) 的 一 个 整数 解 . 

到 十 儿 一 玲 十 妈 
的 解 可 以 从 公式 (13.7.11) 推导 出 来 . 但 是 还 没有 


到 + 只 = 下 + 中 = 葵 + 夫 


的 解 是 已 知 的 . 而 且 对 于 上 > 5, 也 没有 (21.11.7) 的 解 是 已 知 的 . 
我 们 曾经 指出 , 对 于 任何 j, 如 何 构造 出 (21.10.2) 的 一 个 解 . Swinnerton-Dyer 发 
现 了 


开 十 碍 十 碍 = 好 + 好 + 外 (21.11.15) 
的 一 组 参数 解 , 这 组 参数 解 产 生出 它 的 正 整 数 解 . 它 的 一 个 数值 解 是 
495 + 755 十 1075 = 395 十 925 + 1005. (21.11.16) 
对 于 六 次 军 来 说 这 种 类 型 的 最 小 的 解 是 
35 + 195 + 225 = 105 + 155 + 235. (21.11.17) 
本 章 附 注 


在 前 面 这 70 年 里 关于 Waring 问题 有 过 大 量 的 研究 工作 , 在 此 对 这 些 结果 作 一 个 简短 的 综 
述 是 值得 的 . 我 们 已 经 提 及 Waring 原来 的 命题 , 提 及 Hilbert 关于 9(k) 的 存在 性 的 证 明 , 以 及 
g(3) = 9 的 证 明 [Wieferich, Math.，Annalen, 66 (1909), 99-101, 由 Kempner 校正 , 同一 杂志 , 72 
(1912), 387-397], 这 个 证 明 被 Scholz[Jber. Deutsch. Math. Ver. 58 (1955), Abt. 1, 45-48] 加 以 
简化 . 

Landau[ 同 一 杂志 , 66 (1909), 102-105] 证 明了 G(3) < 8, 一 直到 1942 年 Linnik[Comptes 
Rendus (Doklady) 4cad，Sci，USSR,，35 (1942)，162] 才 宜 布 了 关于 G(3) < 7 的 一 个 证 明 . 
Dickson[Bull，Amer，Math，Soc，45 (1939), 588-591] 证 明了 ; 除了 23 和 239 以 外 , 所 有 的 数 
只 需要 8 个 立方 数 就 够 了 . 有 关 G(3) < 8 的 一 个 简单 证 明 , 见 G. L. Watson, Math. Gazette, 
37 (1953), 209-211, 关于 G(3) < 7 的 一 个 证 明 以 及 进一步 的 参考 文献 , 见 Journ。 ondon Math. 
Soc 26 (1951), 153-156. 根据 定理 394, G(3) > 4, 所 以 G(3) 是 4, 5, 6 或 者 7. 尽管 数值 表 的 
证 据 很 强烈 地 指向 4 或 者 5, 但 是 仍然 不 知道 准确 的 值 是 哪 一 个 . 见 Western, 同一 杂志 , 1 (1926)， 
244-250. 

Hardy 和 Littlewood 在 发 表 于 1920 年 到 1928 年 之 间 、 总 标题 为 “Some problems of partitio 
numerorum” 的 一 系列 文章 中 , 开发 了 一 种 新 的 解析 方法 来 研究 Waring 问题 . 他 们 对 任意 的 上 , 求 
出 了 G(k) 的 上 界 , 第 一 个 上 界 是 

(k— 2)2*-! 十 5 


第 二 个 是 的 更 为 复杂 的 一 个 函数 , 它 渐 近 于 2*“?k. 特别 地 , 他 们 证 明了 
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(a) G(4) < 19, G(5) < 41, G(6) < 87, G(7) < 193， G(8) < 425. 


他 们 的 方法 不 能 对 G(3) 给 出 任何 新 的 结果 , 不 过 他 们 证 明了 :“ 几 乎 所 有 的 ” 数 都 是 5 个 立方 数 之 
和 . 

Davenport, Acta Math. 71 (1939), 123-143 证 明了 : 几乎 所 有 的 数 都 是 4 个 立方 数 之 和 . 由 
于 形 如 9m 士 4 的 数 至 少 需要 4 个 立方 数 , 这 是 最 后 的 结果 . 

Hardy 和 Littlewood 还 用 所 谓 的 “奇异 级 数 " 这 个 工具 , 对 于 将 n 表示 成 上 个 立方 数 之 和 的 
表 法 个 数 求 出 了 一 个 渐 近 公式 . 例如 , 将 n 表示 成 21 个 四 方 数 之 和 的 表 法 个 数 rtai(n) 渐 近 地 等 


至 1 + EO 
(3 1 十 1 x 331 cos B+ 16™ 十 0 x 379 cos A BT + 
4 


(该 级 数 后 面 的 项 更 小 ). 所 有 这 些 工作 (除了 “数值” 方面 的 工作 之 外 ) 在 Landau, Vorlesungen, i. 
235-339 中 有 一 个 详尽 的 说 明 . 
至 于 g(k), 直到 1933 年 为 止 , 对 于 比较 小 的 上 已 知 最 好 的 结果 是 


g(4) < 37, g(5) < 58, g(6) < 478, g(7) < 3 806, 9(8) < 31 353 


(它们 分 别 属于 Wieferich、Baer、Baer、Wieferich 以 及 Kempner). 所 有 这 些 结果 都 是 用 与 21.1 
节 至 21.4 节 类 似 的 初等 方法 求 得 的 ，Hardy 和 Littlewood 的 结果 使 得 我 们 可 以 从 理论 上 来 对 任 
意 的 上 求 出 9g(k) 的 一 个 上 界 , 尽管 对 于 相对 比较 大 的 上 来 说 , 所 需要 的 计算 在 实际 上 是 不 可 行 的 . 
然而 , James 在 发 表 于 Trans，Amer，Math，Sos，36 (1934), 395-444 的 一 篇 论文 中 成 功 地 证 明 
TT 


(b) g(6) < 183， g(7) < 322， g(8) < 595. 


他 还 求 出 了 g(9) 和 g(10) 的 上 界 . 

后 来 的 Vinogradov 的 工作 使 得 有 可 能 得 到 更 加 令 人 满意 的 结果 . Vinogradov 早期 关于 War- 
ing 问题 的 研究 工作 发 表 于 1924 年 , 在 Landau，Voriesungen, i. 340-358 中 有 关于 他 的 方法 的 一 
个 说 明 . Vinogradov 那 时 所 用 的 方法 与 Hardy 和 Littlewood 的 方法 在 原则 上 是 相似 的 , 但 是 能 
更 快 地 导出 他 们 的 某 些 结果 , 特别 地 , 它 能 给 出 Hilbert 定理 的 相对 简单 的 证 明 . 它 还 可 以 用 来 求 
出 g(k) 的 一 个 上 界 . 在 Vinogradov 后 期 的 工作 中 , 他 对 自己 的 方法 做 出 了 非常 重要 的 改进 , 这 些 
改进 主要 地 是 以 某 种 三 角 和 估计 的 一 种 新 的 、 功 能 更 强 的 方法 作为 基础 的 , 由 此 对 于 很 大 的 下, 他 
得 到 了 比 以 前 所 知道 的 任何 结果 都 更 好 的 估计 . 例如 他 证 明了 


G(k) < 6klnk + (4+ In216)k; 


所 以 G(k) 的 阶 至 多 是 上 Inkk. Vinogradov 的 证 明 后 来 被 Heibronn 做 了 很 大 的 简化 , Heibronn 证 
明了 


(9 GO < ring+ {4+3ln (3+ 2)} kts. 
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对 于 人 > 6, 这 里 得 到 的 G(k) 的 上 界 要 好 于 (a) 中 的 上 界 (显然 , 对 于 大 的 很 大 的 值 , 这 个 界 还 要 
远 远 好 得 多 )，Vinogradoff (1947 年 ) 将 他 的 结果 改进 为 G(k) < 上 (3In 上 十 11), 董 光 昌 (1957 年 ) 
和 陈景润 (1958 年 ) 分 别 用 9 以 及 5.2 代替 了 这 个 结果 中 的 11, 而 Vinogradoff [Izv. Akad. Nauk 
SSSR Ser. Mat. 23 (1959), 637-642] 证 明了 , 对 于 超过 170 000 的 所 有 上, 都 有 


(d) G(k) < k(2Ink+ 4Inlnk+2Ininlnk+ 13). 


对 于 比较 小 的 上 有 更 多 的 结果 得 到 了 证 明 . 特别 地 ，G(4) 的 值 现在 已 经 知道 Daven- 
port[Annals of Math. 40 (1939), 731-747] 证 明了 G(4) < 16, 于 是 , 根据 定理 395 就 有 G(4) = 16. 
而 且 , 任何 不 同 余 于 14 或 者 15 (mod 16) 的 数 都 是 14 个 四 方 数 之 和 . 他 还 证 明了 [Amer. Jour- 
nal of Math、64 (1942), 199-207]G(5) < 23 以 及 G(6) < 36. 人 们 用 Davenport 方法 还 证 明 
了 G(7) < 53 [Rao, J. Indian Math. Soc 5 (1941), 117-121 以 及 Vaughan, Proc. London 
Math. Soc. 28 (1974), 387]. Narasimkamurti [J. Indian Math. Soc. 5 (1941), 11-12] 证 明了 
G(8) < 73, 并 对 大 = 9 和 10 求 出 了 一 个 上 界 , 这 个 上 界 后 来 被 Cook 和 Vaughan [Acta Arith. 
33 (1977), 231-253] 给 出 了 改进 . 最 后 提 到 的 那 位 还 证 明了 


G(9) < 91, G(10) < 107, G(11) < 122, G(12) < 137. 


Vaughan 方法 推导 到 G(k) < k(3ln 大 十 4.2) (kk > 9), 对 于 满足 大 < 2.131 x 1010( 大 约 ) 的 大 这 
个 结果 要 比 (d) 好 , 反之 要 比 它 更 坏 一 些 . 

Vinogradov 的 工作 对 于 g(k) 也 推导 出 了 引 人 蝎 目的 结果 . 如 果 我 们 知道 G( 上 ) 不 超过 某 个 
上 界 G(k), 那么 大 于 C(k) 的 数 可 以 用 至 多 G(k) 个 上 次 赛 来 表示 , 从 而 , 这 就 打通 了 确定 g(k) 
的 上 界 之 路 ， 因 为 我 们 只 需要 研究 直到 C(k) 为 止 的 数 的 表示 问题 , 而 这 从 逻辑 上 来 讲 只 是 一 个 
计算 的 问题 (对 于 给 定 的 下 )， 因此, James 确定 了 (b) 中 陈述 的 这 些 界 . 但 是 这 样 的 研究 结果 在 
Vinogradov 之 前 一 定 是 不 能 令 人 满意 的 , 这 是 由 于 界 (a) 对 于 Hardy 和 Littlewood 所 发 现 的 
G(k)( 除 了 上 的 相当 小 的 值 之 外 ) 是 太 大 了 , 特别 地 , 它 要 比 由 定理 393 所 给 出 的 9(k) 的 下 界 要 大 . 


如 果 
g(k) = 入 十 [的 ] -2 


是 由 定理 393 所 给 出 的 g(k) 的 下 界 , 又 如 果 我 们 暂时 取 G(k) 是 由 (d) 所 给 出 的 G(k) 的 上 界 , 那 
么 g(k) 的 大 小 要 比 G(k) 有 更 高 的 阶 . 事实 上 , 对 大 > 7 有 g(k) > 蕊 (). 于 是 , 对 于 上 之 7, 如 果 
从 C(k) 开始 往 后 所 有 的 数 都 能 用 G(F) 个 容 来 表示 , 且 小 于 C(k) 的 所 有 数 都 能 用 9() 个 守 来 表 
示 , 那么 
g(k) = g(k). 

不 必要 对 这 个 特别 的 互 (k) 来 确定 C(k), 只 需要 知道 与 任何 G(k) < g(k) 相对 应 的 C(k) 就 足够 
了 . 特别 地 , 只 需要 知道 与 G(K) = g(k) 相对 应 的 C(k) 就 够 了 。 

这 种 类 型 的 讨论 可 推导 出 Waring 问题 原来 形式 的 一 个 “几乎 完全 的 ”解答 , 这 个 解 的 第 一 部 
分 , 也 是 最 深刻 的 部 分 , 依赖 于 对 Vinogradov 方法 的 应 用 . 第 二 部 分 依赖 于 对 于 “ 递 降 法 "的 创造 
性 使 用 , 递 降 法 的 一 个 简单 情形 出 现在 21.3 节 中 定理 390 的 证 明 中 . 


4-[ 的 ]， B=3:—2:A, 2-[ 人 的 
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则 最 后 的 结果 是 : 对 所 有 满足 上 > 5 的 k, 有 


(e) g(k) = 2*+A—2, 


(f) B<2—-A-2. 


此 时 , g(k) 的 值 是 由 数 
n=2A-1=(A-1)2+(2—1)x1 


来 确定 的 , 这 个 数 用 在 定理 393 的 证 明 中 , 它 是 一 个 相对 比较 小 的 数 , 只 能 用 1 和 2 的 等 来 表示 . 
对 于 4 和 大 和 200 000, 条 件 (f) 是 满足 的 [Stemmler, Math. Computation 18 (1964), 144- 
146], 它 甚至 有 可 能 对 所 有 的 大 > 3 都 是 满足 的 . 它 至 多 只 可 能 对 有 限 多 个 是 错误 的 [Mahler， 
Mathematika 4 (1957), 122-124]. 

已 知 B 头 2A-1 且 B 关 2* 一 A( 除 了 k=1 以 外 ). 如 果 电 > 2* 一 A+1, 那么 g(k) 的 
公式 是 不 一 样 的 . 此 时 有 


(和 = 2 二 A+DD 一 3, 如果 2 < 4D+4+D; 
392+A+D-2, 如 果 2:=AD+A+D. 


容易 证 明 2* < AD +A+D. 

这 些 结 果 中 的 大 多 数 是 由 Dickson[Amer，Journal of Math. 58 (1936), 521-529, 530-535] 
以 及 Pillai[Journal Indian Math. Soc. (2) 2 (1936), 16-44 以 及 Proc. Indian Acad. Sei. 
(A), 4 (1936), 261] 相互 独立 地 发 现 的 证明 最 终 由 Pillai[ 同 一 杂志 , 12 (1940)，30-40. 他 证 
明了 g(6) = 73]、Rubugunday[Journal Indian Math.， Soc，(2) 6 (1942), 192-198， 他 证 明了 
B#2*— A Niven[Amer, Journal of Math. 66 (1944), 137-143. 他 证 明了 , 当 B=2*-A-2 
时 有 (e) 成 立 , 这 是 一 个 以 前 未 曾 解 决 的 情况 ] 以 及 陈景润 [Chinese Math.-Acta 6 (1965), 105-127. 
他 证 明了 9(5) = g(5) = 37] 所 完成 . 

除了 大 = 4 的 情形 以 外 , 问题 现在 已 经 获得 解决 , 而 (f) 是 否 对 任何 上 是 错 的 , 这 问题 至 今 仍 
然 不 能 确定 . 对 于 大 = 4 已 知 最 好 的 不 等 式 是 19 < g(4) < 22: 这 里 的 上 界 属 于 Thomas[ 7Tyans. 
American Math. Soc. 193 (1974), 427-430]. 

应 该 注意 到 (除了 大 = 4 以 外 ), G(k) 的 值 比 g(k) 有 更 多 的 不 确定 性 , 最 令 人 惊奇 的 情形 是 
大 = 3. 这 是 十 分 自然 的 , 因为 G(k) 的 值 依赖 于 整个 整数 序列 的 更 为 深刻 的 性 质 , 而 g(k) 的 值 依 
束 于 整数 数列 接近 开头 部 分 的 某 些 特殊 数 的 更 加 平凡 的 性 质 . 

Vaughan 的 The Hardy-Littlewood Method 一 书 对 于 这 个 论题 有 极 好 的 介绍 , 并 且 给 出 了 完 
整 的 参考 文献. 

21.1 节 ，Liouville 在 1859 年 证 明了 g(4) < 53， 这 个 上 界 直到 1909 年 Wieferich 用 初等 
方法 证 明了 g(4) < 37 才 逐 渐 得 到 改进 , Dickson(1933 年 ) 用 上 面 描述 的 方法 将 它 改进 为 35, 而 
Dress[Comptes Rendus 272A (1971), 457-459] 则 应 用 Hilbert 证 明 g(k) 存在 性 时 所 用 的 方法 进 
一 步 将 它 减少 为 30. 我 们 已 经 提 到 了 Thomas 对 于 g(4) < 22 的 证 明 . 

与 本 节 以 及 后 面 几 节 有 关 的 较 早 的 参考 文献 可 以 在 Bachmann, Niedere Zahlentheoriejii. 328- 
348 或 者 Dickson, History, i 第 25 章 中 找到 . 

21.2 节 至 21.3 节 . 见 20.1 节 的 附注 以 及 上 面 有 关 历 史 的 说 明 . 
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21.4 节 . g(6) 的 证 明 属于 Fleck. Maillet 用 一 个 比 (21.4.2) 更 加 复杂 的 恒等式 证 明了 9(8) 的 
存在 性 , 后 一 个 结果 属于 Hurwitz. Schur 发 现 了 9(10) 的 一 个 类 似 的 证 明 . 

21.5 节 . 这 里 考虑 的 特殊 数 n 是 由 Euler 注意 到 的 (可 能 Waring 也 注意 到 了 它 ). 

21.6 节 . 定理 394 属于 Maillet 和 Hurwitz, 定理 395 和 定理 396 属于 Kempner. G(k) 的 其 
他 下 界 由 Hardy 和 Littlewood，Proc，London Math，Soc (2) 28 (1928), 518-542 系统 地 研究 
过 . 

21.7 节 至 21.8 节 . 这 几 节 的 结果 见 Wright, Journal London Math. Soc. 9 (1934), 267-272, 
其 中 还 给 出 了 进一步 的 参考 文献 ; 也 见 Mordell, 同一 杂志 , 11 (1936), 208-218 以 及 Richmond， 
同一 杂志 , 12 (1937), 206. 

Hunter, Journal London Math. Soc. 16 (1941), 177-179 证 明了 9 < v(4) < 10: 我 们 已 经 把 
他 关于 v(4) > 9 的 简单 证 明 加 入 到 这 本 教材 之 中 了 . 有 关 v(k) 当 6 < 大 < 20 时 所 满足 的 不 等 式 ， 
见 Fuchs 和 Wright, Quart， J Math (Ozford), 10 (1939), 190-209 以 及 Wright, 也 fiir Math. 
311/312 (1979), 170-173. 

21.9 节 至 21.10 节 . Prouhet [Comptes Rendus Paris, 33 (1851), 225) 发 现 了 关于 这 个 问 
题 的 第 一 个 非 平凡 的 结果 . 他 给 出 一 个 法 则 将 前 面 j*+! 个 正 整数 分 成 j 个 由 六 个 元 素 组 成 的 
集合 , 这 就 对 s = j* 给 出 了 (21.9.3) 的 一 个 解 . 有 关 Prouhet 法 则 的 一 个 简单 证 明 , 见 Wright， 
Proc，Edinburgh Math、Soc. (2) 8 (1949), 138-142. 一 般 的 参考 文献 见 Dickson，History ii 第 
24 章 以 及 Gloden 和 Palama，Bibfiographie des Multigrades (Luxemburg, 1948). 定理 408 属 
于 Bastien[Sphinz-Oedipe 8 (1913), 171-172], 而 定理 409 则 属于 Wright[Bull. American Math. 
Soc. 54 (1948), 755-757]. 

21.10 节 . 定理 410 属于 Gloden[Mehrgradige Gleichungen, Groningen, 1944, 71-90]. 关于 定 
理 411, 见 Tarry, Li'intermédiaire des mathematiciens, 20 (1913), 68-70 以 及 Escott, Quarterly 
Journal of Math. 41 (1910), 152. 

A. Létac 发 现 了 例子 


[1, 25, 31, 84, 87, 134, 158, 182, 198]s 
= [2, 18, 42, 66, 113, 116, 169, 175, 199js 
以 及 
[ 土 12, 士 11 881, 士 20 231, 土 20 885, 士 23 738]e 
= [ 土 436, 十 11 857, 土 20 449, 土 20 667, 士 23 750]e， 
它们 表明 , 对 大 = 8 和 上 大 = 9 有 P(k,2) = 大 + 1. 见 A. Létac, Gazeta Matematica 48 (1942)， 
68-69 以 及 A. Gloden 上 面 提 到 的 文章 . 

21.11 节 . 这 一 节 里 最 重要 的 结果 是 定理 412. 关系 式 (21.11.9) 至 (21.11.12) 属于 Vieta, 它 
们 曾 被 Fermat 用 来 对 任意 的 > 求 (21.11.14) 的 解 ( 见 Dickson, History, ii. 550-551). Fermat 不 
加 证 明 地 假设 了 所 有 的 数 对 z,,ys(s = 1,2,.… ,r) 都 是 不 同 的 . 第 一 个 完整 的 证 明 是 由 Mordell 
发 现 的 , 但 是 没有 发 表 . 

在 我 们 提 到 的 其 他 恒等式 和 方程 中 , (21.11.4) 属于 Gérardin[L 'intermédiaire des math. 19 
(1912), 7], 而 它 的 推论 则 属于 Mahler[Journal London Math. Soc. 11 (1936), 136-138], (21.11.6) 
属于 Sastry[ 同 一 杂志 , 9 (1934), 242-246], (21.11.15) 的 参数 解 属于 Swinnerton-Dyer[Proc. Cam- 
bridge Phil. Soc. 48 (1952), 516-518], (21.11.16) 属于 Moessner[Proc. Ind. Math. Soc. A 10 
(1939)，296-306]，(21.11.17) 属于 Subba Rao[Journal London Math. Soc. 9 (1934), 172-173], 
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而 (21.11.5) 则 属于 Norrie. 对 于 大 = 4 Patterson 发 现 了 (21.11.2) 的 又 一 个 解 , 而 Leech 则 又 
找到 了 它 的 另外 6 个 解 [Bull. Amer.，Math，Soc. 48 (1942), 736 以 及 Proc. Cambridge Phil. 
Soc. 54 (1958), 554-555]. 在 (21.11.5) 式 的 脚注 中 所 提 及 的 恒等式 分 别 是 由 Fauquembergue 和 
Gérardin 发 现 的 有 关 Norrie 和 最 后 两 位 作者 的 工作 以 及 许多 类 似 的 研究 工作 的 详尽 的 参考 文 
献 , 见 Dickson, History, ii. 650-4. Lander 和 Parkin[Math. Computation 21 (1967), 101-103] 
发 现 了 推翻 关于 大 = 5,s = 4 的 Euler 猜想 的 结果 , Elkies[Mat 坝 .Comp. 51 (1988), 825-835] 求 
出 了 (21.11.1) 的 解 , 这 些 解 推 钊 了 关于 上 == 4,s = 3 的 Euler 猜想 . 由 Frye 算出 的 最 小 的 反例 是 
95 8004 + 217 5194 + 414 5604 = 422 4814. Brudno[Matk，Comp. 30 (1976), 646-648] 给 出 了 
方程 礁 十 焉 十 焉 = 姑 二 好 十 鸣 的 一 个 双 参 数 解 , (21.11.17) 是 其 中 的 一 个 特殊 的 解 . 

有 关 等 守 和 问题 的 综述 , 见 Lander, American Math. Monthly 75 (1968), 1 061-1 073. 

Waring 问题 ( 续 ) Vaughan[Acta Math。 162 (1989), 1-71 以 及 Number Theory，Trace 
Formulas and Discrete Groups (Acad. Press 1989)，503-510|] 给 出 了 他 的 工作 的 一 个 介绍 以 
及 自从 1977 年 以 来 其 他 人 有 关 G(k) 所 做 工作 的 参考 文献 . 更 进一步 的 重要 结果 已 被 宣布 , 但 文 
章 的 细节 尚未 发 表 . 
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22.1 函数 9(z) 和 (zx) 


本 章 要 回 到 关于 素数 分 布 的 问题 , 第 1 章 至 第 2 章 里 已 经 给 出 了 一 个 初步 的 介 
绍 . 那里 仅仅 只 是 证 明了 Euclid 的 定理 4 和 包含 在 2.1 节 至 2.6 节 中 车 干 少许 拓 广 
的 结论 . 这 里 要 将 它 的 理论 大 大 向 前 推进 . 特别 地 , 我 们 要 证 明定 理 6( 素 数 定理 ). 不 
过 , 首先 来 证 明 简单 得 多 的 定理 7. 

定理 6 和 定理 7 的 证 明 依赖 于 函数 %(z) 和 (在 较 小 的 程度 上 依赖 于 ) 函数 9(z) 


的 性 质 . 记 ? 
3(z)= Inp=InI]r (22.1.1) 
PSz PSz 
以 及 
vw(z) = > Inp= 可 A(n) (22.1.2) 
pm Sz ngr 


(按照 17.7 节 中 的 记号 ). 于 是 
UW(10) = 3In2+2ln3+ ln5+ln7, 


其 中 由 2, 4 和 8 给 出 贡献 In2, 由 3 和 9 给 出 贡献 mn3. 如 果 pm 是 p 的 不 超过 z 的 
最 高 寒 , 那么 np 在 W(z) 中 出 现 m 次 . 又 p” 是 能 整除 不 超过 zx 的 任何 数 的 p 的 最 
高 宏 , 所 以 


u(z) = InU(z), (22.1.3) 
其 中 U(z) 是 直到 z 的 所 有 数 的 最 小 公 倍 数 . 还 可 以 将 yw(z) 表示 成 形式 
wz)= > | 吕 | Inp. (22.1.4) 


psgz 


D(z) 和 wy(z) 的 定义 要 比 r(z) 的 定义 更 加 复杂 , 但 是 它们 实际 上 是 更 加 “自然 
的 ” 函数. 根据 (22.1.2), w(z) 是 A(n) 的 “和 和 函数 ”, 而 且 A{n) 有 (如 同 我 们 在 17.7 节 
中 所 看 到 的 ) 一 个 简单 的 生成 函数 . 3(z) 的 生成 函数 , 还 有 r(z) 的 生成 函数 , 都 要 远 
为 复杂 得 多 . 即便 是 V(z) 的 算术 定义 , 当 它 写 成 (22.1.3) 的 形式 时 , 也 是 非常 初等 、 
非常 自然 的 . 


加 在 整个 本 章 中 , z( 以 及 y 和 站 并 不 一 定 是 整数 . 另 一 方面 , m,n,h, 上 ,…， 是 下 整数 , 而 p 如 通常 一 样 
是 一 个 素数 . 我 们 总 是 假设 z > 1. 
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由 于 p? < z,P < x,… 等 价 于 p< ztp< 23,…, 故而 有 
wz) =z) + HzE) + HzH) + = 3(zym). (22.1.5) 
当 zlm < 2, 也 即 当 


时 , 此 级 数 终止 . 由 定义 显然 有 8(z) < zlnz( 对 于 z > 2). 故而 当 m > 2 时 就 有 
9 (2/") < zlHmlnzszilnz， 


且 有 
bE (2"") =0 {2 (nz)?} 


m2>2 
这 是 因为 在 这 个 级 数 中 仅 有 O(ln zx) 项 . 从 而 有 
定理 413 ”ytz)= glz)+O{za tmz)j?]}. 
我 们 对 这 些 函 数 的 阶 很 感 兴趣 . 由 于 


fr(z) = 》 1，b(z)=》 Inp, 


PS ps 


自然 会 期 待 9(z) 是 x(z) 的 “大 约 Inz 倍 ". 以 后 我 们 将 会 看 到 这 的 确 如 此 . 下 面 来 证 明 9(z) 的 
阶 是 z, 所 以 定理 413 告诉 我 们 : 当 z 很 大 时 , %(z) 与 3(z) "大致 相等 ”. 


22.2 9(z) 和 多 (z) 的 阶 为 x 的 证 明 
现在 来 证 明 : 
定理 414 ” 坟 数 ZT) 和 Wf(z) 的 阶 是 z; 


ArT <Y(7) < 4rz，4z7 <W(z) < 4z (rz >2). (22.2.1) 


根据 定理 413, 只 要 证 明 
D(z) < 4z (22.2.2) 


和 
vr) > 4rz (rz >2) (22.2.3) 


就 足够 了 . 事实 上 , 我 们 要 证 明 一 个 比 (22.2.2) 更 精确 一 点 的 结果 , 也 就 是 : 
定理 415 ”对 所 有 n>1, 有 9(n) < 2nln2. 
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根据 定理 73， 
_ (2m+D)! _ (2m+1)(2m):::(m +2) 
ml(m+l)! ml 
是 一 个 整数 。 它 在 (1 + 1)2m+1 的 二 项 展开 式 中 出 现 两 次 , 故 有 2M < 22m+! 以 及 
M < 22m. 
如 果 m+1<p<g2m+1, 那么 p 整除 M 的 分 子 , 但 不 整除 它 的 分 母 . 这 样 就 有 


( II IM 
mtl<pg2m+1 


2m+D) -m+l)= >》 psM<2min2. 
mm 十 1<PS2m 十 1 
对 于 n=1 和 n= 2, 定理 415 是 平凡 的 . 假设 它 对 所 有 n < no 一 1 为 真 . 如 果 
no 是 偶数 , 则 有 


以 及 


(no) = (no — 1) < 2(no — 1)ln2 < 2no In2. 
如 果 no 是 奇数 , 比方 说 no = 2m + 1, 则 有 


dno)= (2m+1)= 2m+1) -Hm+1)+d(m+1) 
<2mln2+2(m+1)ln2 
=2(2m+1)In2= 2noln2, 


这 是 因为 m + 1 < no. 所 以 定理 415 对 n = no 为 真 , 根据 归纳 法 , 它 对 所 有 n 皆 为 
真 . 不 等 式 (22.2.2) 立即 由 此 推出 . 

现在 来 证 明 (22.2.3)， 诸 数 1,2,… ,n 恰好 包含 In/p] 个 p 的 倍数 ,恰好 包含 
[n/p?] 个 pr 的 倍数 , 等 等 . 于 是 有 ;: 

定理 416 nl= II 


也 


其 中 
三 2 
j(n,p) 和 [ 
并 (2n)! 
-5 LL 
根据 定理 416 则 有 


“网罗 ) es 
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圆 括 号 中 的 每 一 项 是 1 或 者 0, 这 要 根据 [2n/zm] 是 奇数 还 是 偶数 来 决定 . 特别 地 , 如 
果 pm > 2n, 则 该 项 为 0. 从 而 根据 (22.1.4) 有 


lIn2n 
kp < | (22.2.5) 
以 及 人 
nan 
IhN= > bnp< 》， [ 关 | Inp = yw(2n). 
ps2n ps2n 
人 (2n)! 1 n+2 2 
a 3 
N= GD Sn (22.2.6) 


所 以 w(2n) > nln2. 
对 z > 2, 令 n= [iz] > 1 于 是 就 有 W(z) > w(2n) > nln2 > 3zIn2, 这 就 是 
(22.2.3). 
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由 定理 414 可 以 推导 出 : 
定理 417 存在 一 个 数 B, 使 得 对 每 个 Z > 1 都 存在 一 不 素数 p 满足 z<p< Bz. 
因为 , 根据 定理 414 可 知 , 对 某 个 固定 的 常数 C1,C2 有 

Crz<t(z) < Caz (z> 2). 


从 而 
(Caz/C > Ci (C27/01) = Caz > 9(z)， 
所 以 在 z 与 Czz/C; 之 间 存在 一 个 素数 . 如 果 取 B = max (C2/C1,2), 就 立即 得 出 定理 417. 
然而 , 我 们 可 以 对 论证 方法 略 加 改进 以 证 明 一 个 更 精确 的 结果 . 


定理 418(Bertrand 猜想 ) 如果 n> 1, 那么 至 少 存在 一 个 素数 刀 使 得 


n<ps2n. (22.3.1) 
这 就 是 说 , 如 果 pr 是 第 个 素数 , 那么 对 每 个 7 都 有 
Pr+1 < 2pr- (22.3.2) 


定理 的 两 部 分 显然 是 等 价 的 . 假设 对 某 个 n > 22 = 512, 没有 满足 (22.3.1) 的 素数 存在 . 利用 
22.2 节 的 记号 , 设 p 是 N 的 一 个 素 因 子 , 所 以 k, > 1. 根据 假设 , p < n. 如 果 3n <p <n, 就 有 


| 2p < 2n < 3p, 及 > $n > 2n, 


而 (22.2.4) 变 成 为 
-同一 国 = 


= 
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故而 对 N 的 每 个 素 因子 p 皆 有 p < 3n, 所 以 根据 定理 415 就 有 
Dre 2 dt < Snin2. 
其 次 , 如 果 kp > 2, 根据 (22.2.5) 有 
2Inp < klnp < In(2n), p < Van), 
故而 p 至 多 有 Vt2n) 个 这 样 的 值 . 于 是 
3 kolnp < Van) in (2n), 


kp22 


所 以 根据 (22.3.3) 就 有 
IhNg DInp+ 》 kpInpg DInp+ V2n)In (2n) 


kp=1 kp22 PIN 
< Snin2 + VU In (2n) . 
另 一 方面 ,N 是 22" = (1+1)*" 的 展开 式 中 最 大 的 一 项 , 所 以 


2n 2n 2n 
2 =2 。 二 2nN. 
+ 人 1 )*(3)+ [ar " 


因此 , 根据 (22.3.4) 有 


2niIn2 < In(2n) +InN < Snin2+ {1+ VG} nC2n), 


它 可 以 简化 成 
2nin2 < 3{1+ Van)} In (2n). 
A In(n/512) 
mm 
= 0m2 > 


从 而 2n = 2190+9. 由 于 > 512, 有 《>0. (22.3.5) 变 成 
2100+0 < 30 (2+% +1) (1+0), 
由 此 即 有 


2% < 30.2 (1+2 5%)(1+6) <(1—2 5)(1 十 2-5)(1 二 C) <1+¢. 


但 是 
25 =exp(5CIn2) >1+5CIn2>1+6, 


这 是 一 对 矛盾 . 这 样 一 来 , 如 果 n > 512, 就 必定 有 一 个 满足 (22.3.1) 的 素数 存在 . 


诸 素 数 
2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631 


(22.3.3) 


(22.3.4) 


(22.3.5) 
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中 的 每 一 个 都 小 于 该 表 中 紧 排 在 它 前 面 的 那个 素数 的 两 倍 . 于 是 对 任何 n < 630, 这 些 数 中 至 少 有 
一 个 是 满足 (22.3.1) 的 . 这 就 完成 了 定理 418 的 证 明 . 


接 下 来 证 明 : 
定理 419 如果 
a= pm10-2”= 0.020 300 050 000 000 70... ， 
ma 
则 有 
pn= Fo"q] 一 102 一 [oo 一 q] . (22.3.6) 
根据 (2.2.2) 有 


pm < 2 = 


故而 关于 a 的 级 数 是 收敛 的 . 又 有 


0 2m 它 am 2m ml 
<102” 9) pml0 ”< > 4 10 


m=nt1 m=n+1 


E22 es 2" 
-二 .全 “< 全 eps 
从 而 有 
[oaq] = 107” > pm10™", 
a 
类 似 地 有 Ee 
[oa] =10" pmlo-2 
m= 
由 此 推出 


[10"a] 一 102 一 [ooq =10" 的 py 全 mio”) be pe, 
人 


m=l 
尽管 (22.3.6) 对 于 第 n 个 素数 pn 给 出 了 一 个 “公式”, 但 它 并 不 是 一 个 很 有 用 的 公式 . 为 了 
用 这 个 公式 来 计算 pn, 必须 要 知道 a 的 直到 小 数 点 后 2" 位 的 准确 值 . 要 做 到 这 一 点 , 又 必须 要 知 
道 pi,pa,… ,pn 的 值 . 
有 若干 个 类 似 的 公式 , 它们 都 有 同样 的 缺陷 . 假设 + 是 一 个 大 于 1 的 整数 . 则 根据 (22.3.2) 就 
有 


pn gr 
(的 确 , 对 于 r > 4, 这 可 以 从 定理 20 推出 ) 于 是 可 以 记 


a 
or = pmr”， 


m=1 


那么 , 根据 与 上 面 类 似 的 讨论 方法 , 可 以 推导 出 
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pn = Po] 一 Pr fr] . 
这 些 公式 中 的 任何 一 个 (或 者 任何 与 之 类 似 的 公式 ) 都 会 占有 重要 的 地 位 , 如 果 其 中 出 现 的 数 
a 或 者 ar 可 以 用 与 素数 无 关 的 方式 表达 出 来 的 话 . 对 此 现在 还 看 不 到 有 可 能 性 , 但 是 也 不 能 完全 
排除 这 种 可 能 性 . 
有 关 pn 的 其 他 公式 , 请 见 附录 1. 
22.4 ”定理 7 和 定理 9 的 证 明 
由 定理 414 很 容易 推导 出 定理 7. 首先 有 


2) = Inp<inz》 1=T(z)inz， 


P<z PSz 
所 以 
T(z) > 多 > 各. (22.4.1) 
另 一 方面 , 如 果 0<5<1, 
gz)> 5 lnp>(-bnz > 1 
zl-S<pSr 315<pSz 
=(1-ginz{fr(z) 一 (zl5)} 2 (1—6)Inz {7(z) — 21-5}, 

所 以 有 

rz) < al- 二 0 < 色 . (22.4.2) 
现在 可 以 证 明 ;: 


定理 420 7(z)~ #9 ~ Ye. 
根据 定理 413 和 定理 414, 只 需要 考虑 第 一 个 结论 即 可 . 由 (22.4.1) 和 (22.4.2) 得 出 


A(z)Inz zl SInz 1 
0 < DIE 


对 任何 s > 0, 可 以 选取 5= 6(e), 使 得 


1< 


lee 
1 一 5 


然后 选取 zo = zo(6,e) = zo(s), 使 得 对 所 有 z > zo 有 


zl-5ljnz 4lnz 本 1 
V(r) 2 要 
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从 而 对 所 有 z > zo 都 有 
A(z)Inz 
V(r) 
由 于 e 是 任意 的 , 这 就 立即 得 出 了 定理 420 的 第 一 部 分 . 
定理 9 是 (如 在 1.8 节 中 所 说 的 那样 ) 定理 7 的 一 个 推论 . 因为 , 首先 有 


1< 


<l+e. 


n=7(pn) < 如 ps。，p > Aninps > AniInn. 
lnpn 


其 次 有 二 
"=r(m) > Ee, 
4pn 2 
Vm < mp <4" pn < An’, 
且 有 


pn < Anlnpn < Anlnn. 


22.5 ”两 个 形式 变换 


这 里 引进 两 个 初等 的 形式 变换 , 它们 在 本 章 里 非常 有 用 . 
定理 421 假设 clcz,… 是 一 列 数 ， 


Cl) = Don 


ngt 
且 f(t) 是 t 的 任意 一 个 函数 . 那么 


Df = 3 Cn) {fn) -fnt+D)}+ Ca)f (ea). (22.5.1) 
ne 


ngr-1 


此 外 , 如 果 对 了 < ni 有 cj = 0," 且 f(t) 对 上 > ni 有 连续 导数 , 那么 


Donfln) = Ca)f(e) [ Crat. (22.5.2) 
ngr Wa 


如 果 记 N = [z], 则 (22.5.1) 左边 的 和 是 


CW) + {C2) = C0)} 2) + :+ {C(N) — CN ~ 1)} fF(N) 
=C(D) {f(D) -f(D)}+.…+C(N -DD{f(N- Df(N)} + C(N)N). 


人 在 应 用 中 ni = 1 或 者 2. 如 果 ni = 1, 当然 对 cn 就 没有 限制 . 如 果 ni = 2, 就 有 cl = 0. 
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由 于 C(N) = C(z), 这 就 证 明了 (22.5.1). 为 了 推导 出 (22.5.2), 注意 到 , 当 m <t< n+1l 
时 有 C(t) = C(n), 故 有 


十 
cmtUm-To+D)=-| Cora 


而 当 t < ni 时, 则 有 C(t) = 0. 
如 果 取 cn = 1 以 及 f(t) = 1/t, 就 有 C(z) = [z], (22.5.2) 就 变 成 


三 := 昌 +| ar 
ne I 1 
一 Inz 十 ?十 五 ， 


7=1-| Ce 


这 里 


与 z 无 关 , 而 
a- Suro(!) =0(}). 


I I 
这 样 就 有 ， 
定理 422 并 上 -nz+y+O (3), 其 中 是 一 个 常数 ( 称 为 Euler 常数 ) 


ngzr 

22.6 ”一 个 重要 的 和 
首先 证 明 下 面 的 引 理 . 
定理 423 > (2) = O(z) (h>0). 


由 于 lnt 与 t 一 起 增加 , 故 对 n>2 有 


lnh (2) < [, In 3) dt 
a [a zh 
2 (2) <[ in (3) dt= -| 也 du 
<z| tau = As, 


这 是 因为 这 个 无 穷 限 的 积分 是 收敛 的 . 定理 423 由 此 立即 得 出 . 


22.6 一 个 重要 的 和 


如 果 取 =1, 就 有 
Dnn=[ lnz + O(7) = xInz + O(z). 
ngr 
但 是 , 由 定理 416 有 
PDD- 车 > ;Ea 
ngr 


(根据 17.7 节 中 的 记号 ). 如 果 在 最 后 一 个 和 中 去 掉 方 括号 , 产生 的 误差 项 小 于 
DAn) = wz) = ol 


ngr 
所 以 
> EA(n) = nn+O(z)=zInz+0(z). 
mn mi 


如 果 消 去 因子 z, 就 有 : 
定理 424 一 Am 四 -inz+od)， 


ngr 


由 此 可 以 推导 出 : 
定理 425 》 mp- Inz+0(1). 


pr 


因为 
村人- 允 守 = 光 光 凡 
ngzr PSz my2pmEzr 了 
> + 让 + 司 7 工序 2 
5 


如 果 在 (22.5.2) 中 令 f(t) = 1/t 以 及 cn = Atm), 所 以 C(z) = %(z), 则 有 
AGO SYD) wl) 
二 和 -如 上 


ngr 


而 根据 定理 414 和 定理 424 有 


369 


[ a =lnz+0(1). (22.6.1) 
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由 (22.6.1) 就 能 推出 
lm{v(z)/z} <1, Hn{y(z)/z} >1. (22.6.2) 
这 是 因为 , 如 果 lim {w(z)/z} = 1+5, 其 中 6 > 0, 则 对 大 于 某 个 zo 的 所 有 z 皆 有 
v(z) > (1+ 5)z. 从 而 
[ a > 上 a + + > 人 十 3) Inz—Ah, 
这 与 (22.6.1) 矛盾 . 如 果 假 设 im {w(z)/z} = 1 一 6, 就 会 得 到 一 个 类 似 的 矛盾 . 
根据 定理 420, 可 以 从 (22.6.2) 推出 : 


定理 426 lim {r(z)/ 语 } < 1 im{fr(z)/ 襄 } >1. 如 果 当 z 一 oo 时 r(z)/ 训 
有 极限 , 那么 它 的 极限 是 1. 


如 果 能 证 明 x(z)/ 趋向 于 一 个 极限 , 则 定理 6 立即 就 能 推出 . 令 人 遗 怕 的 是 ， 
这 正 是 定理 6 的 证 明 中 真正 的 困难 所 在 . 


22.7 Dp 与 (1 一 2p ) 


由 1 i | 
0<In = + 
人 1 ) 下 汪 对 (22.7.1) 
“m+ jp- 
! 1 
3 plp—1) 
是 收敛 的 , 故而 级 数 
Em 
必定 是 收敛 的 . 根据 定理 19, >》 ,p"! 发 散 , 故而 乘积 
IIa-z (22.7.2) 


一 定 也 是 发 散 的 (发散 于 0). 
由 乘积 (22.7.2) 的 发 散 性 可 以 推出 


T(z) = o(2), 


即 几乎 所 有 的 数 都 是 合 数 , 这 里 没有 用 到 22.1 节 至 22.6 节 中 的 任何 结果 . 当然 , 这 个 结果 比 定理 
7 要 弱 , 但 是 这 个 非常 简单 的 证 明 也 是 有 意思 的 . 
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选取 r 使 得 
M=pip2**pr ST <p prprtl, 


而 是 满足 kM < z < (上 十 1)M 的 正 整数 , 设 互 是 满足 下 述 条 件 的 正 整数 的 个 数 ; (i) 不 超过 
(k 十 1)M; (i) 不 能 被 素数 py,…pr 中 任何 一 个 整除 , 也 即 与 M 互 素 . 这 些 数 显然 包括 了 所 有 的 
素数 pr+1,… ,px(z). 因此 有 


T(z) < r+H. 
根据 定义 , %(M) 是 小 于 等 于 M 且 与 M 互 素 的 整数 个 数 , 所 以 矿 = (上 十 1)9(M). 但 是 z > kM， 
故而 根据 (16.1.3) 可 知 , 当 r 一 co 时 有 
H (kK+DoM) .20M) -万 f1 1 
F< < = ( 二 ) 0, 


这 是 因为 乘积 (22.7.2) 发 散 . 又 有 


当 z 一 oo 时 , 也 有 一 cc, 我 人 有 
"(2) rH ,0, 
I TT zr 


这 也 就 是 r(z) = ofz). 
我 们 能 不 依赖 yp 的 发 散 性 而 如 下 来 证 明 II (1 一 p”') 的 发 散 性 . 显然 有 


向- 大 (二 


PSN (CN) 


最 后 一 个 和 式 取 遍 素 因子 p < N 的 所 有 n. 由 于 所 有 的 n < N 都 满足 这 个 条 件 , 由 
定理 422 得 
Ce 
了 (rr > >lInN-A. 
从 而 乘积 (22.7.2) 是 发 散 的 . 


如 果 利 用 上 面 两 节 的 结果 , 就 能 对 》_ p-! 得 到 更 精确 的 信息 . 在 定理 421 中 , 取 
cp = Inp/p, 而 当 n 不 是 素数 时 , 则 取 cn = 0, 从 而 有 


Cl(z)= 5 2 =Inz+7(z), 
PS<z 
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其 中 r(z) = O(1)( 根 据 定 理 425). 取 f(t) = 1/ lnt, (22.5.2) 就 变 成 
1_C(z), fc) 
5- lnz + tnt 


To) dt fr(Wdt (22.7.3) 
二 . 让 + tnzt 


=lnlnz + Bi + E(z), 
其 中 


™ rr(t)dt 
B =1-Inin2+| 
， 2 tln2t 


心 -型 二 名 -o( 辐 二)-o( 辐 9 


这 样 就 有 : 
定理 427 条 ; 二 InInz 十 Bi 十 o(1), 其 中 Bi 是 一 个 常数 . 


ps 


22.8 ”Mertens 定理 


将 22.7 节 里 有 关 级 数 与 乘积 的 研究 稍稍 向 前 推进 一 点 是 很 有 意思 的 . 
定理 428 ”在 定理 427 中 有 


B+ {mn (3) +2}, (22.8.1) 
其 中 沾 是 Euler 常数 . 
定理 429 (Mertens 定理 ) j= a 2 
IC) 


如 同 我 们 在 22.7 节 中 看 到 的 那样 , (22.8.1) 中 的 级 数 是 收敛 的 . 由 于 
1 1 ¥ 入 
Zi- 


定理 429 就 由 定理 427 和 定理 428 推出 . 因此 只 要 证 明定 理 428 就 够 了 ,我们 将 假 
设 ? 
=_T(l)=-| er= : .8. 
中 (1) b: Inzdz (22.8.2) 


团 例如 , 参见 Whittacker 和 Watson，Modern analysis, 第 12 章 . 
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如 果 5 > 0, 则 根据 与 (22.7.1) 类 似 的 计算 , 我 们 有 


1 世 1 1 


0<-In 人 一 十 ) Tp pp T < pp- 


从 而 级 数 

0-F{ (hs) + me} 
对 所 有 的 5 > 0 一 致 收敛 , 所 以 , 当 5 取 正 的 值 趋向 于 0 时 有 

下 (5) 一 F(O). 
现在 假设 5 > 0, 根据 定理 280 有 
F(5) = g(6) -inc(L+ 6), 
其 中 
9(0) = Dp 

如 果 在 定理 421 中 取 cp = 1/p, 而 当 n 不 是 素数 时 ， 取 cn = 0, 则 根据 (22.7.3) 有 


C(z) = > =Inlnz+ Bi+ E(z). 


pr 


于 是 , 如 果 f(t) =t-5, 则 (22.5.2) 变 成 


Dp Ss=r Cz)+6 | Cm Oh 
PS 


令 z 一 co, 则 有 
g(5) =- t-1-5C(t)dt 
-| t-1-5 (nint+ Bi)dt+ 小 友人 dt. 
现在 , 如 果 取 + = e*/5, 则 根据 (22.8.2) 有 


pg 
~1-6 i Pp 
a t nndt= | 。 “In(#)du= 7 -Ins, 


siat =1. 
1 


以 及 
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从 而 

ca 2 
g(6) +ln6—Bi+7y= 可 t-1-$E(t)dt — 可 t-1 (lnlnt 十 Bi)dt. 

2 吧 

现在 , 如 果 人 = exp(1/V3), 则 由 (22.7.4) 可 知 , 当 5 一 0 时 有 

oo E(t) Tdt A5 [= dt A 
二 例 < | 二 + 六 Hr < MnT+EE < AVi—0. 
我 们 还 有 


2 2 

| tl-5(lnlnt 十 By) < | tl (linint|+|Bil) dt = A, 
1 1 

这 是 由 于 该 积分 在 t= 1 收敛 ”. 于 是 , 当 5 一 0 时 

g(6) +In6 — Bi—7. 


但 是 , 根据 定理 282 知 , 当 5 一 0 时 有 ln6(1+6)+n65 一 0, 所 以 5) 一 Bi 一 7. 
从 而 有 Bi = ?+ F(0), 这 就 是 (22.8.1). 


22.9 ”定理 323 和 定理 328 的 证 明 


现在 可 以 来 证 明定 理 323 和 定理 328 了 . 如 果 记 


pn)e Inlnn o(n) 
n 


meylnlnm” 


fi(n) = ， fa(n)= 


需要 证 明 
limfi(n) = 1， Imfz(n)=1. 


这 只 需要 求 出 两 个 函数 五 (t), F(t), 使 得 每 个 函数 当 + 上 一 co 时 都 趋向 于 1, 且 对 所 有 
m>3 有 


fi(n) > Fi(nn), fln) < Fy (22.9.1) 
而 对 一 个 无 穷 递 增 的 序列 n2,ns,n4,… 有 
falni) > Fa(j), fi(m) < J (22.9.2) 


F2(j) 
就 够 了 . 


根据 定理 329, fi(n)f2(n) < 1, 所 以 (22.9.1) 中 的 第 二 个 不 等 式 可 以 从 第 一 个 不 
等 式 推出 . 对 (22.9.2) 来 说 , 情况 是 类 似 的 . 


轩 这 一 名 理由 似乎 有 问题 ,因为 上 是 这 个 积分 中 的 积分 变量 ,而 不 是 含 参 数 积分 中 的 参数 . 一 一 译 者 注 
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设 pl,pa,… ,pr-p 是 整除 n 且 不 超过 Inn 的 素数 , 而 p._py1,… ,pr 是 整除 n 且 
大 于 Inn 的 素数 . 我 们 有 


lnm 
Inn)? < p._ os 
(Inn)? < Pr-oH pr 和 mi p< mn 


(EN 


[| 


( 1 Nan/Ininn I 1 
>(1- 直 ) G ' ;). 
nn psinn 了 


于 是 (22.9.1) 的 第 一 部 分 对 于 


Flt) =ent (1 = "IG 到 ;) 


为 真 . 但 是 , 根据 定理 429, 当 t 一 co 时 ， 


1 t/Int 1 
mnW~(1-}) =1+0( 走 ) + 


为 了 证 明 (22.9.2) 的 第 一 部 分 , 记 
= IIr» G>2), 


pSei 


所 以 


所 以 , 根据 定理 414 有 Innj = jV(ei) < Ajei. 从 而 
Inlnn; < Ao +j+lnj. 


再 次 根据 定理 280 有 
omy Me rs 
故 有， 


_ ao) _ ee 1—p-i~! 
a(n) = i lnlnny II ( 1 一 1 ) 
psei 
eY 1 
>rryrrm ll GE = ao 
这 就 是 (22.9.2) 的 第 一 部 分 . 再 次 , 当 j 一 co 时 , 6( + 1) 一 1, 故而 根据 定理 429 有 


了 
RO ~ Or rT 1 
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22.10 7m 的 素 因子 个 数 
定义 w(n) 是 n 的 不 同 的 素 因 子 的 个 数 , 而 定义 Qtn) 是 n 的 所 有 素 因 子 的 个 数 ， 
则 当 n=pP…per 时 有 
wn)=7r, N(n) = al 十 az 十 … 十 ar. 


对 于 大 的 n, w(n) 和 Q(n) 的 性 状 并 不 规则 . 当 n 为 素数 时 , 这 两 个 函数 的 值 都 
是 1, 然而 当 n 是 2 的 军 时 ,有 
3 
Rn) = 一 一 
如 果 
下 一 Pipz pr 


是 前 > 个 素数 的 乘积 , 那么 
w(n) =r= 7"(pr), Inn = 9(pr), 
所 以 , 根据 定理 420 和 定理 414 就 有 


Dpr) lnn 
“全 ~ hp ~ hinn 
( 当 n 通过 这 列 特殊 的 数值 趋向 于 无 穷 时 ). 
定理 430  w(n) 和 Q(n) 的 平均 阶 都 是 Inlnn. 更 确切 地 说 ， 
Dn) =zinz+Biz+o(z)， (22.10.1) 
ner 
ao) =zinmz+Baz+ofz)， (22.10.2) 


ngz 
其 中 BB 是 定理 427 和 定理 428 中 的 数 , 而 


1 
Ba = B+ 
7 Pp- 


5-Z"m- 导 Z- 于 便 


ngz pm 


由 于 恰 有 fiz/ 可 个 n 和 z 的 人 了 的 倍数 , 故而 去 掉 方 括号 后 , 根据 定理 7 和 定理 427 
有 


$= 和 +O{fr(z)} = znlnz + Biz + o(2). (22.10.3) 


P<z 
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类 似 地 有 
Ss= Yan)= 1= 7 Ea (22.10.4) 
ngr mszpmin pr 
所 以 
S52—51= 3’ lz/p"] 


其 中 》 ' 表示 对 所 有 满足 p" < z(m > 2) 的 p 和 m 求 和 . 如 果 在 最 后 一 个 和 中 去 掉 
方 括号 , 则 根据 定理 413 知 , 所 产生 的 误差 小 于 


7 7 T)— 
ya<》 -= 0 
故 有 
S52—51 =7) 人 mm 十 ofz). 
级 数 
| 1 1 1 
Dt 


m=2 了 
是 收敛 的 , 所 以 当 z 一 oo 时 
和 pm = Ba B+oll). 
于 是 
52— 51=(B2— Bi)zr+o(z), 
而 (22.10.2) 即 由 (22.10.3) 推出 . 


22.11 w(n) 和 QQ(n) 的 正规 阶 


函数 w(n) 和 Q(n) 是 不 规则 的 , 但 是 有 确定 的 “平均 阶 ”Inlnn. 有 另外 一 个 有 趣 
的 概念 , 在 这 个 概念 下 它们 可 以 说 成 是 “在 整体 上 ”有 确定 的 阶 . 粗略 地 说 , 称 f(n) 
有 正规 阶 (normal order)F(n), 如 果 f(n) 对 几乎 所 有 的 n 值 都 近似 于 F(n). 更 确切 地 
说 , 假设 对 于 每 个 正 数 < 以 及 几乎 所 有 n 值 都 有 


(一 日 F(n) < f(n) < (1+e)F(n). (22.11.1) 


那么 就 说 f(n) 的 正规 阶 是 F(n). 这 里 “几乎 所 有 ”的 含义 如 1.6 节 和 9.9 节 中 定义 . 
可 能 会 有 n 的 一 个 例外 的 “无 限 小 的 ”集合 存在 , 在 这 个 集合 中 (22.11.1) 不 成 立 , 而 
这 个 例外 的 集合 自然 与 = 有 关 . 
一 个 函数 有 可 能 有 一 个 平均 阶 , 但 是 可 能 没有 正规 阶 , 也 可 能 出 现 相反 的 情形 . 例 
如 , 函数 
f(n) =0 (2In), fl(n)=2(24n) 
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有 平均 阶 1 但 是 它 没有 正规 阶 . 而 函数 
fm) =2" (n=2"), f(n) =1(n#2") 
有 正规 阶 1, 但 却 没有 平均 阶 . 


定理 431 。w(n) 和 Q(n) 的 正规 阶 是 Inlnn. 更 确切 地 说 , 对 每 个 正 数 5, 不 超过 
2z 且 使 


fn) -Inlnn| > (nlnm)8+s (22.11.2) 
成 立 的 n 的 个 数 是 o(ZT)， 其 中 f(n) 是 w(n) 或 者 Qi(m). 
只 要 证 明 使 得 
|f(n) —Inlnz| > (Inlnz)3*s (22.11.3) 


成 立 的 n 的 个 数 是 o(z) 就 够 了 , Inlnn 和 lnlnz 之 间 的 区 别 是 不 重要 的 . 这 是 因为 
当 zte<ns<z 时 有 ininz-1<lninn<hnlinz, 所 以 实际 上 对 ”的 所 有 这 样 的 值 ， 
Inlnn 就 是 nlnz, 而 问题 中 n 的 其 他 值 的 个 数 是 O (ze) = ofz). 
接 下 来 , 只 需要 考虑 f(n) = w(n) 的 情形 . 因为 Q(n) > w(n), 故 由 (22.10.1) 以 及 
(22.10.2) 就 有 
> {Qn) ~ w(n)} = O(z). 


msz 


于 是 , n < z 中 满足 
AQ(n) — wln) > (Inlnz)s 


o( 2 ) = 0o(z), 
(nlnz)s 
所 以 定理 431 的 一 种 情形 可 以 从 另 一 种 情形 推出 . 


考虑 n 的 不 同 的 素 因子 对 p,q( 即 p # q) 的 个 数 , 将 数 对 g,p 视 为 与 p,q 不 同 的 
数 对 . 有 w(n) 个 可 能 的 p 值 , 而 对 于 其 中 的 每 一 个 值 , 恰好 有 w(n) -1 个 可 能 的 g 的 


值 . 于 是 
wn {on -d= 1=D .1-1 


Im 
Le paln Pin 


的 数 的 个 数 是 


对 所 有 的 mn< z 求 和 , 就 有 
{om Dn) = 1->1) = Dl 
Eewr -号 m- 飞 (号 - 吕 ) - 束 园 - 飞 国 


首先 有 


这 是 由 于 这 个 级 数 是 收敛 的 . 其 次 有 
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pb 四 =z 开 二 +oG) 


P9<z pasz 


于 是 , 利用 (22.10.1) 就 有 


DW = 1 40(zininz). (22.11.4) 
ngr pasz pq 
现在 有 3 
1 1 1 
-| < > 一 和 < -| ， (22.11.5) 


这 是 因为 , 如 果 pg < z, 则 有 p < z 以 及 g < z, 而 如 果 p < Vz 且 g< V5, 则 有 
pq < z. (22.11.5) 外 面 的 两 项 中 的 每 一 项 都 是 
{Ininz + 0(1)}* = (Ininz)? + O(inlnz), 


从 而 有 
> {wo(n)}? = z(Inlnz)? +O(zInlnz). (22.11.6) 
ngz 


由 此 并 利用 (22.10.1) 和 (22.11.6) 就 推出 
ton) -inmzj 
ngr 


= {w(n)}: —2Ininz > w(n) + [a (ninz)’ 


ngr ngz 

=z(InInz)*+O(zininz)—2Ininz {zninz +O(z)}+ {z+ 0(1)} (Ininz)? 
=z(ninz) 一 2z(nimnz +z(Ininz) +Ozlininz) 

=0O (rininz). (22.11.7) 


如 果 在 不 超过 z 的 数 中 有 多 于 wz 个 数 满足 (22.11.3)[ 对 于 f(n) = w(n)], 那么 


和 {oln) -ninzy > nr (ninz)™™, 
ngr 


对 于 充分 大 的 z, 这 与 (22.11.7) 矛盾 , 而 且 这 对 每 个 正 的 皆 为 真 . 故而 满足 (22.11.3) 
的 n 的 个 数 是 o(z), 这 就 证 明了 定理 . 


22.12 ”关于 圆 整 数 的 一 个 注解 
| 通常 称 一 个 数 是 “ 圆 整 的 "， 如 果 它 是 比较 多 的 相对 较 小 的 因子 的 乘积 例如 


1 200 = 24 x 3 x 52 肯定 会 被 称 为 一 个 圆 整 数 ， 但 像 2 187 = 3” 这 样 的 数 的 圆 整 
性 被 十 进 制 记 数 法 掩盖 了 起 来 . 


1 一 一 一 
[一 一 一 一 一 一 
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一 个 普遍 注意 到 的 事实 是 , 圆 整 数 非常 称 少 . 这 个 事实 可 以 由 任何 一 个 有 分 解数 
癣 好 的 人 来 检验 . 数 , 就 像 大 批 出 租车 或 者 火车 车 厢 的 数量 一 样 , 是 以 完全 随机 的 方 
式 出 现在 人 们 的 注意 范围 内 的 . 定理 431 包含 了 这 种 现象 的 数学 解释 . 

函数 w(n) 和 Q(n) 中 的 每 一 个 都 给 出 了 n 的 “ 圆 整 性 ”的 一 个 自然 度量 , 它们 中 
每 一 个 通常 都 大 约 是 jnln mn, 这 是 一 个 增长 得 非常 缓慢 的 n 的 函数 . 例如 Inln107 的 
值 要 比 3 小 一 点 点 , 而 Inln10% 又 比 5 要 大 一 点 点 . 一 个 接近 107 的 数 (因子 表 的 极 
限 ) 通常 大 约会 有 3 个 素 因子 , 而 一 个 接近 10 的 数 (这 个 数 接近 于 宇宙 中 质子 的 个 
数 ) 大 约会 有 5 个 或 者 6 个 素 因子 . 一 个 像 


6 092 087 = 37 x 229 x 719 


这 样 的 数 在 某 个 意义 上 讲 是 一 个 “典型 的 ” 数 . 

这 些 事实 初 看 起 来 非常 令 人 吃惊 , 然而 不 合理 的 事实 深 藏 不 露 . 真正 令 人 吃惊 的 
是 大 多 数 的 数 都 有 如 此 多 的 因子 , 而 不 是 它们 都 有 如 此 少 的 因子 . 定理 431 包含 两 个 
结论 : w(n) 通常 不 比 nlnm 大 得 太 多 ; 而 且 也 不 比 它 小 得 太 多 . 正 是 这 里 的 第 二 个 结 
论 更 加 深 藏 不 露 , 也 更 加 难以 证 明 .“w(n) 通常 不 比 Inlnn 大 得 太 多 ”这 一 结论 可 以 
不 需要 借助 (22.11.6) 而 从 定理 430 推导 出 来 .? 


22.13 d(n) 的 正规 阶 
如 果 n= php pr， 那么 
w(n) =r, Nn) =ar+az+:+ar, d(n)= (1+a)(l+a2):…(1+ar). 


又 有 2<1+a<2° 以 及 22(") < d(n) < 28(). 于 是 , 根据 定理 431 可 知 , Ind(n) 的 正 
规 阶 是 In21n lan. 


定理 432 ”如果 & 是 正 数 , 那么 对 几乎 所 有 的 数 m 都 有 
20-ejininn < d(n) < ote) ninn, (22.13.1) 


于 是 d(n) “通常 " 大 约 是 nm = (Inn)"? = (Inn)*""””. 我 们 不 能 肯定 地 说 “d(n) 
的 正规 阶 是 2minn”, 因为 不 等 式 (22.13.1) 要 比 (22.11.1) 的 精确 度 差 一 些 , 不 过 可 以 
粗略 地 说 “d(n) 的 正规 阶 大 约 是 2mlnn". 

应 该 注意 到 , 这 个 正规 阶 要 大 大 小 于 它 的 平均 阶 Inn. 平均 什 


了 faG)+ dt2) 十 … 十 do 


轩 粗略 地 说 , 如 果 x(z) 有 比 In inz 更 高 的 阶 , 且 w(n) 对 于 小 于 zx 的 数 中 占 一 定 比例 的 数 都 大 于 x(n)， 
那么 》 >， w(n) 就 会 大 于 zx(z) 的 一 个 固定 的 倍数 , 这 与 定理 430 矛盾 . 


ns 
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并 不 是 由 那些 “正规 的 "n( 对 这 些 正 规 的 n 来 说 , d(n) 取 最 通常 的 大 小 ) 所 控制 的 , 而 
是 由 较 少 的 那 一 部 分 n( 其 对 应 的 d(n) 取 值 要 远大 于 Inn) 所 控制 的 . "zw(n) 和 Q(n) 
的 不 规则 性 还 不 够 强 , 不 足以 产生 一 个 类 似 的 效果 . 


22.14 ”Selberg 定理 


我 们 将 用 下 面 三 节 来 证 明定 理 6. 对 于 本 章 较 早 的 结果 , 我 们 只 用 到 定理 420 至 
定理 424 以 及 下 面 的 事实 
ug(z) = O(z)， (22.14.1) 
这 个 结论 是 定理 414 的 一 部 分 . 首先 证 明 : 
定理 433(Selberg 定理 ) 


yzjinz+ 》 An (2) =2rlnz + O(z), (22.14.2) 
ngr 
DMInnt BD) A(m)A(n) = 2zlnz+O(z)， (22.14.3) 
ngr mngr 


容易 看 出 (22.14.2) 和 (22.14.3) 是 等 价 的 . 因为 
DAG )= Es 并 A(m = > A(m)A(n), 


mEz/n més 

又 如 果 在 (22.5.2) 中 取 cn = A(n) 以 及 f(t) = lnt, 根据 (22.14.1) 就 有 
Dnn = vine -| a = we+ oe) (22.14.4) 
ngr 


在 (22.14.3) 的 证 明 中 , 我 们 用 到 了 在 16.3 节 中 定义 过 的 Mabius 函数 y(n). 根 
据 定理 263、 定 理 296 以 及 定理 298, 得 


Dd)=1(n=D), Dn(d) =0 (n>1), (22.14.5) 
din din 
An)=— Yn) nd, nn= > A(d). (22.14.6) 
dm din 


因此 
DAWA (Gz )= -Pe 
hln hln 


外 见 18.1 节 和 18.2 节 末 尾 处 的 说 明 . 
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= Dud nd Ah) = — Dud) ndin (3) 
din 


dm FE 


=A(n)Inn+ Du(d) na. (22.14.7) 
dm 


再 次 , 根据 (22.14.5) 有 
Budin (3) = mz, 
dll 
但 是 对 n > 1, 根据 (22.14.6) 和 (22.14.7) 有 
和 nm (3) =D pd) (nzd-2inzlnd) 
din din 


=2A(n)lnz— A(n)Inn+ 》 A(h)A(K). 
hk=n 


于 是 , 如 果 记 2 
Ss(z)= 5 Dud) In (3), 


msz din 


则 根据 (22.14.4) 就 有 


S(z)=ln2zz+2y(z)inz- ,An)inn+ > A(MA(K) 
ngz hk<z 


=》 Am)inn+ > A(m)A(n) + O(z). 


ngs mngzr 
为 了 完成 (22.14.3) 的 证 明 , 只 需要 证 明 
5(z) = 2zlnz+O(z). (22.14.8) 
根据 (22.14.5) 有 
sa -7= 允 0 {ee (3) -7} 
-下 国 好 ( 司 -)} 
这 是 因为 mn < z 且 满 足 dln 的 数 n 的 个 数 是 [z/dl. 如 果 去 掉 方 括号 , 则 根据 定理 423 
可 知 , 所 产生 的 误差 小 于 
3 {mn (3) + 0 = O(z). 
从 而 有 
S(z) = :2 各 {i (9) —7} + on， (22.14.9) 
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现在 根据 定理 422 有 


素 学 亿 国 -9 
-0)} 


根据 定理 423, 各 个 误差 项 之 和 至 多 为 


Pa{m($) +"}o ( )= o(E ) Zn 人 )+0( =00). 


又 根据 (22.14.5)、(22.14.6) 以 及 定理 424 有 
全 -可 
交 ph (9) - 和 2 DD 也 全 - 让 


一 Inz 一 ?十 > A -ne+om 
2<n<z 


将 (22.14.9) 至 (22.14.12) 组 合 起 来 , 就 得 到 (22.14.8). 


22.15 ”函数 R(xz) 和 V(é) 
根据 定理 420, 素数 定理 (定理 6) 等 价 于 : 
定理 434 vy(z)~z. 
这 是 我 们 要 证 明 的 最 后 一 个 定理 . 如果 在 (22.14.2) 中 令 
ylz) = 1 + R(z), 
并 且 利 用 定理 424, 就 得 到 
R(z)inz + DO An)R (2) = 0(z). 


ngr 


目的 是 要 证 明 R(z) = o(z).” 


(22.14.10) 


(22.14.11) 


(22.14.12) 


(22.15.1) 


@ 当然 , 如 果 对 所 有 z 都 有 R(z) > 0[ 或 者 对 所 有 z 都 有 R(x) < 中 这 个 结果 的 推导 将 是 显而易见 的 . 
的 确 , 我 们 还 可 以 得 到 更 多 一 些 , 也 即 可 以 推出 R(z) = O(z/ Inz). 但 是 正如 我 们 在 目前 讨论 的 这 个 
阶段 所 知道 的 那样 , 有 可 能 R(z) 通常 的 阶 是 x, 但 是 它 的 正 值 与 负 值 的 分 布 使 得 (22.15.1) 的 左边 那 


个 取 饥 m 的 和 式 与 第 一 项 有 相反 的 符号 , 从 而 大 大 将 其 抵消 . 
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如 果 在 (22.15.1) 中 用 m 代替 n, 而 用 z/n 代替 z, 就 有 
RF) mH)+ 于 Ama(as)=0 (8): 
mgz/n 


于 是 

lnz {_ Inz+ Erma 本 

-Em (al (+ 工 ma( 寺 )] 

ngz mgz/n 
=0O(zlnz)+0 (5 多 ) = 0(zInz), 
这 就 是 
Rlz)jln2z= 一 到 A(n)R (z ) Inn+ 三 A(m)A(n) 尽 (去 二) 十 O(zlnz)， 
由 此 得 到 
1R(z)linzz < 区 an|R 人 ]|+ onzh， (22.15.2) 
其 中 
an=An)lnn+ 5, A(A)A(K), 
hk=n 

而 根据 (22.14.3) 有 


Dj an = 27Inz + Oz). 


ngr 


现在 用 一 个 积分 代替 (22.15.2) 右边 的 和 . 为 此 要 证 明 
>” | 人 (| = |R(3)|mtae+ omna)， (22.15.3) 


注意 到 , 如 果 t > > 0, 则 有 
[RO ~ RE < [RCE) ~ REN = p(t) — b(t) -t+t| 
w(t) — WE +t -t= F(t) — F(t), 
其 中 F(t) = W(t) +t= 0O(t), 而 F(t) 是 上 的 递增 函数 . 还 有 


"(7 -7 (7) -mr() 


ngsz-l 


| -中 引 =Olzinz). 


nez 


(22.15.4) 
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分 两 步 来 证 明 (22.15.3). 首先 , 如 果 在 (22.5.1) 中 取 


rh mt ne) 


那么 就 有 要 
Clz) = Don -2| Intdt = O(z) 
ngs 1 
并 且 根 据 (22.15.4) 则 有 ， 
Eola (OE le me 
-三 n(n (二 jroon( 凤 
=0 (2 位 (3 -_F (去 )}) +O(z) =O(zInz). (22.15.5) 
其 次 ， 


|eG)| 区 二 [| 
< 人 |e(3|-|m(3)|lmaa 
四- 个 } 


从 而 有 


7 |a()| [mae |a (Elnat 


2<n<z 


=D (Z. 人 (2) = (二 ) }) +O(zInz) = O(zInz). (22.15.6) 


将 (22.15.5) 和 (22.15.6) 组 合 起 来 就 得 到 (22.15.3). 
将 (22.15.3) 用 到 (22.15.2) 之 中 , 得 


Rolln2z < ?| a (3)lintat+ oma). (22.15.7) 
1 


可 以 将 这 个 不 等 式 的 意义 说 得 稍微 明白 一 点 , 如 果 引 进 一 个 新 的 函数 , 也 就 是 


V(€) =eR(e:) =e-w (et)—1=e-s { > so -1. (22.15.8) 


Se 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
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如 果 记 z = ef 以 及 t= ze-", 通过 交换 积分 次 序 就 有 


站 elmuae=z[ vee -nn = volf dcan 


=z| [velane. 


(22.15.7) 就 变 成 


< 
eIV(O| <2 [ | iv dnac + 0(€). (22.15.9) 
0 .0 


由 于 W(z) = Ofz), 故 由 (22.15.8) 得 出 , 当 & 一 co 时 V(&) 是 有 界 的 . 因此 可 以 


记 
G 一 a IV(O)|,， 8= mt | IV(mlan, 
一 oo o 


这 是 由 于 这 两 个 上 极限 都 存在 . 显然 有 


IV(O| < a + ol1) (22.15.10) 


以 及 
| velan < pe+ o®). 
将 它 用 到 (22.15.9) 中 , 得 
ev < 下 {BC +o(6)}d¢ + O(€) = Be? +0(€°), 


所 以 有 |V(&)| < B+ o(1). 故而 有 


agp. (22.15.11) 


22.16 ”定理 434、 定理 6 和 定理 8 证 明 的 完成 


根据 (22.15.8), 定理 434 等 价 于 命题 : 当 一 co 时 V(6) 一 0, 这 也 就 是 等 价 于 
a = 0. 现在 假设 a > 0, 并 来 证 明 , 此 时 有 B < a 这 与 (22.15.11) 矛盾 . 我 们 还 需要 


两 个 引 理 . 
1 定理 435 ”存在 一 个 国定 的 正 数 A1, 使 对 每 个 正 数 5,62, 都 有 


< 4 


| 上 yo)dn 
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如 果 取 z = es,t = en, 根据 (22.6.1) 有 


120 _11du= 
[row 一 | { 让 ta O(1). 
故而 有 ， 
上 V(n)dn = [ V(n)dn — [ V(mndn = OU)， 
这 就 是 定理 435. 
定理 436 如 果 mn >0 且 V(m)=0, 那么 


ven+ ar < Bo +O(m). 


可 以 将 (22.14.2) 写成 形式 


pz)Inz+ 》 A(m)A(n) = 2zlinz+O(z). 


mmEr 
如 果 z > zo > 1, 则 同样 的 结果 成 立 (用 zo 代替 z). 相 减 即 得 


pr)Inz— yzolInzot+ > A(m)A(n)=2(zInz— zolnzo)+O(7). 


To<mngz 
由 于 A(n) > 0, 故 有 
0< Ylz)Inz — vy(ro)Inzo < 2(zInz — zolnzo) + O(z), 
由 此 推出 
IR(z)Inz — R(zo)Inzol < ZInz — zolnzo + O(z). 
取 z=emt+r,zo =em, 所 以 R(zo) =0. 由 于 0<r<a 有 


oo+alsl-( -e+o 人 二 ) 


加 
=1-—e "+O(/m) < 7+O(l/m), 


所 以 
久 1 1 1 
[ IV(m+7)ldr < 上 Tdr 十 O 全 ) 二 20 +O 人 
现在 记 5 = ae2ttA: > a, 取 《 是 任意 一 个 正 数 , 并 来 考虑 V(n) 在 区 间 6 < 7 < 


C+6 一 a 中 的 性 状 . 根据 (22.15.8) 可 知 , 除了 在 不 连续 点 之 外 , 当 增加 时 V(n) 递减 ， 
而 在 不 连续 点 处 V(n) 递增 . 这 样 一 来 , 在 我 们 的 区 间 中 , 要 么 对 某 个 m 有 V(m) = 0， ， 
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要 么 V(n) 至 多 改变 一 次 符号 . 在 第 一 种 情形 下 , 利用 (22.15.10) 和 定理 436, 对 于 大 


的 《有 C+6 + 户 
V(m|dn= V)jld 
[A A 
<alm -0 +io ta(C+6—m-o)+ol) 
=a(6— 了 ) +0o(l) = a’6 + 0o(l), 
其 中 a=a(1 一 部) <a. 


在 第 二 种 情形 下 , 如 果 V(n) 仅 在 区 间 5< mn < 《+6 一 a 中 的 点 7 =m 处 恰好 改 


变 符号 一 次 , 就 有 


wa Vldn = 下 venan|+ 


+6—a 
「 V(ndn 
Tm 
然而 , 如 果 V(n) 在 该 区 间 中 根本 就 不 改变 符号 , 则 根据 定理 435 就 有 


+6—a +6—a 
[ IV(Wlan= [ V(n)dn 
《 ¢ 


<2A1, 


< 41. 


从 而 
+5 C+6-a [6+6 
[ vlan=| +| VDIadn < 2A41 + +0(l) = a"6+o(l), 
¢ ¢ C+é—a 


其 中 


mn 2Aitoe (Ait2 (aw 
< = (4- 吉 ) = 


故而 总 有 \ 
[ IV(mMlan < oa’5 + ol1), 


其 中 o(1) 一 0( 当 (一 ee 时 ). 如 果 M = [é/6], 则 有 
M-1 


€ (mt1)5 € 
| volan= 工 上 olan+| ienlan 
Sa Mi+o(M)+O0(1) = ot +o(é). 


从 而 有 . 
p= | valansw<w 
《Jo 


这 与 (22.15.11) 矛盾 . 由 此 推出 a = 0, 由 此 得 到 定理 434 和 定理 6. 如 同 我 们 在 1.7 


节 中 所 看 到 的 那样 , 定理 8 可 以 很 简单 地 从 定理 6 得 出 . 
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22.17 ”定理 335 的 证 明 
定理 335 是 定理 434 的 一 个 简单 推论 . 根据 定理 423 有 
Du (2) =00), 
ngr 


故而 有 
MI(z)lnz = > k(n) nn + O(z). 


nge 


根据 定理 297, 并 利用 22.15 节 中 的 记号 , 就 有 
-Duinn=5 (3) AD) = 3 nAA) 
ngr dksz 


mnEz dln 
=D uy (2) = De) ([a]) 
ke kgzr 
= [+ Dea([E)])=53+ 8s, 
kz kg 
最 后 一 步 是 我 们 的 定义 . 现在 由 (22.14.5) 有 
Ss= Dn [= DD 
Sr 


ngz kln 
根据 定理 434, R(z) = o(z). 这 就 是 说 , 对 任何 es > 0, 存在 一 个 整数 N = N(e), 使 得 
对 所 有 z > N 都 有 |R(z)| < ez. 又 根据 定理 414, 对 于 所 有 z > 1 有 |R(z)| < 4z. 从 


pus 避 Ia( 国 < < 国 + 民国 
kr kT/N z/N<Zk<z 
<erln(z/N) + Az {Inz — ln(z/N)}+ O(z) 
=sezhnz+ 0O(z). 


由 于 < 是 任意 的 , 故而 得 到 54 = o(zlnz), 所 以 
—M(z)Inz = 53 + 54 + O(z) = o(z In 7), 
由 此 即 推出 定理 335. 
22.18 大 个 素 因 子 的 乘积 
设 上 > 1, 考虑 一 个 恰好 是 上 个 素 因子 乘积 的 正 整数 n, 也 即 


n= pip2** Be (22.18.1) 


390 第 22 章 素 数 (3) 


按照 22.10 节 中 的 记号 , Q(n) = k. 用 7k(z) 表示 在 n < z 中 满足 此 条 件 的 数 的 个 数 . 
如 果 附 加 (22.18.1) 中 所 有 的 p 均 不 相同 这 一 限制 条 件 , 那么 n 是 无 平方 因子 数 , 且 
有 wln) = QR(n) = kk. 用 rk(z) 表示 在 ”< z 中 满足 条 件 的 (无 平方 因子 ) 数 的 个 数 . 
我 们 要 来 证 明 : 


定理 437 ”mk(z) ~ (7) ~ z(minz)* 


TIRE (>2). 
如 果 像 通常 那样 取 0! = 1 的 话 , 那么 对 大 = 1, 这 个 结果 就 转化 为 定理 6. 
为 了 证 明定 理 437, 引进 三 个 辅助 函数 , 也 就 是 


DD -Di MOD 水 四 = 于 pp ph， 


其 中 每 一 个 函数 里 的 求 和 都 取 饥 满足 pip2。… px < z 的 所 有 素数 组 p1,p2,… ,pk, 两 
个 素数 组 即便 仅仅 是 其 中 素数 p 的 次 序 不 同 , 也 仍然 被 看 作 是 不 同 的 素数 组 . 如 果 用 
cn 来 记 n 可 以 表示 成 (22.18.1) 这 种 形式 的 表示 方法 个 数 , 则 有 


Ik(z)= De, Pelz)= Daninn. 


ngr ngz 


如 果 (22.18.1) 中 所 有 的 p 都 是 不 同 的 , 则 cn = kk!, 而 在 任何 情形 均 有 cn < R 
如 果 n 不 是 (22.18.1) 这 种 形式 , 则 有 cn = 0. 于 是 


krk(z) < IIk(z) < kiry(z) (> 1). (22.18.2) 


对 于 上 > 2, 再 次 考虑 有 (22.18.1) 这 种 形式 且 其 中 至 少 有 两 个 素数 p 相等 的 情形 . 这 
种 n < z 的 个 数 是 th(z) - rk(z). 每 一 个 这 样 的 n 都 能 表示 成 (22.18.1) 的 形式 , 这 
里 有 pk-1 = pk, 所 以 


mx(z)-mo<s 》 1g 》 1=I-aicz (k>2， (2218.3) 


Pipaz…B_: Pipa pk-1<5 


下 面 将 要 证 明 
bik(z) wkz(lnlnz)e 1 (k > 2). (22.18.4) 
根据 (22.5.2)( 取 f(t) = int 有 


bx(z) = T(z)Inz — [ Ho 
现在 有 Tk(z) < z, 故 根据 (22.18.2) 有 Ik(t) = O(t) 以 及 


[ T(t) 4, = o(z). 
2 t 


22.18 大 个 素 因 子 的 磁 积 391 


从 而 由 (22.18.4) 知 , 对 大 > 2 有 


_ DT) 了 kz (lnln zs 
Mls) = +0 ( 志 ) ed lnz “ 
但 是 根据 定理 6 可 知 , 这 对 大 = 1 也 为 真 , 因为 Hi(z) = r(z). 在 (22.18.2) 和 (22.18.3) 
中 利用 (22.18.5) 就 可 立即 得 出 定理 437. 
现在 需要 证 明 (22.18.4). 对 所 有 大 > 1 有 


kdktri(T)= > {In (p2p3*…*Pk+1) + In (pipspa***Pk+1) + *** + In (pipa** pk)} 


Pi“Ph+1ET 


=(k+1) DD ln(papa*pkt)=(k+1) DO (三 )， 


pi“Ph+1ET PaSz 


(22.18.5) 


如 果 取 Lo(z) = 1, 则 有 


. 1 S 
n= 本 二 ) 


PS Pk pee 
因此 , 如 果 记 f(z) = gxk(z) 一 kzLk_1(z), 就 有 
Eferi(z) = (k+1) 甩 所 日 (22.18.6) 
利用 它 并 用 归纳 法 来 证 明 
f(z) =0 {= (nn (k> 1). (22.18.7) 
首先 根据 定理 6 和 定理 420 有 


fi(z) = (7) — 1 = Vr) -1 = 0o(7), 


所 以 (22.18.7) 对 大 = 1 成 立 . 现在 假设 (22.18.7) 对 大 = 天 > 1 为 真 , 故而 对 任何 
< > 0, 存在 一 个 zo = zo(K,e), 使 得 对 所 有 z > zo 皆 有 


|fr(z)| <ez(InInz)”!. 


由 fxk(z) 的 定义 可 以 看 出 , 对 1<z<zo 有 |fx(z)| < D, 其 中 万 只 与 天 和 有关. 
从 而 对 足够 大 的 r, 由 定理 427 有 


和 lix (到 |<sanac > 


PSz/zo PSz/zo 


二 < 2cz (Inlnz)”. 


| 我 们 又 有 


> 


z/zo<p<z 


站 ( 引 | < Dr(z) < Dz. 


| 
一 一 一 
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由 于 KK 十 1< 2K, 从 而 根据 (22.18.6) 知 , 对 于 rz > zi = zi(e,D,K) = zi(e,K) 有 
Ifrsa(z)| < 2 {2 (nnz)* + D} < 5er (Inlnz)”. 


由 于 是 任意 的 , 这 就 蕴含 对 大 = 天 十 1 也 有 (22.18.7) 成 立 , 所 以 根据 归纳 法 可 知 ， 
结论 对 所 有 > 1 都 成 立 . 
根据 (22.18.7), 可 以 通过 证 明 
Lx(z) ~ (Inlnz): (k>1) (22.18.8) 
来 完成 (22.18.4) 的 证 明 . 在 (22.18.1) 中 , 如 果 每 个 pi < zl 那么 mn < xz, 反 过 来 , 如 
果 n<z, 那么 对 每 个 i 都 有 m < z. 于 是 


大 大 
( bp 外 < Lxlz) < ( 吧 ) 
SHIx 卫 P&z 了 


但 是 , 根据 定理 427 有 
1 1 1 
Pins 工 二 mn( 坚 )~mms 


ps prik 


从 而 立即 得 出 (22.18.8). 


22.19 ”区 间 中 的 素数 
假设 = > 0, 那么 就 有 
2 十 EZ T T ET TD 
人 Inz+in(l+e) Inz +o( 去 ) 一 nz +o( 志 ) (22.19) 


最 后 一 个 表达 式 是 正 的 , 只 要 rz > zo(e). 于 是 总 存在 一 个 素数 p, 当 x > zo(le) 时 它 满 
足 


Z<D<(l+e)z. (22.19.2) 
可 以 将 这 个 结果 与 定理 418 对 照 . 后 者 与 (22.19.2) 当 < = 1 时 的 情形 相对 应 , 不 过 它 
对 所 有 z > 1 都 成 立 . 
如 果 在 (22.19.1) 中 取 = = 1, 就 有 


(2z) 一 f(z) = > 十 0 (总 ) ~T(z). (22.19.3) 


这 样 一 来 , 作为 一 个 初步 的 近似 , 位 于 z 和 2z 之 间 的 素数 个 数 与 小 于 z 的 素数 个 数 
一 样 多 . 初 看 起 来 这 是 令 人 吃惊 的 , 因为 我 们 知道 当 z 增加 时 接近 z 的 素数 会 变 得 稀 
游 起 来 (在 某 种 含糊 的 意义 上 ). 事实 上 , 当 z 一 oo 时 有 r(2z) - 2r(z) 一 一 o0( 尽 管 
这 里 不 能 证 明 这 个 结论 ), 然而 这 与 (22.19.3) 是 不 相 容 的 , 因为 (22.19.3) 等 价 于 


(2z) — 27(z) = o {r(x)}. 
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22.20 “关于 素数 对 P,P 十 2 分 布 的 一 个 猜想 


尽管 如 1.4 节 中 所 述 , 还 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 素数 对 pz,p+ 2 存在 , 但 是 有 一 种 
论证 方法 使 得 下 面 的 结果 是 看 起 来 合理 的 : 
2 
(nr) 


其 中 书 (z) 是 p<z 中 这 种 素数 对 的 个 数 , 而 
aw-II 位 中 - I { = sy} (22.20.2) 


p23 p>3 


Br) ~ (22.20.1) 


取 z 是 任意 一 个 大 的 正 数 , 并 记 
N= I Pp. 


pSVE 
我 们 将 把 任何 一 个 与 N 互 素 的 整数 n( 也 就 是 不 能 被 任何 不 超过 Vz 的 素数 p 整除 
的 整数 n) 称 为 一 个 特殊 的 整数 , 并 用 S(X) 来 记 不 超过 X 的 特殊 整数 的 个 数 , 根据 
定理 62 就 有 
S(N)=9(N)=N 1—--) = NB(z). 
nC)- 
从 而 区 间 (1, N) 中 特殊 整数 所 占 的 比例 是 B(z). 容易 看 出 , 这 个 比例 在 模 N 的 任何 
一 个 完全 剩余 类 中 都 是 相同 的 , 所 以 , 对 于 任何 正 整数 ", 在 任何 一 组 rN 个 连续 整数 
中 这 个 比例 都 是 相同 的 . 
如 果 这 个 比例 在 区 间 (1,z) 中 是 相同 的 , 根据 定理 429 就 应 当 有 


Stz) =zDB(z) ~ 


但 是 这 是 错误 的 . 对 每 个 不 超过 z 的 合 数 来 说 , 它 都 有 一 个 不 超过 Vz 的 素 因 子 , 从 
而 不 超过 z 的 特殊 的 n 恰好 就 只 是 介 于 Vz( 不 含 Vz 在 内 ) 与 z( 含 = 在 内 ) 之 间 的 
那些 素数 . 这 样 一 来 , 根据 定理 6 就 有 


S(z) = r(z) — A(VE) ~ 地 


于 是 区 间 (1,z) 中 特殊 整数 的 比例 大 约 是 区 间 (1, N) 中 特殊 整数 的 比例 的 3e7 售 . 
这 个 结论 并 不 令 人 吃惊 , 因为 按照 22.1 节 中 的 记号 , 再 根据 定理 413 和 定理 434 
有 


2e-?72 
lnz 


InN=9(Vi) ~ Vs, 
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所 以 N 要 比 z 大 得 多 . 在 每 一 个 长 为 N 的 区 间 中 特殊 整数 的 比例 不 一 定 与 在 一 个 
( 短 得 多 的 ) 长 为 > 的 区 间 中 特殊 整数 的 比例 相同 .? 的确, 我 人 有 S(Vz) = 0 所 以 在 
特别 的 区 间 (1, Vz) 中 它 的 比例 是 0. 注意 到 , 在 区 间 (N -- z, N) 中 的 比例 再 次 大 约 
是 1/Inz, 而 在 区 间 (N - Vz,N) 中 的 比例 再 次 是 0. 

接 下 来 计算 在 n < N 中 特殊 整数 对 n,n + 2 的 个 数 . 如 果 n 和 n + 2 都 是 特殊 
整数 , 则 必定 有 n 三 1 (mod 2), n 三 2 (mod 3) 以 及 


n 二 1,2,3,… ,Pp 一 3 或 者 p 一 1 (mod p) (3 <p < VD). 


于 是 n(mod N) 的 可 能 的 不 同 剩余 个 数 (姑且 说 ) 是 


@-3)= 3N NBi(z)， 
1 2 .II 人 让 
这 就 是 n < N 中 特殊 整数 对 n,n + 2 的 个 数 . 

于 是 在 区 间 (1, N) 中 特殊 整数 对 的 比例 是 Bi(z), 在 任何 rN 个 连续 整数 组 成 的 
任何 一 个 区 间 中 同样 的 结论 也 显然 成 立 . 然而 , 在 较 小 的 区 间 (1 z) 中 , 特殊 整数 的 比 
例 大 约 是 在 更 长 的 区 间 中 特殊 整数 所 占 比例 的 3ey 倍 . 因此 我 们 可 以 猜测 (在 这 里 仅 
仅 是 “猜测 ", 而 不 能 证 明 ): 在 区 间 (1,z) 中 特殊 整数 对 mn + 2 的 比例 大 约 是 在 更 长 
的 区 间 中 所 占 比例 的 3er 倍 . 但 是 在 区 间 (1,z) 中 的 特殊 整数 对 就 是 在 区 间 (V5,z) 
中 的 素数 对 , 于 是 可 以 猜测 


Ps(z) ~ Pa(VT) ~ 4 JerzBu(z) 


根据 定理 429， 
BO)~ PE, 
所 以 
lemBilz) ~ 让 
但 是 , 当 z -co 时 有 
Btz) _， -2 -。 Ta@= 沁 ac 


{BF sad sepa 
由 于 已 (Vz) = O(V 本 , 则 最 终 得 到 结果 (22.20.1). 


轩 这 种 考虑 解释 了 为 什么 通常 的 “概率 ”方法 会 引导 出 r(z) 的 错误 渐 近 值 的 原因 . 
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22.1 节 、22.2 节 以 及 22.4 节 . 这 几 节 的 定理 基本 上 属于 Tchebychef. 定理 416 曾 独 立地 被 
de Polignac 所 发 现 . 定理 415 是 Tchebychef 的 一 个 结果 的 改进 , 这 里 给 出 的 证 明 属 于 Erdis 和 
Kalmar. 

关于 素数 理论 的 历史 , 在 Dickson, History i, 第 18 章 、Ingham 的 论文 (在 引言 和 第 1 章 里 ) 
以 及 Landau, Handbuch (3-102 以 及 883-885) 中 都 有 全 面 完 整 的 介绍 , 我 们 不 再 给 出 详细 的 参考 
文献 . 

在 Torelli, Sulla totalité dei numeri primi, Atti della R. Acad. Di Napoli (2) 11 (1902), 
1-222 中 有 关于 这 个 理论 早期 历史 的 一 个 详尽 说 明 , 较为 简短 的 介绍 见 Glaisher, Factor table for 
雁 e sizth million (London, 1883) 的 引言 以 及 1.4 节 的 注解 中 所 引用 的 Lehmer 的 表 . 

22.3 节 . “Betrand 猜想 ”说 的 是 , 对 于 每 个 n > 3, 存在 一 个 素数 p 满足 n<p< 2n 一 2. 
Betrand 对 n < 3 000 000 验证 了 这 个 猜想 , 而 Tchebychef 则 在 1850 年 对 所 有 n > 3 证 明了 这 
个 猜想 . 我 们 的 定理 418 说 的 要 比 它 略 少 一 点 , 不 过 那里 的 证 明 可 以 加 以 修改 来 证 明 这 个 更 好 的 结 
果 . 我 们 的 证 明 属 于 Erd6s, Acta Litt. Ac. Sci. (Szeged), 5 (1932), 194-198. 

有 关 定 理 419, 见 L. Moser, Math. Mag. 23 (1950), 163-164. 也 见 Mills, Bull, American 
Math. Soc. 53 (1947), 604; Bang, Norsk. Mat. Tidsskr. 34 (1952), 117-118; Wright, American 
Math. Monthly, 58 (1951),616-618 和 59 (1952), 99 以 及 Journal London Math. Soc. 29 (1954), 
63-71. 

22.7 节 . Euler 在 1737 年 证 明了 yp: 和 [本 (1 一 p”') 都 是 发 散 的 . 

22.8 节 . 关于 定理 429, 见 Mertens, Journal fir Math. 78 (1874), 46-62. 另外 一 个 证 明 (在 
本 书 的 前 两 版 里 有 ) 见 Hardy, Journal London Math. Soc. 10 (1935), 91-94. 

22.10 节 . 定理 430 以 一 种 更 为 精确 的 形式 陈述 在 Hardy 和 Ramanujan, Quarterly Journal 
of Math，48 (1917), 76-92( 也 见 Ramanujan，Collected papers, no，35) 之 中 . 它 有 可 能 更 早 一 
些 , 不 过 我 们 无 法 给 出 任何 的 参考 文献 . 

22.11 节 至 22.13 节 . 这 些 定理 首先 是 由 Hardy 和 Ramanujan 在 上 一 个 说 明 所 引用 的 论文 
中 证 明 的 . 除了 Marshall Hall 先生 向 我 们 建议 的 一 个 简化 证 明之 外 , 这 里 给 出 的 证 明 属于 Turén， 
Journal London Math，Soc. 9 (1934), 274-276. Tursnf[ 同 一 杂志 , 11 (1936), 125-133] 在 两 个 方 
向 上 推广 了 这 些 定理 . 

关于 加 性 函数 的 值 分 布 有 大 量 的 文献 ,例如 见 Kubilius, Probabilistic methods in the theory 
of numbers (Providence, R. I., A. M. S., 1964) 以 及 Kac, Statistical independence in probability, 
analysis and number theory(Washington, D. C., Math. Assoc. America, 1959). 

22.14 节 至 22.16 节 . A. Selberg 对 他 的 定理 给 出 如 下 的 形式 : 


D(z)Inz+ DL (3) Inp=2zInz + O(z) 
pr 
以 及 
Dp+ > Inplnp’ = 2zlnz 十 O(z). 
1 PS PP/ 
这 些 结果 可 以 很 容易 地 从 定理 433 推导 出 来 . 有 两 种 本 质 上 不 同 的 方法 , 用 这 些 方法 可 以 从 Selberg 
的 定理 推导 出 素数 定理 . 第 一 种 方法 属于 Erd6s 和 Selberg 两 个 人 , 见 Proc. Nat Acad. Sei. 
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35 (1949), 374-384, 而 第 二 种 方法 则 单独 属于 Selberg 一 个 人 , 见 Annals of Math，50 (1949)， 
305-313, 这 两 种 方法 (从 逻辑 的 意义 上 讲 ) 都 比 我 们 给 出 的 方法 要 更 加 “初等 ", 这 是 由 于 这 两 种 方 
法 避免 了 使 用 积分 学 , 其 代价 是 证 明 的 细节 稍微 复杂 一 点 . 我 们 在 22.15 节 和 22.16 节 中 所 用 的 方 
法 基本 上 是 以 Selberg 自己 的 方法 为 基础 的 . 关于 在 证 明 中 用 %(z) 来 代替 如 (z), 引进 积分 学 并 作 
出 另外 一 些小 的 改变 , 请 见 Wright, Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 63 (1951), 257-267. 

有 关 定理 6 的 初等 证 明 的 另 一 种 解释 ， 见 van der Corput，Collogues sur la théorie des 
nombres (Liage 1956). 最 短 的 ( 非 初等 的 ) 证 明 见 Errera (同一 杂志 , 111-118). 同一 卷 (pp. 9-66) 
中 还 包含 了 一 篇 原始 论文 的 一 个 重印 本 , 在 其 中 de la Vallée Poussin( 与 Hadamard 同时 , 但 是 相 
互 独立 地 ) 给 出 了 第 一 个 证 明 (1896). 

有 关 22.15 节 的 工作 的 另 一 种 可 供 选 择 的 表述 , 见 V. Nevanlinna, Soc. Sci. Fennica: Comm. 
Phys，Math,27/3 (1962), 1-7. 同一 作者 [Ann. Acad. Sci. Fennicae A I343 (1964), 1-52] 给 
出 了 各 种 初等 证 明 的 一 个 比较 说 明 . 

22.18 节 . Landau 在 1900 年 证 明了 定理 437, 并 在 1911 年 发 现 了 me(z) 和 mx{z) 的 更 为 详 
尽 的 渐 近 展开 式 . 后 来 Shah (1933 年 ) 和 S. Selberg (1940 年 ) 用 更 为 初等 的 方法 得 到 了 后 面 那 种 
类 型 的 结果 . 关于 我 们 的 证 明 以 及 有 关 文献 的 参考 资料 , 见 Wright, Proc Edinburgh Math. Soc. 
9 (1954), 87-90. 

22.20 节 ， 这 种 类 型 的 讨论 方法 可 以 用 来 对 于 三 生 素 数 以 及 更 长 的 素数 块 得 到 类 似 的 猪 想 式 
的 渐 近 公式 . 见 Cherwell 和 Wright，Quart，J. Math、 11 (1960),60-63 以 及 Pélya, American 
Math. Monthly 66 (1959), 375-384. Hardy 和 Littlewood[Acta Math. 44 (1923), 1-70 (43)] 
用 不 同 的 (解析 的 ) 方法 发 现 了 这 些 公式 (同样 依附 于 一 个 未 经 证 明 的 猜想 ). 他 们 对 于 由 Staeckel 
和 其 他 人 所 做 的 工作 给 出 了 参考 文献 . 有 关 另 外 一 种 简单 的 有 启发 性 的 方法 , 也 请 参见 Cherwell, 
Quarterly Journal of Math. (Oxford), 17 (1946), 46-62. 

这 些 公式 与 计算 的 结果 吻合 得 很 好 . D. HH. Lehmer 和 E. Lehmer 将 各 种 素数 对 、 三 生 素 
数 以 及 四 生 素数 计算 到 了 40 000 000, 而 Golubew 则 将 五 生 素数 , .………… ， 九 生 素数 计算 到 了 
20 000 000 (Osterreich Akad. Wiss. Math.- Naturwiss. Ki. 1971, no、 1, 19-22). 也 见 Leech 
[Math. Comp. 13 (1959), 56] 以 及 Bohman [BIT, Nondisk Tidskr. Inform. behandl 13 (1973), 
242-244]. 
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23.1 一 维 的 Kronecker 定理 


Dirichlet 的 定理 201 断言 : 给 定 任何 一 组 实数 1,2,… ,Vi, 都 可 以 让 所 有 的 数 
nD1,n92,… ,nak 全 都 与 整数 相差 如 我 们 所 希望 的 那样 小 ， 本 章 专门 用 来 讨论 Kro- 
necker 的 一 个 著名 定理 , 它 和 Dirichlet 的 这 个 定理 有 同样 的 一 般 性 的 特点 , 但 相对 
来 说 要 更 艰深 一 些 . 这 个 定理 的 最 一 般 性 的 表述 给 出 在 23.4 节 中 , 而 23.7 节 至 23.9 
节 要 用 三 种 不 同方 法 给 出 它 的 证 明 . 我 们 暂时 只 考虑 最 简单 的 情形 , 此 时 只 研究 单个 
的 名 

假设 给 定 两 个 数 少 和 a. 能 否 求 得 一 个 整数 n, 使 得 


nd—a 


接近 于 一 个 整数 ? 当 a.= 0 时 , 这 个 问题 就 化 为 Dirichlet 问题 的 最 简单 情形 . 
一 眼 就 可 看 出 的 是 , 需要 对 这 个 问题 加 以 限制 才能 有 肯定 的 答案 . 如 果 是 一 个 
有 理 数 a/b( 已 经 约 分 成 最 简 分 数 ), 那么 (n3) = nz - [n 总 是 取 下 列 诸 值 之 一 : 


(23.1.1) 
如 果 0<a<1, 且 a 不 是 (23.1.1) 中 诸 数 之 一 , 那么 
| -al (r=0,1,... ,b) 

有 一 个 正 的 最 小 值 y, 而 ny - a 与 整数 的 差 不 可 能 小 于 从. 

显然 y < 1/2b, 且 当 b 一 co 时 有 上 一 0, 这 就 提示 我 们 下 述 定理 的 正确 性 . 

定理 438 如果? 是 无 理 数 , a 是 任意 的 , 且 N 和 上 = 都 是 正教 , 那么 存在 整数 人 
和 了 使 得 > N 且 

In9—p—al<e. (23.1.2) 

可 以 应 用 9.10 节 的 语言 来 将 这 个 定理 的 本 质 描述 得 更 为 形象 . 它 断 言 存在 mw 使 
得 (ng) 可 以 如 我 们 所 愿 地 任意 接近 (0, 1) 中 任何 一 个 数 , 换言之 有 

定理 439 ”如 果 1 是 无 理 数 , 那么 点 集 (ng) 在 区 间 (0,1) 中 币 密 .” 

定理 438 和 定理 439 中 的 每 一 个 都 可 以 称 为 “一 维 的 Kronecker 定理 ”. 


四 当 我 们 这 样 表述 该 定理 时 (也 就 是 不 等 式 n > N), 似乎 失去 了 一 些 东西 . 但 是 显然 , 如 果 该 点 集中 
有 可 以 任意 接近 (0, 1) 中 每 个 a 的 点 , 那么 在 这 些 点 中 就 有 使 得 n 任意 大 的 点 存在 . 
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23.2 ”一 维 定理 的 证 明 


证 明定 理 438 和 定理 439 很 容易 , 但 是 我 们 要 给 出 好 几 个 证 明 , 以 此 来 描述 算术 
领域 中 不 同 的 重要 思想 . 我 们 的 某 些 方法 可 以 推广 到 多 维 的 空间 去 , 有 一 些 方法 则 不 
能 推广 . 

(i) 根据 定理 201, 对 于 大 = 1, 存在 整数 nl 和 p, 使 得 |nay 一 p| < e. 于 是 点 (n19) 
要 么 与 0 的 距离 是 s, 要 么 与 1 的 距离 是 =. 点 列 


(n15), (2n19), (3n19), .…. 


只 要 需要 就 一 直 继续 下 去 , 这 列 点 (在 一 个 方向 或 者 另 一 个 方向 ) 画 出 一 条 链 穿越 区 
间 (0,1), 这 条 链 的 网 格 ?小 于 =. 这 样 就 存在 一 个 点 (kmag), 或 者 说 是 (n9), 使 得 它 
和 (0,1) 中 任何 一 点 a 之 间 的 距离 不 超过 <. 

人 可 以 重新 表述 (i) 以 避免 使 用 定理 201, 之 所 以 要 详细 这 样 做 , 是 因为 这 样 产 
生 的 证 明 将 是 我 们 在 多 维 空间 的 第 一 个 证 明 原型 . 

必须 要 证 明 点 Ps 或 者 (n9)( 其 中 n = 1,2,3,…) 的 集合 5 在 (0,1) 中 稠密 . 由 
于 t 是 无 理 数 , 故而 没有 点 落 在 0, 且 没 有 两 个 点 是 重合 的 . 于 是 该 集合 就 有 一 个 极 
限 点 , 且 有 数 对 (P,, Pa++) 存在 , 其 中 > 0( 而 且 的 确 是 有 任意 大 的 > 存在 ), 使 得 它 
们 能 如 我 们 所 愿 任意 地 相互 接近 . 

把 有 向 线段 PPP;+ 称 为 一 个 向 量 (vector)， 如 果 我 们 标 出 一 个 与 PP++ 相等 
且 方 向 相同 的 线段 PaQ( 从 任意 一 个 点 Pm 出 发 ), 那么 Q 是 5 的 另外 一 点 , 事实 上 
它 就 是 Pn4*. 当做 出 这 样 的 构造 时 , 应 该 这 样 来 理解 : 如 果 线 段 P,Q 超出 0 或 者 1 
的 外 边 , 那么 超出 去 的 那 部 分 就 要 被 从 区 间 (0, 1) 的 另 一 端点 1 或 者 0 量度 的 一 个 全 
等 的 部 分 取代 . 

存在 长 度 小 于 s 的 向 量 , 这 样 的 向 量 (r > N) 从 5 的 任意 一 点 延长 出 去 , 特别 
地 , 它 从 出 发 . 如 果 从 已 出 发 , 反复 度量 出 这 样 一 个 向 量 , 就 得 到 与 (i) 中 的 链 有 
同样 性 质 的 由 点 作成 的 链 , 从 而 可 以 用 同样 的 方法 完成 证 明 . 

(ii) 有 另外 一 个 有 趣 的 “几何 的 ” 证 明 , 它 不 可 能 推广 到 多 维 空间 (无 论 如 何 , 作 
这 样 的 推广 是 很 容易 的 ). 

如 同 在 3.8 节 中 一 样 , 我 们 在 单位 圆 的 圆周 上 表示 实数 , 而 不 在 直线 上 表示 实数 . 
这 种 表示 法 自动 将 整数 剔除 在 外 . 0 和 1 用 圆周 上 的 同一 个 点 来 表示 , 因此 , 一 般 说 
来 , (n9) 和 ng 也 是 用 同一 个 点 来 表示 . 

说 5 在 这 个 圆 上 稠密 , 就 是 说 每 个 a 都 属于 导出 集 5'”. 如 果 a 属于 5, 但 不 属 
于 5', 就 会 存在 一 个 围绕 a 的 区 间 , 其 中 除了 a 自己 以 外 , 没有 5 的 其 他 点 , 这 样 就 

人 这 里 的 网 格 指 的 是 该 链 上 相 邻 点 之 间 的 有 距 离 . 


加 所 谓 一 个 集合 5 的 导出 集 5'， 指 的 是 该 集合 所 有 极限 点 组 成 的 集合 , 如 果 恰 有 5 = 5', 则 称 S 是 一 
个 完全 集 或 者 完满 集 . 一 一 译 者 注 
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有 接近 a 的 点 , 它 既 不 属于 5, 也 不 属于 5'. 于 是 我 们 只 要 证 明 每 个 a 要 么 属于 5， 
要 么 属于 3' 就 行 了 . 

如 果 a 既 不 属于 5, 也 不 属于 5S', 那么 就 有 一 个 区 间 (a 一 5a 二 6') 存在 (5 
和 5’ 都 是 正 数 ), 它 的 内 部 不 包含 S 的 点 . 在 所 有 这 样 的 区 间 中 有 一 个 区 间 是 最 大 
的 .2 我 们 把 这 个 最 大 的 区 间 I(a) 称 为 a 的 拒绝 区 间 (excluded interval). 

显然 , 如 果 a 被 一 个 拒绝 区 间 I(a) 所 包围 , 那么 a - 5 就 被 一 个 全 等 的 拒绝 区 
间 I(a 一 9) 所 包围 . 这 样 就 定义 了 一 个 无 穷 的 区 间 序 列 


T(a), I(a — 9), Ta 一 29) .…, 


它们 类 似 地 围绕 点 a,a 一 ,a 一 25,… 而 布置 开 来 . 这 些 区 间 中 没有 任何 两 个 是 重合 
的 , 这 是 因为 3 是 无 理 数 , 也 没有 两 个 区 间 相 互 重 肥 , 这 是 因为 两 个 重 肥 的 区 间 就 会 
共同 构造 出 一 个 更 大 的 区 间 , 该 区 间 中 没有 5S 中 的 点 , 并 且 环绕 这 些 点 中 的 一 个 点 . 
这 是 一 对 矛盾 , 因为 圆周 上 不 可 能 包含 无 穷 多 个 长 度 相等 的 不 相 重 登 区 间 . 这 对 矛盾 
表明 , 不 可 能 有 区 间 I(a) 存在 , 这 就 证 明了 定理 . 

(iv) Kronecker 本 人 给 出 的 证 明 要 更 复杂 一 些 , 不 过 它 也 证 明了 更 多 的 东西 . 它 证 
明了 : 

定理 440 ”如 果 丸 是 无 理 数 , a 是 任意 的 , 且 N 是 正 数 , 那么 就 存在 一 个 n> NN 
和 一 个 p, 使 得 有 

3 
|n? 一 PP 一 al < 元 和 

应 该 注意 到 , 这 个 定理 不 像 定理 438 那样 , 它 是 用 n 给 出 了 “误差 ”的 一 个 确定 
的 界 , 这 是 和 定理 183 以 及 定理 193 当 a = 0 时 所 给 出 的 那些 结果 同一 类 型 的 (尽管 
没有 那么 精确 ). 

根据 定理 193, 存在 互 素 的 整数 ga > 2N 和 7, 使 得 


1 
lgg 一 r| < 这 (23.2.1) 
假设 Q 是 一 个 整数 , 或 者 是 这 两 个 整数 之 一 , 使 得 有 
laa -Ql < (23.2.2) 


可 以 将 Q 表示 成 形式 
Q=v— ug, (23.2.3) 
其 中 和 vw 是 整数 , 而 a 
bl< 3 (23.2.4) 


@@ 我 们 把 正式 的 证 明 包 给 读者 去 做 , 这 个 证 明 要 依赖 于 对 5 和 8/ 的 可 能 值 构造 出 “Dedekind 分 割 ", 这 
是 在 初等 分 析 中 熟知 的 东西 . 
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那么 就 有 
gqg(vo—u—a)=v(g -7)- (ga— ©), 
于 是 根据 (23.2.1), (23.2.2) 以 及 (23.2.4) 就 有 . 


=1. (23.2.5) 


如 果 现 在 记 
n=g+v, p=r+u, 
那么 就 有 lL 
N<34<ng3d (23.2.6) 
D 
ee 
p < gg a*n 


[根据 (23.2.1), (23.2.5) 以 及 (23.2.6)]. 
有 可 能 对 这 个 定理 中 的 数字 3 加 以 改进 (但 不 是 用 这 个 方法 , 而 是 用 一 种 很 有 趣 
的 方法 ). 第 24 章 将 再 回 到 这 个 问题 . 


23.3 ”反射 光线 的 问题 


在 转向 Kronecker 定理 的 一 般 性 的 证 明之 前 , 我 们 要 将 已 经 证 明 的 特例 应 用 到 

Kénig 和 Sziics 所 解决 的 一 个 简单 却 颇 有 趣味 的 平面 几何 问题 中 . 
; 正方 形 的 边 是 反射 镜面 . 一 东 光 线 从 正方 形 内 

部 的 一 个 点 发 出 , 并 反复 被 镜面 所 反射 ， 它 的 路 径 
有 何 特征 ?2 

定理 441 ”光线 的 路 径 要 么 是 闭 的 且 有 周期 
性 ， 要 么 在 该 正方 形 中 稠密 ， 并 在 途中 任意 接近 正 
方形 中 的 每 一 个 点 . 它 有 周期 性 的 一 个 充分 必要 的 
条 件 是 : 正方 形 的 一 边 与 这 束 光线 的 起 始 方 向 的 夹 
角 有 一 个 有 理 教 值 的 正切 值 . 


在 图 9 中 与 坐标 轴 平 行 的 直线 是 
图 9 z=1+3; y=m+ 


其 中 1 和 m 是 整数 , 图 中 那个 边 长 为 1、 环绕 原点 的 粗 黑 边 框 的 正方 形 就 是 问题 中 
的 正方 形 , 其 中 点 P 或 者 (a,b) 是 起 点 . 我 们 来 构造 P 经 过 直接 反射 或 者 反复 反射 


@@ 有 可 能 意外 地 发 生 该 束 光 线 穿 过 正方 形 的 一 个 角 . 此 时 , 假设 它 循 前 面 的 路 径 返 回 . 这 是 根据 连续 性 的 
考虑 而 做 出 的 约定 . 
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在 镜面 中 所 得 到 的 所 有 的 映像 . 稍 加 思考 即 可 证 明 它 们 有 四 种 类 型 , 不 同类 型 的 映像 
坐标 是 
(A) a + 21,b + 2m; (B) a+21,—b+2m+1; 
(C)—at+2l+1,b+2m; (D)—a+2l+1,-b+2m+1; 


其 中 ! 和 m 是 任意 的 整数 .” 此 外 , 如 果 在 P 点 的 速度 有 方向 余弦 ,iu 那么 速度 对 
应 的 映像 就 有 方向 余弦 


(A) Np; (B)A,—p; (C)— Np (D)- 入 一 六 


基于 对 称 性 , 可 以 假设 是 正 的 . 
如 果 我 们 想象 把 平面 划分 成 单位 边 长 的 正方 形 , 一 个 典型 的 正方 形 的 内 部 是 


1-3<z<ity 宏志 (23.3.1) 


2 2 
那么 每 一 个 正方 形 都 恰好 包含 原点 正方 形 
a 


中 每 个 点 的 一 个 映像 . 如 果 原 点 正方 形 中 任意 一 个 点 在 (23.3.1) 中 的 映像 是 类 型 4, B， 
C 或 者 DD 之 一 , 那么 原点 正方 形 中 任意 其 他 的 点 在 (23.3.1) 中 的 映像 也 有 同一 类 型 . 

现在 想象 P 与 光线 一 道 移动 . 当 P 在 点 Q 与 镜面 相遇 时 , 它 就 和 一 个 映像 重合 . 
暂时 与 P 重合 的 P 的 映像 在 一 个 与 基本 正方 形 相 邻接 的 正方 形 中 继续 P 的 移动 ( 按 
照 原来 的 方向 ), 我 们 跟随 其 映像 在 正方 形 中 的 这 种 运动 , 直到 它 循 次 与 正方 形 的 一 条 
边 相 遇 为 止 . 显然 P 原来 的 路 径 将 会 在 同一 条 线 二 上 一 直 继续 下 去 , 中 间 经 历 一 系 
列 不 同 的 映像 . 在 任何 一 个 正方 形 (23.3.1) 中 的 一 段 线段 都 是 已 的 路 径 在 原来 正 
方形 中 直线 部 分 的 映像 . 在 工 位 于 不 同 正方 形 中 的 线段 与 P 的 介 于 相 邻 接 的 反射 之 
间 的 那 部 分 路 径 之 间 存在 一 个 一 一 对 应 , 的 每 一 个 线段 都 是 P 的 路 径 的 对 应 部 分 
的 一 个 映像. 

如 果 PP 沿 同样 的 方向 运动 回 到 了 最 初 的 位 置 , 则 P 在 原来 的 正方 形 中 的 路 径 将 
会 是 周期 性 的 . 这 样 的 情形 会 发 生 , 当 且 仅 当 工 通过 原来 的 点 P 的 一 个 类 型 4 的 映 
像 . 二 上 任意 一 点 的 坐标 是 > = a + Xt，3 = 6 十 ht. 于 是 这 个 路 径 将 是 周期 性 的 , 当 
且 仅 当 对 某 个 上 和 整数 1,m 有 Xt = 21!， jt = 2m, 也 就 是 如 果 和 /1 是 有 理 数 . 

剩 下 来 要 证 明 , 当 和 /j 是 无 理 数 时 , P 的 路 径 可 以 任意 接近 于 该 正方 形 的 每 一 个 
点 (5 四 .对 此 的 充分 必要 条 件 是 工 应 该 任意 接近 于 (&,) 的 某 个 映像 ,而 一 个 充分 
条 件 是 它 应 该 任意 接近 (5,7) 的 某 个 类 型 4 的 映像. 而 且 , 如 果 对 每 个 5 和 由 任何 
正 数 < 及 对 某 个 正 数 t 和 适当 的 整数 1, m 有 


la+XM—-é€-2l]<e, lb+pt—n—2m<e, (23.3.2) 


名 z 坐标 取 到 从 a 出 发 重复 使 用 代 换 z! = 1 一 zx 以 及 z' = 一 1 -zz 得 到 的 所 有 的 值 . 这 个 图 指出 了 与 
非 负 的 ! 和 m 所 对 应 的 映像 . 
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那么 这 些 条 件 就 是 满足 的 . 
取 


bt mb 


pk 
此 时 (23.3.2) 的 第 二 个 不 等 式 自动 满足 . 而 此 时 第 一 个 不 等 式 就 变 成 
lm 一 ww 一 中 < je, 
其中 入 A 1 
4- 六 wo=@-9 记 -各 -9 


定理 438 表明 , 当 3 是 无 理 数 时 , 存在 ! 和 m( 它 们 足够 大 , 使 得 t 是 正 数 ), 使 得 
(23.3.3) 得 以 满足 . 


23.4 ”一 般 定 理 的 表述 


我 们 转向 k 维 空间 的 一 般 性 问题 . 给 定 诸 数 加 ,2,… ,站 ， 我 们 希望 用 内， 
92,… ,如 的 相同 倍数 来 逼近 任意 一 组 非 整 数 的 数 al, a2,… ,ak， 根据 23.1 节 显 
然 可 见 , 诸 9 必须 是 无 理 数 , 但 是 对 于 通 近 的 可 能 性 来 说 , 这 个 条 件 并 不 充分 . 

例如 大 = 2 时 , 假设 9,9,a,8 都 是 正 数 且 小 于 1, 9 和 4( 无 论 它们 是 有 理 数 还 是 
无 理 数 ) 对 于 整数 a,b,c 满足 一 个 关系 式 


ad+b$+c=0. 


以 及 (ng) 的 点 在 有 限 多 条 直线 的 某 一 条 上 . 例如 , 图 10 指 
出 的 是 a = 2,b = 3 的 情形 ,此 时 点 在 诸 直线 2z + 3y = 
au = 1,2,3,4) 中 的 某 一 条 上 . 显然 , 如 果 (a, 6) 不 在 这 几 条 
| 直线 中 的 任何 一 条 上 , 就 不 可 能 用 高 于 某 个 确定 的 精确 度 来 


~ 那么 an9+b.ngp 和 a(n9) +bng) 是 整数 , 上 且 坐 标 为 (ny) 


逼近 它 . 
称 一 组 数 
人 
是 线性 无 关 的 (linearly independent), 如 果 它 们 之 间 没有 线性 关系 
alll + azé2 + .+arér =0 


成 立 , 其 中 a1,a2,… ,ar 是 一 组 不 全 为 堆 的 整数 . 例如 , 如果 pi1,p2,… ,pr 是 不 同 的 
素数 , 那么 


图 10 


Inpi; Inpz, ** , lnpr 
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是 线性 无 关 的 , 这 是 因为 
allnpl 十 azlnpz 十 … 十 arlnpr=0 


就 是 pf'p2? …z8r = 1, 这 与 算术 基本 定理 矛盾 . 
现在 将 Kronecker 定理 表述 成 一 般 的 形式 . 


定理 442 ”如 果 办 ,如 ,… ,加 ,1 是 线性 无 关 的 , a1, a2，,… ,ak 是 任意 的 , 且 入 
和 = 都 是 正 数 , 那么 就 存在 整数 mh > N, pl,pa,…… ,pk, 使 得 有 


ng 一 pm 一 am|<E (m=1,2,...,k). 


也 可 以 将 此 定理 表述 成 与 定理 439 对 应 的 形式 , 但 是 为 此 必须 要 将 9.10 节 中 的 
定义 推广 到 大 维 空间 中 去 . 
如 果 大 维 空间 中 一 个 点 P 的 坐标 是 zl zz,…… ,zk, 且 5 是 正 数 , 那么 满足 


lz 一 zml 和 5 (m=1,2,...,k) 


的 点 双 ,z,，…… ,区 的 集合 称 为 点 P 的 一 个 邻 域 . 术语 极限 点 、 导 出 集 、 闭 集 (closed 
set)、 自 翻 密集 (dense set in itself) 以 及 完全 集 (perfect set) 都 在 9.10 节 中 给 出 了 精确 
的 定义 . 最 后 , 如 果 把 由 


0<znsksl (m=1,2,..……,k) 


定义 的 集合 称 为 “单位 立方 体 ", 那么 一 个 点 集 5 在 单位 立方 体 中 稠密 , 如 果 该 立方 体 
的 每 一 个 点 都 是 导出 集 5' 的 一 个 点 . 


定理 443 ”如果 沪 ,V92，,… ,Dk,1 是 线性 无 关 的 , 那么 点 集 
(n10), (nd2) ,+ , (nd) 


在 单位 立方 体内 稠密 . 


23.5 ”定理 的 两 种 形式 


Kronecker 定理 还 有 另 一 种 可 供 选 择 的 形式 ， 在 此 形式 中 假设 和 结论 都 要 少 
一 点 . 


定理 444。 如 果 奶 ,92,… ,gk 是 线性 无 关 的 , oni, qo，… ,ak 是 任意 的 , 且 了 和 
是 正 数 , 那么 存在 一 个 实数 上 以 及 整数 pi,p2,，,… ,Pk, 使 得 上 > 了 以 及 


ltdm 一 pm 一 am|<e (m=1,2,...,k). 


1 
一 
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定理 444 中 的 基本 假设 条 件 弱 于 定理 442 中 的 假设 条 件 , 这 是 因为 它 仅仅 考虑 了 
诸 个 9 之 间 的 齐 次 的 线性 关系 . 例如 5 = V23,32 = 1 满足 定理 444 的 条 件 , 但 不 满 
足 定理 442 的 条 件 . 又 在 定理 444 中 , 恰好 有 一 个 9 可 以 是 有 理 数 . 定理 444 结论 也 
要 弱 一 些 , 因为 t 不 一 定 是 整数 . 

容易 证 明 这 两 个 定理 等 价 . 给 出 这 个 定理 的 这 两 种 形式 是 有 用 的 , 因为 某 些 证 明 
会 自然 地 引导 到 其 中 的 一 种 形式 , 而 另外 一 些 证 明 则 会 引导 到 定理 的 另 一 种 形式 . 

(1) 定理 444 北 含 定理 442. 不 妨 可 以 假设 每 一 个 如 都 在 (0,1) 中 , 且 = < 1. 对 
数组 


1, Fa 1 at ao， ok 0 


来 应 用 定理 444, 将 定理 444 中 的 大 换 成 上 +1, 将 了 换 成 Y+ ls 换 成 3e. 此 时 关 
于 线性 无 关 性 的 假设 就 是 定理 442 中 的 假设 , 从 而 其 结论 可 以 表示 成 


t>N+l， (23.5.1) 

|tn — pm 一 am| < ¥ (m = 1,2,... ,k), (23.5.2) 
1 

li-penl < 3 (23.5.3) 


从 (23.5.1) 和 (23.5.3) 推出 pk+l > N, 又 由 (23.5.2) 和 (23.5.3) 得 到 
|pk+1gm — pm 一 am| < |tdm 一 pm — Qam| + lt— prti| < < 


这 些 就 是 定理 442 的 结论 , 其 中 n = pi. 
(2) 定理 442 兹 含 定理 444. 现在 要 从 定理 442 推导 出 定理 444. 首先 注意 到 , (无 
论 哪 一 种 形式 的 )Kronecker 定理 都 是 “关于 诸 a 是 加 性 的 *. 如 果 这 个 结果 对 一 组 乡 
和 一 组 oa,… ,ak 为 真 , 且 对 同一 组 少 以 及 另 一 组 Bi,… ,Bh 也 为 真 , 那么 它 对 于 同 
样 的 5 以 及 Qi 十 记 ,… ,a 十 Bk 也 为 真 . 这 是 因为 , 如 果 诸 py 和 a 的 差 , 以 及 诸 9 
和 6 的 差 都 几乎 是 整数 , 那么 (p 十 gq) 和 a+B 的 差 也 几乎 是 一 个 整数 . 
如 果 站 ,92,,… ,34+1 是 线性 无 关 的 , 那么 
i 2 
Vur ia ) 


也 是 线性 无 关 的 . 对 N = T, 将 定理 442 应 用 到 数组 


2 
Det” "Okt 


中 . 那样 就 存在 整数 n > N,p1,… ,pk, 使 得 有 


Ql ,Ok 


Wo —pn—aml<e (m=1,2,...,k). (23.5.4) 
Dk+1 
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如 果 取 t = n/ 丰 +1, 那么 不 等 式 (23.5.4) 就 是 所 要 求 的 那些 不 等 式 中 的 个 不 等 式 ， 
而 ltgetH -可 =0<<. 又 有 ti>n>N= 了 这样 就 对 


人 0 
得 到 了 定理 444. 类 似 地 可 以 对 
D1 Ok Ot1; 0 7 0, ak+l 


证 明定 理 , 由 是 整个 定理 即 根据 (2) 的 开头 所 作 的 说 明 得 出 . 


23.6 一 个 例证 


Kronecker 定理 是 那样 一 些 数学 定理 中 的 一 个 , 粗略 地 说 来 , 这 种 定理 断言 “有 时 候 不 可 能 的 
事情 也 会 发 生 , 无 论 它 是 多 么 的 不 可 信 ”. 可 以 “用 天 文学 的 方法 ”来 给 出 它 的 解释 . 

假设 k 个 球形 行星 在 同心 同 平面 的 圆周 上 绕 着 一 个 点 O 旋转 ， 它 们 的 角速度 是 2xw， 
2xwz,… ,2mwk， 假设 在 O 点 处 有 一 个 观察 者 , 最 里 面 的 行星 PP 的 表面 直径 (从 O 点 看 过 去 ) 
大 于 任何 一 个 外 面 的 行星 的 表面 直径 . 

如 果 在 时 刻 t = 0 时 诸 行星 全 部 都 连接 在 一 起 (从 而 P 掩盖 了 所 有 其 他 的 行星 ), 则 在 时 刻 t 
时 它们 的 角 坐标 是 2xtw1，,…. 定理 201 表明 , 可 以 选取 一 个 任意 大 的 t, 对 于 这 个 t 来 说 , 所 有 这 
些 角 都 可 以 任意 地 接近 2x 的 整数 倍 . 因此 整个 系统 被 P 所 掩盖 将 会 不 断 反复 地 出 现 . 这 个 结论 
对 所 有 的 角速度 都 成 立 . 

如 果 一 开始 时 的 角 坐 标 是 a1, az,…… ,ak, 那么 这 样 的 掩盖 可 能 永远 不 会 出 现 . 例如 , 有 两 个 行 
星 一 开始 可 能 处 在 相 冲 的 位 置 ~, 并 且 有 相等 的 角速度 . 然而 , 假设 诸 角 过 度 是 线性 无 关 的 . 那么 定 
理 444 表明 , 对 于 适当 的 t( 它 可 以 任意 大 ), 所 有 的 


2rtwl + a , mtwk + Ok 


都 会 任意 接近 2r 的 倍数 , 那 时 掩盖 就 将 再 次 发 生 , 而 不 管 其 起 始 位 置 如 何 . 


23.7 Kronecker 定理 的 Lettenmeyer 证 阴 


现在 假设 上 = 2, 并 此 时 用 属于 Lettenmeyer 的 “几何 的 ”方法 来 证 明 Kronecker 
定理 . 当 上 = 1 时 , Lettenmeye 的 论证 方法 化 为 23.2 节 (ii) 中 所 用 的 方法 . 
取 这 个 定理 的 第 一 种 形式 , 用 3,9 取代 加 ,92. 可 以 假设 


0<9<1, 0<$<1. 
需要 证 明 : 如 果 ,9, 1 是 线性 无 关 的 , 那么 坐标 为 


(nd), (ng) (n=1,2,.…") 


Q 这 里 的 “ 相 冲 ”是 天 文学 的 一 个 术语 , 它 指 的 是 这 两 个 行星 与 P 处 在 一 条 直线 上 , 且 PP 夹 在 这 两 个 
行星 之 间 . 一 一 详 者 注 
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的 点 己 , 在 单位 正方 形 中 稠密 . 没有 两 个 P, 是 重合 的 , 也 没有 P 落 在 正方 形 的 
边 上 . 
把 有 向 线段 
PPr (n>0,r>0) 


称 为 一 个 向 量 ， 如 果 取 任何 点 Pn, 画 出 一 个 与 向 量 PPPs+r 相等 并 且 平 行 的 向 量 
PnQ@, 那么 这 个 向 量 的 另外 一 个 端点 Q 是 这 个 集合 中 的 一 个 点 (事实 上 它 就 是 Pn+r). 
这 里 我 们 自然 采用 23.2 节 (ii) 中 与 此 相对 应 的 约定 , 也 就 是 : 如 果 PmQ 与 正方 形 的 
一 边 相遇 , 那么 它 就 沿 同样 的 方向 从 正方 形 相反 边 上 对 应 的 那 一 点 继续 前 行 . 

由 于 没有 两 个 PP 是 重合 的 , 故而 集合 (Ps) 有 一 个 极限 点 .这 样 一 来 ， 就 存在 
长 度 小 于 任何 正 数 < 的 向 量 以 及 其 中 > 可 以 任意 大 的 向 量 ， 称 这 样 的 向 量 为 < 向 
量 (e-vector). 有 < 向 量 存在 , 还 有 r 可 以 任意 大 的 = 向 量 存在 , 它们 从 每 个 已, 出 发 ， 
特别 地 从 局 出 发 . 如 果 < < min(g, 办 1 一 功 1 一 区 , 则 所 有 从 五 出 发 的 s 向 量 都 是 
不 断裂 的 , 也 就 是 说 不 与 正方 形 的 边 相 过 

由 此 推出 会 出 现 两 种 情形 . 

(1) 存在 两 个 不 平行 的 s 向 量 .了 ”此 时 , 我 们 从 PP 开始 将 它们 标注 出 来 , 并 以 五 
以 及 这 两 个 向 量 的 另外 两 个 端点 为 基础 构造 出 一 个 格 . 这 样 一 来 , 正方 形 的 每 个 点 就 
与 某 个 格 点 相距 的 距离 不 超过 =, 定理 即 由 此 得 出 . 

(2) 所 有 = 向 量 都 是 平行 的 . 此 时 , 所 有 从 已 出 发 的 < 向 量 都 处 在 同一 条 直线 
上 , 而 且 在 这 条 直线 上 存在 点 P, Ps, 它们 有 任意 大 的 下 标 7, s. 由 于 号 , P,P, 共 线 ， 


9 $1 如 og 1 
0=| (9) (rg) 1 - mg-pg ro-iIrg) 1 ， 
(sd) (s$) 1 s9— [sD) sp—lspl 1 
所 以 有 
Wt 
pl lrg] 7-1|=0, 
[sg [sd] s—1 


或 者 说 a9 + bp+c=0, 其 中 a,b,c 为 整数 . 但 是 ,9,1 是 线性 无 关 的 , 于 是 bc 全 
都 为 0. 从 而 特别 地 有 


也 就 是 


人 @ 在 初等 几何 的 意义 下 , 我 们 不 区 分 一 条 直线 上 的 两 个 方向 . 
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由 于 存在 具有 任意 大 s 的 已 , 故 可 以 令 s 一 co, 这 样 就 得 到 
=lim 了 上 【有 
Slin I rT 
然而 由 于 # 是 无 理 数 , 故 这 是 不 可 能 的 . 
由 此 推 得 情形 (2) 是 不 可 能 的 , 所 以 定理 得 到 证 明 . 


23.8 Kronecker 定理 的 Estermann 证 明 


Lettenmeyer 的 方法 可 以 推广 到 维 空间 中 去 , 从 而 导出 Kronecker 定理 的 一 个 
一 般 性 的 证 明 . 但 是 其 蕴含 的 思想 在 二 维 的 情形 中 已 经 充分 说 明了 . 在 本 节 以 及 23.9 
节 中 , 我 们 要 用 两 个 很 不 相同 的 方法 来 证 明 这 个 一 般 性 的 定理 . 

Estermann 的 证 明 用 的 是 归纳 法 . 他 的 方法 表明 : 如 果 该 定理 在 k 一 1 维 空间 中 
为 真 , 那么 它 在 k 维 空间 中 也 为 真 . 他 还 附带 证 明了 该 定理 在 一 维 空间 中 为 真 . 所 以 
这 个 证 明 是 完备 的 . 不 过 我 们 已 经 证 明了 这 一 点 , 如 果 读 者 愿意 的 话 , 可 以 认为 这 是 
理所当然 的 . 

该 定理 的 第 一 种 形式 表述 的 是 : 如 果 办 ,2,… , ,1 是 线性 无 关 的 , a1, a2,… ， 
ak 是 任意 的 , = 和 w 是 正 数 , 那么 存在 整数 n,p1,p2,… ,pk, 使 得 


n>w (23.8.1) 
以 及 
Indm 一 pm 一 am|<e (m=1,2,...,k). (23.8.2) 


这 里 要 强调 的 是 n 可 以 取 大 的 正 数值 . 其 实 这 个 结论 对 于 n 取 正 值 还 是 负 值 都 是 成 
立 的 . 这 样 也 可 以 断言 更 多 一 点 结论 , 也 即 : 给 定 正 数 。 和 w, 给 定 一 个 和 ( 正 负 号 均 
可 ), 那么 可 以 选取 n 和 p 使 得 (23.8.2) 得 以 满足 , 且 有 


In| > w， signn = sign 和 \, (23.8.3) 


其 中 第 二 个 方程 表示 n 和 入 有 相同 的 符号 . 我 们 需要 证 明 : (a) 如 果 它 对 太一 1 为 真 ， 
那么 它 对 上 也 为 真 ; (b) 当 k= 1 时 它 为 真 . 
根据 定理 201, 存在 整数 


5>0, hh, ba,..., be, 
使 得 有 
lsdm 一 如 < 5 (m=1,2,... ,大 ) (23.8.4) 
由 于 办 是 无 理 数 , 故 有 sBk 一 bk 关 0. 而 大 个 数 
sbm — bm 
$m = Ob 
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(其 中 最 后 一 个 数 是 1) 是 线性 无 关 的 , 这 是 因为 它们 之 间 的 线性 关系 就 会 包含 起 ， 
2,… ,9k,1 之 间 的 一 个 线性 关系 . 
首先 假设 上 > 1, 并 假设 该 定理 对 一 1 为 真 . 将 定理 (用 上 一 1 代替 上 ) 应 用 到 数 
bh po -1 (代替 91,92,… ,1)， 
Bi =o— akgby, P= 02— okpa, ,Pe = ak-1 — GkGk-1( 人 代替 a1, oz, ,ak-1)， 
了 ( 代 普 e)， 和 (sx 一 bx) (代替 入 )， 
Q = (w+1) ld — bel+ lax| ( 代 蔡 wh)， (23.8.5) 
则 存在 整数 ck, ct, cx,… ,ck-1, 使 得 有 


lek| > Q， sign ck = sign {和 (sdk — bx)} (23.8.6) 
各 1 
[obm — em — Bnl < $e (m =1,2,.. sk — 1). (23.8.7) 
成 立 . 不 等 式 (23.8.7) 如 果 用 诸 数 5 来 表示 即 形 如 
te (en = ba) cn— anl< 站 的 (23.8.8) 
如 同 我 们 可 以 这 样 做 的 那样 , 在 这 里 加 入 了 m 的 值 k, 因为 当 m = 大 时 (23.8.8) 的 左 
边 变 成 了 零 . 


我 们 已 经 假设 了 上 > 1. 当 大 = 工时 , (23.8.8) 是 平凡 的 , 所 以 , 显而易见 的 是 只 需 
要 选取 cx 以 满足 (23.8.6) 即 可 . 
现在 来 选取 一 个 整数 N 使 得 
| Ck 十 ak 
SDk — bk 


< 1， (23.8.9) 


并 取 n = Ns, pm = Nbm + cm. 那么 , 根据 (23.8.4), (23.8.8) 以 及 (23.8.9) 就 有 


|ngn — Pm — om|=|N (sdm — bm) 一 cm 一 aml 


Ck 二 Qk 
<|— i 2 
的 用 = (sgm — bm) 一 cm 一 am 


十 |sgm — bml 


| <3e+3=e(m= 2 


2 
| 这 就 是 (23.8.2). 其 次 由 (23.8.5) 和 (23.8.6) 有 
Ck 十 Qk |cx| — lek| 
SOk — bk |sDx — bl >w+, (23.8.10) 
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所 以 有 |N| > w 以 及 |n| = |N|s > |N| > w. 最 后 , n 与 N 有 同样 的 符号 , 所 以 , 根据 
(23.8.9) 和 (23.8.10), 这 也 与 


Ck 
SD 一 bk 
的 符号 相同 . 根据 (23.8.6), 这 也 就 是 和 的 符号 . 
于 是 , n 和 p 满足 所 有 的 要 求 , 这 就 完成 了 从 上 一 1 到 的 归纳 推理 . 


23.9 ”Kronecker 定理 的 Bohr 证 明 


Kronecker 定理 还 有 若干 个 “解析 的 ”证 明 , 其 中 似乎 是 最 简单 的 一 个 证 明 属 于 
Bohr. 所 有 这 些 证 明 都 依赖 于 下 面 的 事实 : 


e(z) = e2xiz 


有 周期 1, 且 它 取 值 为 1 当 且 仅 当 z 是 一 个 整数 
首先 注意 到 , 如 果 c 是 一 个 非 零 的 实数 , 那么 


To | edt = = 二: =0 
如 果 c = 0, 则 它 的 值 为 1. 由 此 推出 , 如 果 
x(t) = 和 wec (23.9.1) 
4 一 1 
其 中 没有 两 个 cv 是 相等 的 , 那么 
b,= ji 1 和 一 ceitdi 
5 一 了 元 人 X(be t. . (23.9.2) 
取 Kronecker 定理 的 第 二 种 形式 (定理 444), 并 考虑 函数 
ot) = |F(#)), (23.9.3) 
其 中 
F(t) =1+ >》 egnt 一 am) (23.9.4) 
m=] 


是 实 变量 ! 的 函数 . 显然 $(t) < 上 十 1. 
如 果 Kronecker 定理 为 真 , 就 可 以 求 得 一 个 大 的 # 使 得 和 式 中 的 每 一 项 都 接近 于 
1, 且 $(t) 接近 于 上 十 1. 反 过 来 , 如 果 对 某 个 大 的 t, $(t) 接近 于 上 十 1, 那么 (由 于 没有 
哪 一 项 的 绝对 值 可 以 超过 1) 每 一 项 必须 都 接近 于 1, 从 而 Kronecker 定理 必定 为 真 . 
这 样 一 来 , 如 果 能 证 明 
jb =k+1, (23.9.5) 
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我 们 就 证 明了 Kronecker 定理 . 
这 个 证 明 以 F(t) 与 上 个 变量 x 的 函数 


YT1, TL2, ,ZK) = 1+T1+T2 二 -十 Tk (23.9.6) 
之 间 的 某 种 形式 的 关系 作为 基础 . 如 果 用 多 项 式 定理 将 攻取 p 次 罕 , 就 得 到 
P= Domne mr a os， (23.9.7) 
这 里 诸 系数 a 都 是 正 数 . 它们 单个 的 值 无 关 紧要 , 但 是 它们 的 和 是 
oa= 如 (LTD)=( 人 十 TDP (23.9.8) 


我 们 还 需要 对 它们 的 个 数 有 一 个 上 界 . 当 大 = 1 时 它们 有 p+ 1 个, 而且 
(1 十 Z1 十 … 十 Zk)p 一 (1 十 ZL 十 … 十 ZK-1)P 十 ( ) (1+z1 十 … 十 2k-1)P zk 十 … 十 现 ， 


所 以 , 当 从 大 一 1 过 滤 到 上 时 , 其 个 数 至 多 被 乘 了 p+ 1 倍 . 因此 这 种 a 的 个 数 不 超 过 
(p+1)*.® 
现在 作出 与 下 对 应 的 容 
F?={1+e(Wt— oa)+.+e(dt— aor)}®. 


这 是 一 个 形 如 (23.9.1) 的 和 , 它 是 在 (23.9.7) 中 用 e(5.t - or) 代替 rr 后 得 到 的 . 当 
这 样 做 时 ， (23.9.7) 中 的 每 一 个 来 积 ze ... zn* 都 会 产生 一 个 不 同 的 c,, 这 是 因为 两 个 
cv 的 相等 将 会 蕴含 诸 之 间 的 一 个 线性 关系 .? 由 此 推出 , 每 个 系数 b, 都 有 一 个 与 对 
应 的 系数 a 相等 的 绝对 值 , 且 有 》 |5,| = 》 a = (k++1)?. 

现在 假设 与 (23.9.5) 相 矛盾 地 有 


mg(t) < 大 十 1 (23.9.9) 
那么 就 存在 一 个 和 和 一 个 to, 使 得 对 + > 如 有 |F(t)| < 入 <k+1, 且 有 
mt FWP <iml[ war=w 
| 1 WPats 二 | dt = Xr. 
这 样 就 有 


T T 
lb,| = = . | {F(O))? | < 王 ##| IF(DP at < x, 
Tjo Th 
CD 实际 的 个 数 是 ( 人 ) 
0@ 在 这 里 仅仅 用 到 了 诸 5 的 线性 无 关 性 , 这 当然 是 证 胃 的 核心 
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从 而 对 每 个 a 都 有 a < XP. 由 于 至 多 有 (p 十 1)* 个 a, 这 样 就 得 出 
(+l)p= Dag (p+1)*X, 
这 也 就 是 
( 安 ) < (p 十 TD)#. (23.9.10) 


CeJ-w 


其 中 5> 0. 故而 eip < (p+1l)#*, 而 这 对 于 大 的 p 来 说 是 不 可 能 的 , 这 是 因为 当 p 一 oo 
时 有 esP(p 十 1)* 一 0. 故而 (23.9.9) 对 于 大 的 p 产生 矛盾 , 这 就 证 明了 定理 . 


23.10 一 致 分 布 


Kronecker 定理 虽然 是 很 重要 的 , 但 是 它 没有 对 点 集 (nd) 或 者 (ngi) , (n52),… 
说 出 我 们 所 关注 的 全 部 信息 . 这 些 集合 不 仅仅 在 单位 区 间或 者 单位 立方 体 中 稠密 , 而 
且 还 是 “一 致 分 布 的 ”. 

暂时 回 到 一 维 的 情形 , 我 们 说 一 个 点 集 PP 在 (0,1) 中 是 一 致 分 布 的 (uniformly 
distributed), 粗略 地 说 , (0, 1) 的 每 个 子 区 间 包 含 的 点 都 占有 它 应 有 的 份额 . 要 给 出 它 
的 精确 的 定义 , 假设 I 是 (0,1) 的 一 个 子 区 间 , 并 且 既 用 了 来 表示 区 间 , 也 用 了 来 表 
示 它 的 长 度 . 如 果 nr 是 落 在 了 中 的 点 已 , 瑟 ，… , 肠 的 个 数 , 且 当 n 一 oo 时 , 不 论 
是 什么 样 的 了 都 有 


但 是 入 < 大 +1, 所 以 有 


nr 
ef (23.10.1) 


那么 这 个 集合 就 是 一 致 分 布 的 . 还 可 以 把 (23.10.1) 写成 下 面 任 一 形式 


nir~nl, nr=nl+o(n). (23.10.2) 


定理 445 ”如 果 少 是 无 理 数 , 那么 诸 点 (m9) 在 (0,1) 中 是 一 致 分 布 的 . 
设 0 <e < 而, 根据 定理 439, 可 以 选取 j, 使 得 0< (j9) = 5 < se. 记 K = [1/d. 
如 果 0<h< KK, 那么 区 间 I 就 是 满足 
(hjd) < zx < ({h+1}39) 


的 点 集 . 这 里 Ik 超出 了 点 1, 而 我 们 是 在 用 23.2 节 (ii) 中 的 圆周 表示 法 . 用 nh(n) 
来 表示 落 在 到 中 的 (四 ,(29),… ,(n3) 的 个 数 ， 如 果 (#9) 落 在 五 中 , 其 中 t+ 是 
一 个 正 整数 , 那么 ({t 二 hj} 人 落 在 I 中 , 且 反 之 亦 然 ， 于 是 , 如 果 n > hj, 则 有 
h(n) 一 Wn(hj) 二 mo(n 一 hj). 但 是 mn(hj) < hj, 且 mln 一 hj) 之 mo(n) 一 hj, 故 有 


mo(n) — hi < m(n) < mln) + hs, 
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所 以 
,lim, we =1 (0<h<K). (23.10.3) 
现在 有 
mh(n) <ng Smt 
h=0 
由 (23.10.3) 就 推导 出 
Pe < lm ‘le) < 也 天 (23.10.4) 


如 果 工 是 区 间 (a,B), 且 B- a>e, 则 存在 整数 u,k, 使 得 
0< (ud) Sag (utlin) < (utkh}jd) < B< ({utk+1}i9), 
所 以 


+ 一 1 


ut 
bp mMm(n) < nr < 》 mn) 


h=ut+l h=u 


因此 , 利用 (23.10.3) 就 有 


nr 
In k+l, 
Too nl) < nom(n) ~ 


由 此 再 利用 (23.10.4) 即 得 


但 是 
KE<1<(K+1)5, (k-1)5<I<(k+1). 
从 而 了 一 nr ,T+26 
< < lm < mY < FF 


由 于 可 以 选取 <( 从 而 5 亦 如 此 ) 任意 地 小 , 这 就 推出 (23.10.1). 

一 致 分 布 的 定义 可 以 立即 被 推广 到 维 空间 中 去 , Kronecker 的 一 般 性 定理 可 以 
用 同样 的 方式 加 以 改善 . 但 是 其 证 明 更 为 复杂 . 

很 自然 地 要 问 , 在 诸 9 由 一 个 或 者 多 个 线性 关系 相 联 系 的 例外 情形 下 会 怎么 样 
呢 . 例如 , 假设 = 3， 如 果 有 一 个 关系 存在 , 则 点 妃 就 局 限 在 某 些 平面 上 , 如 同 
在 23.4 节 中 它们 局 限 在 某 些 直 线 上 一 样 。 如 果 有 两 个 关系 存在 ， 则 点 忆 , 就 局 限 
在 直线 上 ， 这 种 相似 性 提示 我 们 : 在 这 些 平面 或 者 直线 上 的 分 布 应 该 是 稠密 的 , 而 
且 的 确 还 是 一 致 分 布 的 ， 可 以 证 明 这 的 确 如 此 , 且 在 维 空间 中 对 应 的 定理 仍然 
为 真 . 
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23.1 节 . Kronecker 在 Berliner Sitzungsberichte, 1884 [Werke, iii (i), 47-110] 中 首先 陈述 并 
证 明了 他 的 定理 . 关于 受 这 个 定理 启发 所 进行 的 后 续 研究 工作 的 一 个 更 完全 的 介绍 以 及 论著 目录 ， 
见 Cassels， Diophantus approrimation. 一 维 的 定理 似乎 应 该 属于 Tchebychef: 见 Koksma 的 书 
76 页 . 

23.2 节 . 证 明 (iii) 见 Hardy 与 Littlewood, Acta Math 37 (1914), 155-191, 特别 是 161-162. 

23.3 节 . Kinig 和 Sziics, Rendiconti del circolo matematico di Palermo, 36 (1913), 79-90. 

23.7 节 . Lettenmeyer, Proc. London Math. Soc. (2), 21 (1923), 306-314. 

23.8 节 . Estermann, Journal London Math. Soc. 8 (1933), 18-20. 

23.9 节 . H. Bohr, Journal London Math，Soc, 9 (1934), 5-6. 有 关 它 的 一 个 变形 , 见 Proc. 
London Math. Soc. (2), 21 (1923), 315-316. 在 Bohr 和 Jessen, Journal London Math. Soc. 7 
(1932), 274-275 中 还 有 另 一 个 简单 的 证 明 . 

23.10 节 . 定理 445 似乎 是 同一 时 期 由 Bohl、 Sierpiiiski 以 及 Weyl 独立 地 发 现 的 . 见 Koksma 
的 书 第 92 页 . 我 所 给 出 的 这 种 特殊 形式 的 证 明 是 由 Miclave 博士 建议 的 [Proc. American Math. 
Soc. 39 (1973),279-280]. 

毫 无 疑问 , 这 个 定理 的 最 好 的 证 明 是 Weyl 在 Math，Annalen, 77 (1916), 313-352 上 发 表 的 
一 篇 很 重要 的 论文 中 给 出 的 . Weyl 证 明了 : 诸 数 


(7(D)), (7(2)), (f(3)), 
在 (0,1) 中 一 致 分 布 的 一 个 充分 必要 条 件 是 , 对 每 个 整数 都 有 


n 


De {hf (W} = oln). 
be 
这 个 原理 有 许多 重要 的 应 用 , 特别 是 对 本 章 末尾 提 到 的 那些 问题 . 
有 关 一 致 分 布 这 一 论题 的 详细 说 明 , 见 Kuipers 和 Niederreiter 的 著作 
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24.1 ”基本 定理 的 导 引 和 重新 表述 


本 章 是 “ 数 的 几何 ”的 一 个 导 引 , 这 个 由 Minkowski 创立 的 研究 分 支 是 以 他 的 基 
本 定理 37 以 及 该 定理 在 n 维 空间 中 的 推广 作为 基础 的 . 

我 们 将 需要 在 n 维 空间 中 推广 3.9 节 至 3.11 节 中 用 过 的 概念 . 但 是 , 如 同 3.11 
节 中 说 过 的 那样 , 这 些 都 是 容易 解决 的 . 如 3.5 节 , 我 们 定义 一 个 格 以 及 格 的 等 价 , 其 
中 的 平行 四 边 形 被 n 维 平行 六 面体 所 取代 , 而 凸 区 域 则 如 同 在 3.9 节 中 的 第 一 个 定义 
一 样 .? 于 是 Minkowski 的 定理 就 是 


定理 446 nn 维 空间 中 关于 原点 对 称 且 体积 大 于 2" 的 任何 一 个 凸 区 域 都 包含 
一 个 坐标 皆 为 整数 且 不 全 为 零 的 点 . 


第 3 章 定 理 37 的 任意 一 个 证 明 都 可 以 通过 修改 来 证 明定 理 446. 例如 , 取 Mordell 
的 证 明 . 诸 平 面 
zr =2pr/t (r=1,2,.…,n) 
将 空间 划分 成 体积 为 (2/t)" 的 立方 体 . 如 果 N(t) 是 这 些 立方 体 在 所 考虑 的 区 域 RR 中 
顶 角 的 个 数 , 而 V 是 RR 的 体积 , 那么 当 t 一 oo 时 
(2/bnNOb =— V. 


又 如 果 V > 2" 且 t 充分 大 , 则 有 N(t) > t". 这 样 一 来 , 证 明 就 可 以 与 以 前 一 样 来 完 
成 . 
如 果 &,&2，,… ,én 是 关于 z1,z2,… ,zn 的 线性 型 , 比方 说 


br = arnlzl 十 ar272 十 :… 十 armnzn (r=1,2,...,n), (24.1.1) 
其 中 系数 是 实数 , 且 行 列 式 


all al2 … On 


#0, (24.1.2) 


Onl On2 … Onn 


加 第 二 个 定义 也 可 以 经 过 修改 后 用 到 n 维 情形 中 去 , 直线 1 变 成 一 个 n 一 1 维 的 “平面 "(而 第 一 个 定义 
中 的 直线 仍然 是 一 条 “直线 "). 我 们 将 使 用 三 维 的 语言 : 这 样 一 来 我 们 就 把 区 域 |z1| < 1, |z2| < 1,.…， 
|zn| < 1 称 为 “单位 立方 体 ". 
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那么 在 5 空间 中 与 整数 z1,z2,… ,zn 对 应 的 点 作成 一 个 格 A”: 称 A 是 这 个 格 的 行 
列 式 . z 空间 的 一 个 区 域 R 被 转变 成 空间 的 一 个 区 域 P, z 空间 的 一 个 凸 区 域 忆 
变 成 & 空间 的 一 个 凸 区 域 P.” 我 们 还 有 


[| Et | aaa am 


所 以 P 的 体积 是 RR 的 体积 的 |A| 倍 . 于 是 可 以 将 定理 446 重新 表述 成 下 列 形式 : 
定理 447 ”如 果 人 是 行列 式 为 A 的 一 个 格 , 已 是 一 个 关于 原点 O 对 称 的 凸 区 
域 , 且 它 的 体积 大 于 2"|A|, 那么 已 包含 人 的 一 个 异 于 O 的 点 . 
本 章 将 始终 假设 A 冯 0. 


24.2 ”简单 的 应 用 


接 下 来 的 几 个 定理 都 将 有 同样 的 特点 . 我 们 将 会 给 定 一 组 型 #, 它们 通常 是 线性 
齐 次 的 , 但 是 有 时 候 (如 同 在 定理 455 中 那样 ) 也 是 非 齐 次 的 , 我 们 将 要 证 明 : 存在 诸 
zr 的 整数 值 (通常 不 全 为 零 ), 使 得 诸 5 满足 某 种 不 等 式 . 对 各 种 简单 的 区 域 P 应 用 
定理 447 就 能 立即 得 到 这 样 的 定理 . 

(1) 首先 假设 P 是 由 


la| < Xu ll < MN, én| < An 


所 定义 的 区 域 . 这 是 凸 的 且 关 于 O 为 对 称 的 区 域 , 且 它 的 体积 是 2"XiXa … 和. 如 果 
和 M2…An > |Al, 那么 已 包含 一 个 异 于 O 的 格 点 . 如 果 入 X2… Xn > |Al, 则 在 已 内 
部 或 者 边界 上 存在 一 个 异 于 O 的 格 点 . ”这样 就 得 到 : 


定理 448 。 如 果 61,62,… ,én 是 关于 zl1, 72,… ,Zn 的 实 系数 的 齐 次 线性 型 ， 且 
行列 式 A, 和 ,和 2，… ,An 均 为 正 数 , 又 有 


和 XiX2…'An2|Al， (24.2.1) 
那么 就 存在 不 全 为 零 的 整数 Tz1,T2，,… ,zn, 使 得 


I&| < Mlé2l < Ma én) 和 Mn (24.2.2) 


加 在 3.5 节 中 , 我 们 用 上 表示 直线 作成 的 格 , 用 A 表示 对 应 的 点 格 , 现在 更 方便 的 是 保留 用 希腊 字母 来 
1 表示 “€ 空间 "中 的 构造 . 
| 加 凸 区 域 的 不 变性 依赖 于 线性 变换 的 两 个 性 质 ， 也 就 是 : (1) 直线 和 平面 被 变换 成 直线 和 平面 (2) 直线 
上 点 的 次 序 不 改变 . 
图 在 这 里 , 我 们 求助 于 连续 性 将 关于 开 区 域 的 一 个 结果 转变 成 为 关于 闭 区 域 的 一 个 结果 . 当然 , 可 以 在 一 
般 性 的 定理 446 和 定理 447 中 作 类 似 的 改变 , 于 是 任何 一 个 关于 原点 对 称 且 体积 不 小 于 2” 的 闭 凸 区 
域 都 会 在 它 内 部 或 者 边界 上 含有 一 个 异 于 O 的 格 点 . 我 们 将 不 再 这 样 明显 地 提 及 对 于 连续 性 的 这 样 简 
单 的 应 用 . 


| 
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特别 地 , 可 以 使 得 对 每 个 都 有 |&r| < VIA 
(2) 第 二 , 假设 P 定义 为 
I&1+ |é2l+ .+lén| < 入 (24.2.3) 


如 果 n= 2, 则 已 是 一 个 正方 形 ; 如 果 n = 3, 则 P 是 一 个 正八 面体 . 一 般 情形 下 , 它 
由 2" 个 全 等 的 部 分 组 成 , 在 每 个 “ 封 限 ”中 都 有 它 的 一 个 部 分 .显然 它 关 于 O 是 对 
称 的 , 而 且 还 是 凸 的 , 因为 对 正 的 jy 和 jw 有 


Iué + él < pl + ple 
在 正 的 卦 限 &. > 0 中 的 体积 是 


1 1-& 1-€1—"—Eén-1 和 rm 
wf] 0] dn = 
0 0 n: 


0 
如 果 XA" > 以 |Al, 那么 已 的 体积 超过 2" |Al, 于 是 在 P 中 除了 O 以 外 , 还 存在 一 个 
格 点 . 这 样 就 得 到 : 


定理 449 存在 不 全 为 零 的 整数 1,T2，… ,Zn, 使 得 
J&l+ él + + én| < (nllAD)'®. (24.2.4) 
因为 根据 算术 与 几何 平均 的 定理 有 
nléiéa én" < | 人 | 十 | 十 … 十 le ， 
我 们 还 有 : 
定理 450 ”存在 不 全 为 零 的 整数 I1,T2，… ,zn, 使 得 
Il 和 ez en sm"nllAl. (24.2.5) 
(3) 作为 第 三 个 应 用 , 定义 为 
如 十 各 + 人 
这 个 区 域 是 凸 的 , 因为 对 正 的 4 和 yt 有 
(E+ HE) < (上 + (KE2 + WE?). 
PP 的 体积 是 xsJu, 其 中 


Ti 


n= [| aae = 


€2+63+."+62 <1 


OD 例如 , 见 Whittaker 和 Watson，Modern analysis, 1920( 第 3 版 ): 258. 对 于 m = 2 和 nm= 3 时 的 
圆 和 球 的 体积 , 得 到 数值 x 和 A? 和 $xX3. 
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这 样 就 得 到 : 
定理 451 存在 不 全 为 零 的 整数 Ti,z2,…… ,Tn, 使 得 


2/n 
G+8+.…+<4( 归 ) | (24.2.6) 


定理 451 可 以 用 不 同 的 方式 来 表达 . 一 个 关于 z1,z2,… ,zn 的 二 次 型 (quadratic 
form)Q 是 一 个 函数 


nn 
Q(z z2 Ln) = DD orsrrzs, 


r=1 s=1 
其 中 asr = ar,s，@ 的 行列 式 D 是 它 的 系数 的 行列 式 ， 如 果 对 所 有 不 全 为 零 的 ri， 
z2 ,Zn 都 有 Q@ > 0, 则 Q 称 为 是 正定 的 (positive definite). 熟知 ?, Q 可 以 表示 成 
@= 旦 + 各 + … 十 导 的 形式 , 其 中 &1, 862,…,én 都 是 实 系数 的 线性 型 且 行 列 式 为 VD. 
从 而 定理 451 可 以 重新 表述 成 : 

定理 452 ”如 果 @@ 是 关于 1,T2，,… ,zn 的 一 个 正定 二 次 型 ,行列 式 为 万 , 那么 
存在 Tl,z2,… ,Zn 的 不 全 为 零 的 整数 值 , 使 得 有 


QE AD (24.2.7) 


24.3 ”定理 448 的 算术 证 明 


定理 448 有 各 种 不 依赖 于 定理 446 的 证 明 , 这 个 定理 的 重要 性 使 我 们 希望 给 出 它 
的 一 个 证 明 . 为 简单 起 见 , 我 们 仅 讨 论 n = 2 的 情形 . 于 是 给 定 了 实 系数 的 线性 型 


€=art+By, 7=72+6y, (24.3.1) 


其 行列 式 A = a6 一 BY 关 0, 且 正 数 和 ,使 得 和 > |Al. 我 们 需要 证 明 , 对 某 个 不 全 为 
零 的 整数 > 和 wy 有 
ll <X, Inl gp. (24.3.2) 
显然 可 以 假设 A > 0. 
分 三 步 来 证 明 : (1) 当 系 数 是 整数 且 每 一 对 数 a,8 和 7,6 都 互 素 时 ; (2) 当 系 数 
为 有 理 数 时 ; (3) 一 般 情形 . 
(1) 首先 假设 a, 6,7 和 5 都 是 整数 , 且 


(®B)=(%6)=1. 
由 于 (a, 6) = 1, 故 存在 整数 p 和 q, 使 得 ag - Bp = 1. 线性 变换 
ar+By=X, pr+qy=Y 


轩 例如 , 见 B6cher, Introduction to higher algebra, 第 10 章 或 者 Ferrar, Algebra, 第 11 章 . 
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在 整数 对 z,y 与 X,Y 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 . 且 有 
€=X, n=rX+AY, 


其 中 > = ?9 - 5p 是 整数 ， 所 以 只 要 对 某 个 不 全 为 零 的 整数 XX 和 Y 有 [sl < 入 和 
四 上 成 立 就 够 了 . 
如 果 和 <1, 那 么 ju>A, 且 X=0,Y =1 给 出 £=0,ln|= 人 A gy. 如 果 和 >1, 
则 在 定理 36 中 取 
n=[N, €=—T, h=Y, k=X.° 


和 X， 
那么 就 有 
0<X<[IN<A 
及 ¥ A A A 
久 
px+AY|=AX|- 庆 -六 < i571 TI <T<h 


所 以 久 = 上 和 Y=h 满足 我 们 的 要 求 . 
(2) 其 次 假设 a, 6,7 和 5 是 任意 有 理 数 . 那么 可 以 选取 p 和 o, 使 得 
€ =p=art+Py, 下 = 中 = 站 十 人 
其 中 o,B,Y 和 6’ 都 是 整数 , ( o, 6) =1 05)=1 且 A=a5 一 BT =poA. 我 
们 还 有 pA .op > A', 于 是 根据 (1) 就 存在 不 全 为 零 的 整数 r,y, 使 得 
上 < pX，j1 < ou 


这 些 不 等 式 等 价 于 (24.3.2), 所 以 就 在 情形 (2) 证 明了 定理 . 

(3) 最 后 , 假设 a, 8,Yy 和 5 不 受 限制 . 如 果 令 a = wVA, … ,= £4VA,…, 那么 
A'= a/6' 一 B'Y = 1. 如 果 定 理 对 于 A = 1 以 及 Nj > 1 已 经 证 明 , 那么 就 存在 不 全 
为 零 的 整数 z,y, 使 得 

lIgX, lmsw, 
而 这 些 不 等 式 等 价 于 (24.3.2)( 对 于 和 = 入 VA, p= JLVA, 和 > A). 从 而 不 失 一 般 性 ， 
可 以 假设 A=1.” 
可 以 选取 一 列 有 理 数组 an, Bn, mn, 5，, 使 得 


Qnén — Brmn = 1, 


且 当 m 一 co 时 有 oa 一 a,Bn 一 B,…，. 由 (2) 推出 , 存在 不 全 为 零 的 整数 zs 和 加 ， 
使 得 


|anzn + Bnyn| < A |ynzn + ényn| < A. (24.3.3) 


加 这 里 的 上 不 是 本 节 里 的 那个 &. 
四 类 似 地 借助 于 齐 性 使 我 们 能 将 本 章 里 任何 一 个 定理 的 证 明 化 简 成 A 有 任意 指定 值 这 种 情形 的 证 明 . 
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又 有 
|zn| = |6n (anzn + Bnyn) — Bn (tnen + onyn)| < Albn| + |Bnl, 

所 以 zs 有 界 . 类 似 地 , yn 也 有 界 . 由 于 z,, 和 yn 都 是 整数 , 故而 由 此 推出 , 某 一 对 整 
数 z,y 必定 在 数 对 zn,yn 之 中 出 现 无 穷 多 次 . 在 (24.3.3) 中 取 zn = zyn =y, 并 令 n 
取 适 当 的 值 趋向 于 无 穷 大 , 就 得 到 (24.3.2). 

特别 要 注意 到 , 这 种 转化 成 有 理 系 数 或 者 整 系数 情形 的 证 明 方法 不 能 应 用 到 定理 
450 这 样 的 定理 中 去 . 这 个 定理 ( 当 n = 2 时 ) 断言 对 适当 的 z,y 有 | 上 | < 去 |Al. 如 
果 我 们 试图 利用 上 面 (3) 的 论证 方法 , 由 于 z,, 和 yn 不 一 定 有 界 , 该 方法 会 失效 . 这 
种 失效 很 自然 , 因为 当 系数 为 有 理 数 时 该 定理 是 平凡 的 : 显然 可 以 选取 > 和 y, 使 得 
有 &=0, |én| =0< $IAl. 


24.4 ”最 佳 不 等 式 


容易 看 出 , 定理 448 是 这 种 类 型 的 结果 中 的 最 佳 定理 , 这 里 最 佳 的 含义 在 于 , 如 
果 (24.2.1) 代 之 以 对 任何 上 <1 有 


和 ia.….》Xn 2 大 |Al， (24.4.1) 


则 该 定理 将 不 再 成 立 . 这 样 一 来 , 如 果 对 每 个 + 有 6. = zr, 就 有 人 = 1 以 及 和》 = Vk， 
这 样 (24.4.1) 就 得 以 满足 ， 但 是 ltr| < 和 + < 1 列 含 rr = 0, 所 以 (24.2.2) 除了 
zl =z2 二 … 二 0 之 外 没有 其 他 的 解 . 

自然 要 问 , 定理 449 至 定理 451 是 否 也 类 似 地 都 是 “最 佳 的 "? 除了 一 种 情形 之 
外 , 这 个 问题 的 答案 都 是 否定 的 . (24.2.4), (24.2.5) 和 (24.2.6) 右边 的 数值 常数 都 可 以 
被 更 小 的 数 代替 . 

要 提 及 的 一 个 特殊 情形 是 定理 449 当 n = 2 时 的 情形 . 这 个 定理 断言 我 们 可 以 
使 得 

Ié|+Inl < V21AD, (24.4.2) 

而 且 容易 看 出 , 这 是 最 佳 的 结果 . 如 果 & =z+y, 7 =z 一 y, 那么 A = 一 2, (24.4.2) 就 
变 成 1 引 + Im| < 2. 但 是 


全 十 四 = max (|é€ +7|,|é§ ~ 7|) = mmax(|2z| ,|2y|)， 


除了 z=y=0 以 外 它 不 可 能 小 于 2.9 
定理 450 即便 当 n = 2 时 也 不 是 最 佳 的 定理 . 当 n = 2 时 它 断 言 


1 
lén| < 31Al, (24.4.3) 


我 们 将 在 24.6 节 中 证 明 , 这 里 的 # 可 以 被 更 小 的 常数 5-# 所 取代 . 我 们 还 将 在 定理 
451 中 作出 相应 的 改进 . 这 个 定理 ( 当 n = 2 时 ) 断言 


四 实际 上 定理 449 当 n = 2 时 的 情形 等 价 于 定理 448 中 对 应 的 情形 . 
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& + < dn Al, 


而 我 们 将 要 证 明 , 4x-! = 1.27.… 能 被 ( 引 ) = 1.15.… 所 取代 . 
我 们 还 将 证 明 5-+ 和 ($)3 是 最 佳 的 常数 . 当 n > 2 时 , 确定 最 佳 的 常数 是 很 困 
难 的 . 


24.5 ”关于 &? 十 my? 的 最 佳 不 等 式 


如 果 
Q(z,Y) = ar? + 2bry + ey? 
是 一 个 关于 z 和 的 ( 实 系 数 , 但 不 一 定 是 整 系数 的 ) 二 次 型 ， 


T=pr+qy, Y=rr +sy (ps— qr=+1) 
是 在 3.6 节 的 意义 下 的 一 个 么 模 变换 . 而 
Q(z9) = Ar + 2 ry + oy? = Q(z,Y), 


那么 就 称 Q 与 Q' 等 价 , 并 记 成 Q ~ Q'. 容易 验证 有 uc 一 5? = ac 一 避 , 故而 等 价 的 
型 有 相同 的 判别 式 . 显然 “对 适当 的 整数 z,y 有 |Q| < kr 与 “对 适当 的 整数 rw,y 有 
IlQ@' < kr 这 两 个 结论 是 相互 等 价 的 . 

现在 设 ro,y 是 互 素 的 整数 , 它们 使 得 M = Q(zo,yo) 关 0. 可 以 选取 z1,y 使 得 
zo - zl = 1. 变换 


z= 707 + Y= +hy (24.5.1) 
是 将 Q(z,y) 变换 成 Q'(z',y) 的 一 个 么 模 变换 , 其 中 
a’ = ar8+2broyo + cy = Qtzoyo) = M. 
如 果 进 一 步 再 做 一 个 么 模 变换 
区 = 砂 二 ny y= (24.5.2) 
其 中 中 是 一 个 整数 , a' = M 不 变 , 而 WV 则 变 成 
b=b+na =b +nM. 


由 于 M 关 0, 故 可 以 选取 n 使 得 -|M| < 25” < |MI|. 这 样 就 用 么 模 变 换 把 Q(z,y) 变 
换 成 了 

Q(z",y") sy Mzr”™? + 2b"z"y" 十 ca， 
其 中 一 IM| < 2 < 


加 热 悉 二 次 型 理论 基础 的 读者 应 该 了 解 Gauss 将 Q 变换 成 “已 化 ”型 的 方法 . 
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现在 可 以 对 n = 2 的 情形 改进 定理 450 和 定理 451 的 结果 . 首先 讨论 后 一 个 
定理 . 


定理 453 ”存在 不 全 为 零 的 整数 Z,y, 使 得 


# 
+ < (3) IAl. (24.5.3) 
而 且 , 除了 3 
+ 人 ~ 9| IA| (z? + zy +y°) (24.5.4) 
这 种 情形 之 外 , 结论 中 都 有 不 等 号 成 立 . 
我 们 有 
£2 + =ar?+2bry+ ey = Q(T,Y), (24.5.5) 
其 中 


ep i RP =82462 
人 +7,b=aB+7y6,c= +6, (24.5.6) 


ac 一 刀 = (a6 一 57)2 = A2 > 0. 


这 样 一 来 , 除了 z = y = 0 的 情形 之 外 , 都 有 Q > 0, 而 且 存在 至 多 有 限 多 对 整数 z,y， 
使 得 Q 小 于 任意 给 定 的 k. 由 此 推出 , 在 这 样 不 全 为 零 的 整数 对 中 , 存在 一 个 整数 对 ， 
比方 说 就 是 (zo, yo), 它 使 得 Q 取 到 正 的 最 小 值 m. 显然 , zo 和 yo 是 互 素 的 , 所 以 , 根 
据 我 们 刚刚 说 过 的 , Q 与 一 个 型 Q" 等 价 , 其 中 a” = m 以 及 -mm < 2b”" < m. 这 样 一 
来 (去 掉 撤 号 ), 就 可 以 假设 这 个 型 是 


mr? 十 2bzy + cy2， 


其 中 -m < 2b < m. 那样 就 有 c > m, 这 是 因为 , 如 若 不 然 , 那么 由 z = 0,y = 1 就 会 
给 出 一 个 小 于 m 的 值 , 而 且 


A2 = mc 一 刀 >7m2 一 jm = Fm?, (24.5.7) 


所 以 有 m < (外 让 AL 
这 就 证 明了 (24.5.3). (24.5.7) 中 的 等 号 仅 当 c= m 以 及 5= 3m 同时 满足 时 才 成 
立 ,此 时 有 Q ~ mm (2 十 zy 十 访 ). 对 于 这 样 一 个 型 , 其 最 小 值 显然 是 (外 IAl. 
24.6 ”关于 |&m| 的 最 佳 不 等 式 


现在 转向 乘积 lo|, 来 证 明 
定理 454 ”存在 不 全 为 零 的 整数 T,2, 使 得 


Iénl < 5 上 |A|. (24.6.1) 
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且 除非 有 
急 一 5 到 |Al (z+ zy —y), (24.6.2) 
否则 结论 中 不 等 号 成 立 . 
这 个 证 明 不 如 定理 453 的 证 明 那 样 简洁 明了 , 因为 这 里 关注 的 是 一 个 “不 定型 ”. 
“ £7 = az? + 2bry + cy = Q(z,Y), (24.6.3) 
其 中 


a= 07, 2b = a6 + By, c= 86, 
(24.6.4) 


4( 妇 一 ac) =A2z>0. 


用 m 表示 lQ(z,y)| 的 下 界 (对 于 不 全 为 零 的 zx 和 y)， 显 然 可 以 假设 m > 0, 这 
是 因为 如 果 m = 0, 那 就 没有 什么 要 证 明 的 了 ， 现 在 有 可 能 不 存在 数 对 z,y, 使 得 
IQ(z, 胃 | = m. 但 是 必定 有 数 对 存在 , 使 得 |Q(z,y)| 可 以 任意 接近 于 m 故而 可 以 求 
得 一 对 互 素 的 zo 和 加 , 使 得 m < IM| < 2m, 其 中 M = Q(zo,zo). 不 失 一 般 性 , 可 以 
取 M > 0. 如 果 像 在 24.5 节 中 那样 来 作 变换 , 并 去 掉 撤 号 , 新 的 二 次 型 就 是 


Q(z,y)= M7? + 2bry 十 cy2， 
其 中 
ms<M<2m, —m<2b<M (24.6.5) 
且 
4( 妇 -Mec=Az>0. (24.6.6) 


根据 m 的 定义 , 对 所 有 不 同时 为 零 的 整数 对 z,y 都 有 |Q(z,y)| > m. 所 以 , 如 果 
对 某 对 特殊 的 整数 有 Q(z,y) < m, 就 会 推出 有 Q(z,y) < -m. 现在 根据 (24.6.5) 和 
(24.6.6) 有 


Q0oD =e< EE <IM<m. 
于 是 c< -m, 记 C = -c>m > 0. 再 次 有 
@(1B)=M- -CM-C<M-m<m 
所 以 M -|2b| 一 C < -m, 这 就 是 
l2b>M+m—C. (24.6.7) 
如 果 M+m-C<0, 就 有 C> AM+m>2m, 且 


A2 =4( 刀 +MC) >4MC > 8m2 > 5m2. 
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如 果 M+m 一 C >0, 由 (24.6.7) 就 有 


A?=4b +4MC > (M+m—-C)+4MC 
=(M—m+C)? +4Mm > 5m2. 


其 中 的 等 号 仅 当 M 一 m+C =m 和 M = m 时 才 会 发 生 . 所 以 有 M = C =m 以 及 
I = m. 这 等 价 于 两 个 (等 价 的 ) 二 次 型 m (z? + zy 一 岂 ) 和 m(z? 一 zy 一 如) 中 的 
一 个 . 对 这 些 型 有 |Q(1,0)| = m = 5-3A, 而 对 所 有 其 他 的 型 则 有 5m? < A?, 从 而 可 
以 选取 zo,yo, 使 得 

5m2 < 5M? < A2. 


这 就 是 定理 454. 
24.7 ”关于 非 齐 次 型 的 一 个 定理 
接 下 来 证 明 Minkowski 关于 非 齐 次 型 
€-p=art+By—p, 1-0o=77+y-0 (24.7.1) 
的 一 个 重要 的 定理 . 


定理 455 ”如 果 & 和 是 关于 I,y 的 齐 次 线性 型 , 其 行列 式 人 了 0, 且 P 各 
是 实数 , 那么 存在 整数 zi,2j, 使 得 


I -p(n -ol< HA (247.2) 


此 时 式 中 有 不 等 号 成 立 , 除非 有 
E=b 1=0, 0f=A, p=0(1+3)， o=¢ (s+3), (24.7.3) 


其 中 以 和 vw 是 整 系数 的 型 ( 且 行列 式 为 1), 而 了 和 9 是 整数 . 


应 该 注意 到 , 这 个 定理 与 前 面 所 有 的 定理 之 间 的 区 别 在 于 : 我 们 并 不 排除 取 值 
Zz = yy = 0. 如 果 不 允 许 取 这 种 值 的 可 能 性 , 就 会 产生 错误 . 例如 , 如 果 5 和 7 是 定理 
454 的 特例 , 且 p =o = 0. 

用 不 同 的 形式 来 重新 表述 这 个 定理 会 很 方便 . 在 6,7 平面 中 与 整数 z,y 对 应 的 
点 构成 一 个 行列 式 为 A 的 格 A. 两 个 点 PQ 关于 A 是 等 价 的 , 如 果 向 量 PQ 与 从 原 
点 出 发 到 A 的 某 个 点 的 一 个 向 量 相 等 ,? 而 (€ -p,m 一 o)( 其 中 的 z,y 是 整数 ) 等 价 于 
(p, 一 0). 从 而 该 定理 可 以 被 重新 表述 成 : 


外 见 3.11 节 . 这 与 说 "在 (z,y) 平面 上 对 应 的 点 关于 基本 格 是 等 价 的 ”有 同样 的 意义 . 
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定理 456 如果 A 是 在 (&,7) 平面 上 一 个 行列 式 为 A 的 格 , Q 是 平面 上 任意 一 
个 给 定 的 点 , 那么 存在 一 个 与 Q 等 价 的 点 , 使 得 


lenl < 4Al. (24.7.4) 
而 且 除了 (24.7.3) 所 述 的 特殊 情形 以 外 , 均 有 不 等 号 成 立 . 
下 面 要 来 关注 三 组 变量 的 集合 (z,y), (&,n) 以 及 (€',71). 称 后 面 两 组 变量 所 在 的 
平面 为 和. 
可 以 假设 A = 1. ?根据 定理 450( 当 然 也 要 用 到 定理 454), 存在 A 的 一 个 异 于 原 
点 且 与 zo,yo 对 应 的 点 三, 使 得 Y 
léom| < 5: (24.7.5) 


可 以 假设 zo 和 yo 互 素 (从 而 点 PB 在 3.6 节 的 意义 下 是 “可 以 看 见 的 "). 由 于 如 和 
m 满足 (24.7.5), 且 不 全 为 零 , 故而 存在 一 个 正 的 实数 , 使 得 


(M0)? + (A-1mo) =1. (24.7.6) 


取 
€=X, 7=N. (24.7.7) 
那么 在 平面 中 的 格 A 对 应 于 w' 中 的 一 个 格 A', A' 的 行列 式 也 为 1. 如 果 0 和 已 
与 O 和 及 相对 应 , 那么 RR 也 像 一 样 是 可 以 看 见 的 . 而 且 由 (24.7.6) 有 0O'Ps = 1. 
于 是 A' 的 位 于 0'Py 上 的 点 是 按照 单位 长 度 分 布 开 来 的 , 而 由 于 A' 的 基本 平行 四 边 
形 的 面积 是 1, 所 以 A' 的 其 他 的 点 就 位 于 与 0'P 平行 的 直线 上 , 且 相 互 之 间 间 隔 的 
距离 为 单位 长 . 
用 5' 来 记 中 心 在 0' 点 且 有 一 边 垂直 平分 O'R 的 那个 正方 形 .”5' 的 每 边 长 都 


是 1. 8' 位 于 圆 \ 
1 1 
+ =2($) =3 
的 内 部 , 且 在 5' 的 所 有 点 处 毕 有 
[WAS 3 (€*+7°)< 于 (24.7.8) 


如 果 4 和 B' 是 5' 内 部 的 两 个 点 , 那么 向 量 4'B' 的 每 一 个 分 量 (平行 于 正方 
形 的 边 来 度量 ) 都 小 于 1, 所 以 4' 和 B' 不 可 能 是 关于 A' 为 等 价 的 . 由 定理 42 推出 ， 
存在 3' 的 一 个 点 与 Q' 等 价 (Q' 是 x 中 与 @ 对 应 的 点 ). r 的 对 应 的 点 等 价 于 Q, 且 
满足 


(24.7.9) 


1 
wy 

-= =. 
lent= Em 了 


加 见 定理 450 中 的 相关 脚注 . 
加 读者 应 该 通 一 个 图 . 
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这 就 证 明了 定理 456( 或 者 定理 455) 的 主要 结论 . 

如 果 在 (24.7.9) 中 有 等 号 成 立 , 则 在 (24.7.8) 中 必定 等 号 成 立 , 所 以 有 |t| = |w| = 
到 这 仅 在 5' 有 边 与 坐标 轴 平 行 且 当 问 题 中 所 讨论 的 5' 的 点 在 项 角 上 时 才 有 可 能 . 
此 时 , 忆 必定 是 四 个 点 ( 土 1,0) ,(0, 士 1) 中 的 一 个 . 例如 , 可 以 假设 它 是 (1,0). 

格 A' 可 以 用 O'RPy 和 OP 作为 基础 , 其 中 PY 在 1 = 1 上. 适当 选取 Pl, 我 们 
可 以 假设 它 就 是 (c,1), 其 中 0< c < 1. 如 果 5' 中 与 @' 等 价 的 点 , 比方 说 就 是 (3, 3)， 
那么 (一 c, 寺 一 1), 也 即 (六 一 c, 一 3), 就 是 与 8' 等 价 的 另 一 个 点 . 如 果 c = 0, 那么 
这 个 点 只 可 能 在 5' 的 一 个 角 上 , 这 必定 如 此 . 因此 , Pl 是 (0,1), A' 是 在 中 的 基本 
格 , 而 Q'( 它 与 (3,) 等 价 ) 的 坐标 为 

g=f+3, =g+ 

其 中 了 和 9 是 整数 . 这 样 我 们 就 被 引导 到 例外 的 情形 (24.7.3), 显然 , 在 此 时 等 式 的 
符号 是 必要 的 . 
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我 们 还 要 对 定理 455 的 主要 结论 给 出 一 个 算术 的 证 明 . 像 在 定理 456 中 一 样 来 
对 它 加 以 变换 , 我 们 需要 证 明 , 给 定 上 和 v, 可 以 用 与 y 和 vw 关于 模 1 同 余 的 一 个 z 
和 一 个 y 来 满足 (24.7.4). 

再 次 假设 A = 1, 如 同 在 24.7 节 中 一 样 , 存在 整数 zo,yo( 可 以 假设 它们 是 互 素 
的 ), 使 得 


lezo+ Byo) (ro + lol < 

选取 zl 和 使 有 zom 一 ziyo = 1. 变换 

T= 70Z +z Y= +hy 
将 5 和 变换 成 型 6 = az' + PY ,7 = 站 z' +61y, 且 满足 

leY|= |(azo + Byo) (yz0 + 6yo)| < 到 
于 是 , 恢复 到 原来 的 记号 , 不 失 一 般 性 可 以 假设 
lanl < (24.8.D) 
由 (24.8.1) 推出 , 存在 一 个 实数 \, 使 得 


》)2a2 二 入 -272 = 1. 
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且 对 某 个 b,c,p 有 


2|(az+ By) (yz + 6W)|< NX (ar + By) + A? (yz + ov) 
一 Z2 十 2bzy 十 cy2 = (z+ by)? + py?. 


一 方面 , 这 个 二 次 型 的 判别 式 是 和 (az + By) 和 和 -1 (yz + 6y) 的 行列 式 " 的 平方 , 这 就 
是 1, 而 另 一 方面, 它 又 等 于 z+ by 和 p#y 的 行列 式 的 平方 , 这 就 是 p, 于 是 有 了 = 1. 
从 而 

2|(az + By) (yz + 5)| < (z+ bY) + 


可 以 选取 y=v (mod 1) 使 有 |y| < 3, 从 而 zx 三 p (mod 1), 所 以 |z + bw| < 去 这 样 就 


人 的- 


在 这 个 可 供 选 用 的 证 明 中 等 式 成 立 的 条 件 留 给 读者 来 研究 . 


24.9 ”Tchebotaref 定理 


人 们 猜想 定理 455 可 以 推广 到 n 维 的 情形 , 并 可 以 用 2-" 来 取代 4. 但 是 这 仅 
仅 对 n=3 和 n= 4 得 到 了 证 明 . 然而 Tchebotaref 有 一 个 定理 在 这 个 方向 上 取得 了 
某 种 成 功 . 


定理 457 如果 1,62,… ,En 是 关于 zlza…' ,Zn 的 齐 次 线性 型 ， 系数 为 实数， 
行列 式 为 A, p1, Pp2，,… ,Pn 为 实数 ,mm 是 
| — p1) (€2 — p2)*** (én — pn)| 
的 下 界 , 那么 
m<2-4"|A|. (24.9.1) 

可 以 假设 A =1 以 及 m > 0. 这 样 的 话 , 给 定 任何 正 数 es, 都 存在 整数 zz ， 
zx， 使 得 

ITTié: —pl= I —p) (6 — pa) (6 pn)|= Ts, (0<0<e). (249.2) 


1-0 
设 ‘ 
= Gb 
€= A(azr + Py) pe Xe 8 
@ 折线 人次 ( 攻 说 二 丙 个 妆 明 的 和 G7 的 行列 式 | 人 | 


三 a6 - BY, 参见 (24.5.5) 以 及 (24.5.6), 下 同 . 一 一 译 者 注 
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那么 81, 妈 ,… , 妈 是 关于 zl -zzz 一 开 ，…,zn 一 2 的 线性 型 , 其 行列 式 为 D, 且 
它 的 绝对 信 为 ee 

Ipl= (I -oh = 
而 在 6 空间 中 与 整数 z 对 应 的 点 构成 一 个 格 A', 其 行列 式 的 绝对 值 是 坛 :. 由 于 


LIS -oil >m， 
故而 A' 的 每 个 点 都 满足 
IIe+1l=II #2|>1-0 
关于 原点 对 称 的 点 也 满足 同样 的 不 等 式 , 所 以 有 II 11>1-0 以 及 
ITT? -1|=|(e? -2) (e320) (0)|>0-0. (24.9.3) 


现在 来 证 明 ， 当 e 和 6 很 小 时 , 除了 原点 之 外 , 在 由 


el< Vy{+0-07} (249.4) 


所 定义 的 立方 体 C" 中 不 再 含有 人 /的 任何 其 他 的 点 . 假设 如 果 有 这 样 一 个 点 , 它 就 会 满 
足 
12-1<(1-0° <1 人 G=12 (24.9.5) 
如 果 对 某 个 有 
#2 -1>—(1-0), (24.9.6) 
那么 对 那个 就 有 |s? 一 1| < (1 一 90), 而 且 对 每 个 i 都 有 | 一 1| < 所 以 
I -1|<a-0, 
这 与 (24.9.3) 矛盾 . 因此 (24.9.6) 是 不 可 能 的 , 于 是 
-1<€2-1<-(1-—0 (i=L,2,.,n), 
从 而 
I< VY{1 00} < VG5 《=12 (24.9.7) 


这 样 一 来 , 当 s 和 9 很 小 时 , A' 在 C' 中 的 每 个 点 都 非常 接近 于 原点 . 

但 是 这 立即 会 产生 矛盾 . 因为 如 果 (&1, 双 ,… , 妈 ) 是 A! 的 一 个 点 , 那么 , 对 每 个 
整数 N, (NEf,… , NE) 也 是 A' 的 一 个 点 ， 如果 9 很 小 , 则 C' 中 的 一 个 格 点 的 每 
个 坐标 都 满足 (24.9.7), 且 这 些 坐 标 中 至 少 有 一 个 不 是 0, 那么 显然 可 以 选取 N, 使 得 
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(N6… ,NE) 仍然 在 C' 之 中 , 而 且 它 与 原点 之 间 的 距离 至 少 为 3, 这 样 它 就 不 可 能 
满足 (24.9.7). 如 我 们 所 说 的 那样 , 这 对 矛盾 表明 , 除了 原点 之 外 , 在 C' 中 再 也 没有 
A' 的 点 了 . 

现在 很 容易 完成 定理 457 的 证 明 . 由 于 除了 原点 之 外 , 在 C' 中 再 也 没有 A' 的 点 
了 , 由 此 根据 定理 447 推出 , C' 的 体积 不 超过 

2"1DI =2"(1— 0)/m. 
于 是 有 
2nm {1+ (1—0)}i" < 2"(1—0). 

两 边 用 2* 来 除 , 并 令 9 一 0, 得 到 


m < 2-n, 


这 就 是 定理 的 结论 . 


24.10 ”Minkowski 定理 (定理 446) 的 逆 定 理 


定理 446 有 一 个 部 分 的 逆 定 理 , 我 们 要 对 n = 2 来 证 明 这 个 结论 . 这 个 结论 并 不 
局 限于 凸 区 域 , 所 以 首先 来 重新 定义 一 个 有 界 区 域 P 的 面积 , 因为 第 32 页 中 的 定义 
可 能 已 经 不 再 适用 . 

对 每 个 p > 0, 我 们 用 A(p) 记 点 (pz, py) 作成 的 格 , 其 中 z,y 全 取 整 数值 , 并 用 
g(p) 来 记 A(p) 的 (除了 原点 O 之 外 的 ) 属于 有 界 区 域 P 的 点 的 个 数 . 称 


V= Bm p2g(p) (24.10.1) 


为 PP 的 面积 , 如 果 此 极限 存在 的 话 . 这 个 定义 包含 了 面积 的 仅 有 的 性 质 , 我 们 在 下 面 
要 用 到 这 些 性 质 . 它 显然 与 多 边 形 、 椭 图 等 初等 区 域 的 面积 的 任何 一 种 自然 的 定义 都 
等 价 . 

首先 证 明 : 


定理 458 ”如 果 已 是 一 个 面积 为 V(V < 1) 的 有 界 平 面 区 域 ， 那么 存在 一 个 行 
列 式 为 1 的 格 , 它 (除了 O 之 外 ) 没有 其 他 属于 书 的 点 . 


由 于 P 是 有 界 的 , 故而 存在 一 个 数 N, 使 得 对 P 中 的 每 个 点 (5,7) 都 有 
-N<s<sN -N<m<N. (24.10.2) 


设 p 是 任何 一 个 满足 
p>N? (24.10.3) 


的 素数 . 
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令 是 任意 一 个 整数 , Au 是 由 点 (€,n) 作成 的 格 , 其 中 
_X uX+pY 
€= J 7 | 
而 X,Y 全 都 取 整 数值 . Au 的 行列 式 为 1. 如 果 定 理 458 不 成 立 , 那么 就 存在 一 个 既 
属于 A, 又 属于 PP 的 点 T, 它 不 与 O 重合 . 设 T, 的 坐标 为 
Xu _ UXu+pYu 
VP’ ee TV : 
如 果 Xu = 0, 则 根据 (24.10.2) 和 (24.10.3) 有 


= 


VPIY| =|] < N < Vo. 
由 此 推出 ,= 0, 故而 T, 就 是 O, 这 与 假设 矛盾 . 因此 Xw 关 0, 且 
0<IXul= VPléu| < NYP <?: 
从 而 有 
Xu #0 (mod p). (24.10.4) 
如 果 T, 和 工 , 重合 , 有 
Xu = Xs, uXu+pYs =vXu +pY, 


所 以 根据 (24.10.4) 有 
Xu (u —v) =0,， uv (mod p). 


故而 了 个 点 
To, Ti, (24.10.5) 
都 是 不 相同 的 . 由 于 它们 都 属于 P 和 人 (p-), 由 此 推出 
g(r) 2p. 


但 是 这 对 足够 大 的 p 是 错误 的 , 因为 根据 (24.10.1) 有 
pig(pi) mV < 


故而 定理 458 成 立 . 

为 了 下 一 个 结果 , 我 们 需要 用 到 第 3 章 里 引进 的 一 个 格 的 可 见 的 点 这 个 思想 .A(p) 
的 一 个 点 工 是 可 见 的 (visible)( 也 就 是 从 原点 可 以 看 见 的 ), 如 果 工 不 是 0, 且 在 O 与 
了 之 间 的 线段 OT 上 没有 A(p) 的 点 . 用 f(p) 记 A(p) 的 属于 P 的 可 以 看 见 的 点 的 个 
数 , 并 证 明 下 面 的 引 理 . 
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定理 459 当 p 一 0 时 有 


V 
2 A 
pf(p) ZG) 


A(p) 的 异 于 O 点 且 其 坐标 满足 (24.10.2) 的 点 的 个 数 是 


(QIN/a+1) 一 1 


从 而 对 所 有 p 都 有 
flp)=g(p)=0 (p>N) (24.10.6) 
以 及 
f(p) < g(p) <9N2/P2 (24.10.7) 
成 立 . 


显然 , (pz, py) 是 A(p) 的 一 个 可 以 看 见 的 点 , 当 且 仅 当 z,y 互 素 . 更 一 般 地 , 如 果 
m 是 > 和 y 的 最 大 公约 数 , 点 (pz,py) 是 A(mp) 的 一 个 可 以 看 见 的 点 , 但 是 对 任何 
整数 上 关 m, 它 都 不 是 A(kp) 的 一 个 可 以 看 见 的 点 . 这 样 就 有 


g(p) = 》 fmp). 
ml 


根据 定理 270 得 到 


E> 


flp) = 》 pm)g(mp). 


m=1 


该 定理 的 收敛 性 条 件 显 然 是 满足 的 ， 这 是 由 于 根据 (24.10.6) 可 知 , 对 mp > N 有 
f(mp) = g(mp) = 0. 再 次 利用 定理 287 有 


所 以 


5(2) m 
现在 设 = > 0. 根据 (24.10.1), 存在 一 个 数 m = pi(s), 使 得 只 要 mp < pl, 就 有 


Pf(p) -2 = 和 sm) {m2p?g(mp) —V}. (24.10.8) 
m=1 


|m2p2g(mp) 一 Vv| <e. 
再 次 根据 (24.10.7), 对 所 有 m 有 


|m2p?g(mp) —V| < 9N2+V. 
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如 果 记 M = [pi/pl, 根据 (24.10.8) 有 


mo- 耐 P33 +(9N?+V) D3 a 
sO em mA 
ern? 9N?+V 
< 二 十 Mii < 3e, 
如 果 < 足够 小 , 使 得 


M= [pi/p] > (9N? + V) /e. 


由 于 < 是 任意 的 , 定理 459 就 立即 得 出 . 

现在 可 以 指出 , 定理 458 的 条 件 V < 1 可 以 放宽 , 如 果 我 们 的 结果 仅 限 于 某 种 特 
殊 形式 的 区 域 的 话 . 称 一 个 有 界 区 域 已 是 星 形 区 域 (star region), 只 要 (i) O 属于 P， 
(区 P 有 一 个 由 (24.10.1) 所 定义 的 面积 V; (iii) 如 果 了 是 P 的 任意 一 个 点 , 那么 在 
O 与 了 之 间 的 线段 OT 上 的 每 个 点 也 都 是 P 的 点 . 每 个 包含 点 O 的 凸 区 域 都 是 一 
个 星 形 区 域 , 但 是 存在 不 是 凸 区 域 的 星 形 区 域 . 现在 可 以 证 明 : 

定理 460 ”如 果 已 是 一 个 星 形 区 域 , 它 关 于 O 为 对 称 , 且 面积 了 < 26(2) = #2， 
那么 就 存在 行列 式 为 1 的 一 个 格 , 它 (除了 O 以 外 ) 没有 其 他 的 点 在 PP 中 . 

我 们 用 与 在 定理 458 中 同样 的 记号 以 及 论证 方法 . 如 果 定 理 460 不 成 立 , 那么 就 
存在 一 个 异 于 O 的 点 T,, 它 属于 A。 和 P. 

如 果 了 是 A(p-3) 的 一 个 不 可 看 见 的 点 , 则 有 m > 1 其 中 m 是 Xe 和 Xu 十 
pYs 的 最 大 公约 数 . 根据 (24.10.4), 有 p /Xu, 所 以 p 1m. 从 而 有 mjY. 如 果 记 Xu = 
mX', Y= mY 则 数 X/ 和 uX/ +pYl 互 素 . 于 是 坐标 为 

Xl MX 上 DY 
局 全 


的 点 属于 Aw, 且 它 是 A (p-}) 的 一 个 可 以 看 见 的 点 . 但 是 Z 位 于 OT, 上 , 从 
而 也 属于 星 形 区 域 P， 因 此 , 如果 人 是 不 可 看 见 的 , 可 以 用 一 个 可 以 看 见 的 点 来 代 
普 它 . 
现在 包含 p 个 点 
TD, TD, DD (24.10.9) 
它们 是 A (p-4) 的 所 有 可 以 看 得 见 的 点 , 它们 都 不 相同 (与 以 前 一 样 ) 且 没有 一 个 与 
O 重合 . 由 于 P 是 关于 O 对 称 的 , 所 以 也 包含 个 点 


To, Ty, , Tp, (24.10.10) 


其 中 十。 是 点 (-&&, mm). 所 有 这 个 点 都 是 A (z-# ) 的 可 以 看 见 的 点 , 所 有 的 点 都 
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不 相同 , 且 没有 一 个 点 是 O. 现在 人 和 T 不 可 能 重合 (因为 那样 的 话 每 一 个 点 都 会 
是 O 了 ). 此 外 , 如果 关 v, 且 Tu 和 元 重合 , 就 有 


Xu 一 一 Xo，UXu 十 pyu 一 一 "Xu 一 Pu 


(4 一 J)X, 三 0， Xu 三 0 或 者 uv (mod 7p)， 


这 两 者 都 是 不 可 能 的 . 因此 (24.10.9) 和 (24.10.10) 中 列举 的 这 2p 个 点 均 不 相同 ， 
它们 全 都 是 A (p-) 的 可 以 看 见 的 点 , 且 全 都 属于 P, 所 以 


f (p73) > 2p. (24.10.11) 
但 是 , 根据 定理 459 可 知 , 当 p 一 oo 时 根据 假设 有 
pi1f (ni) 一 6V/r2 <2, 


从 而 对 足够 大 的 p, (24.10.11) 是 错误 的 . 这 就 得 出 定理 460. 
上 面 给 出 的 定理 458 和 定理 460 的 证 明 可 以 立即 推广 到 n 维 . 在 定理 460 中 ， 
4(2) 要 用 C(n) 来 代替. 
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24.1 节 . Minkowski 有 关 数 的 几何 的 著述 包含 在 他 的 书 Geometrie der Zahlen 和 Diophantis- 
che Approrimationen( 这 几 本 书 已 经 在 3.10 节 的 附注 中 提 到 过 ) 以 及 他 的 Gesammelte Abhand- 
lungen (Leipzig, 1911) 中 重新 印行 的 若干 篇 论文 之 中 . 基本 定理 首先 是 在 他 于 1891 年 的 一 篇 论 
文中 表述 并 给 出 证 明 的 (Gesammelte 4bhandlungen, i 265), 在 Koksma 的 书 第 2 章 和 第 3 章 中 
有 关于 这 个 论题 直到 1936 年 为 止 的 历史 以 及 文献 资料 的 一 个 非常 详尽 的 介绍 , 有关 其 后 的 进展 的 
综述 由 Davenport 在 Proc, International Congress Math. (Cambridge, Mass., 1950), 1 (1952), 
166-174 的 一 篇 文章 中 给 出 . 整个 论题 的 更 加 新 近 的 报告 由 Cassels，Geometry of numbers 以 及 
Lekkerkerker，Geometry of numbers 给 出 . 

Siegel[Acta Math. 65 (1935), 307-323] 指出 了 , 如 果 V 是 不 包含 除了 O 以 外 的 格 点 的 一 个 
凸 的 对 称 区 域 RR 的 体积 , 那么 


2 =V+V II 


其 中 每 一 个 了 都 是 R 上 的 一 个 重 积分 . 这 个 公式 使 得 Minkowski 定理 变 得 显而易见 . 

Minkowski( Geometrie der Zahlen, 211-219) 证 明了 一 个 进一步 的 定理 , 这 个 定理 包含 并 超越 
了 基本 定理 . 假设 及 是 凸 的 对 称 区 域 , 并 用 AR 来 表示 用 因子 和 对 RR 作 关 于 O 点 的 线性 放大 . 如 
下 来 定义 和 ,和 2，… ,An: Xi 是 使 得 AR 在 其 边界 上 有 一 个 格 点 P 的 最 小 Xi; Xa 是 使 得 和 R 在 其 
边界 上 有 一 个 格 点 忆 , 且 忆 不 与 O 以 及 PP, 共 线 的 最 小 X; Xa 是 使 得 AR 在 其 边界 上 有 一 个 格 
点 己 , 且 忆 不 与 O, PP 以 及 忆 共 线 的 最 小 Xi 如 此 等 等 . 那么 就 有 


0<ANAS<SNS Sh 
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(例如 , 如 果 和 1 在 它 的 边界 上 有 第 二 个 不 与 O 以 及 互 共 线 的 格 点 , 和 2 就 会 等 于 1), 且 有 
NN MnV & 2". 


基本 定理 等 价 于 和 ?V < 2". Davenport[Quarterly Journal of Math. (Oxford), 10 (1939), 117- 
121] 对 这 个 更 一 般 的 定理 给 出 了 一 个 简短 证 明 , 也 见 Bambah, Woods 以 及 Zassenhaus [J Aus- 
tralian Math. Soc. 5 (1965), 453-462]. 

24.2 节 . 基本 定理 的 所 有 这 些 应 用 都 是 由 Minkowski 作出 的 . 

Siegel, Math，Annalen, 87 (1922), 36-38 给 出 了 定理 448 的 一 个 解析 证 明 : 可 参见 Mordell, 
同一 杂志 , 103 (1930), 38-47. 

Haj6s，Math，Zeitschrift, 47 (1941), 427-467 证 明了 Minkowski 关于 定理 448 的 “边界 情 
形 ” 的 一 个 有 趣 猜 想 . 假设 A = 1, 则 存在 整数 zi, za, … ,zn, 使 得 对 > = 1,2,…… ,nm 有 |ér| < 1. 
可 否 选取 诸 zr 使 得 对 每 个 r 都 有 |&,| < 1? Minkowski 猜想 (现在 已 被 Haj6s 证 明 ) 说 的 是 : 除 
了 & 可 以 通过 次 序 的 改变 以 及 么 模 变换 化 为 型 


上 一 1 62 = a2171 十 T2 En 一 am1Z1 十 am,272 十 … 十 了 mn 


这 种 情形 之 外 , 在 其 他 情形 这 都 是 正确 的 . 这 个 猜想 以 前 只 对 n < 7 获得 了 证 明 . 

定 二 次 型 的 最 小 值 的 第 一 个 一 般 性 的 结果 是 由 Hermite 在 1847 年 发 现 的 ((Buvres, i, 100 以 
及 其 后 所 述 ): 这 些 结果 不 如 Minkowski 的 结果 那么 好 . 

24.3 节 . 这 种 特点 的 第 一 个 证 明 是 由 Hurwitz, Gottinger Nachrichten (1897), 139-145 发 现 
的 , 而 Landanu 在 Algebraische Zahlen, 34-40 中 又 重新 给 出 了 这 个 结果 . 其 证 明 后 来 由 Weber 和 
Wellstein, Math. Annalen, 73 (1912), 275-285, Mordell, Journal London Math. Soc 8 (1933), 
179-182 以 及 Rado, 同一 杂志 ，9 (1934), 164-165 以 及 10 (1933), 115 给 出 了 简化 . 这 里 给 出 的 
证 明 本 质 上 属于 Rado( 简 化 为 2 维 的 情形 ). 

24.5 节 ， 定 理 453 在 Gauss, D.A., 第 171 章 中 . 有 关 n 个 变量 的 型 的 对 应 的 结果 只 对 于 
n < 8 是 已 知 的 : 见 Koksma, 24 以 及 Mordell, Journal London Math. Soc. 19 (1944),3-6. 

24.6 节 . 定理 454 是 由 Korkine 和 Zolotareff, Math. Annalen 6 (1873), 366-389 (369) 首 
先 证 明 的 .我们 的 证 明 属于 Davenport 教授 . 另 一 个 简单 的 证 明 见 Macbeath，Journal London 
Math，Soc, 22 (1947), 261-262. 定理 193 和 定理 454 之 间 有 较为 密切 的 联系 . 

定理 454 是 一 系列 定理 中 的 第 一 个 , 它们 主要 属于 Markoff. Dickson, Studies 第 7 章 中 对 此 
有 一 个 系统 的 介绍 . 如 果 é&m 既 不 与 (24.6.2) 等 价 , 也 不 与 


(a) 8-#|A|(z?+2ry —) 
等 价 , 那么 对 适当 的 z,y 有 
len| < 8 二 |Al; 
如 果 它 不 等 价 于 (24.6.2), 也 不 等 价 于 (a) 或 者 
(b) (220)- Al (5z* + llzy 一 52) ， 
那么 就 有 
len| < 5(2210) -|Al; 
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如 此 等 等 . 这 些 不 等 式 右边 的 数 是 
(¢) m(gm? — 4)-#, 


其 中 mm 是 “Markoff 数 "1, 2, 5, 13, 29, … 中 的 一 个 ; 而 数 (c) 有 极限 上 有 关 这 些 定理 的 其 他 证 
明 , 可 参见 Cassels， Diophantus Approrimation 第 2 章 . 

用 有 理 数 带 近 一 个 无 理 数 & 有 一 组 类 似 的 定理 , 其 中 最 简单 的 一 个 结果 是 定理 193: 见 11.8 
节 至 11.10 节 以 及 Koksma, 31-33. 

Davenport [Proc. London Math. Soc (2) 44 (1938), 412-431 以 及 Journal London Math. 
Soc. 16 (1941), 98-101] 解决 了 与 n = 3 对 应 的 问题 . 我 们 可 以 使 得 


leueats| < } IAl, 


除非 有 
Ga ~ $IT (m1 + 072 + 9273), 


其 中 的 乘积 取 凯 念 十 仇 一 29 一 1 = 0 的 根 9，Mordell 在 Journal London Math. Soc. 17 
(1942),107-115 以 及 后 来 发 表 在 Journal 以 及 Proceedings 上 的 一 系列 论文 中 , 对 于 有 给 定 判别 式 
的 一 般 的 二 元 三 次 型 的 最 小 值得 到 了 最 佳 不 等 式 , 并 且 指 出 了 怎样 能 从 中 推导 出 Davenport 的 结 
果 , 而 这 正 是 Mordell Mahler 以 及 Davenport 关于 非 凸 区 域 的 格 点 的 大 量 研究 工作 的 出 发 点 . 
与 n > 3 对 应 的 问题 迄今 尚未 解决 . 
Minkowski[Gattinger Nachrichten (1904), 311-335; Gesammelte Abhandlungen, ii. 3-42] 对 
于 |64| 十 |é2| 十 és| 发 现 了 最 佳 结 果 , 也 就 是 


lairieltlel< (Il) 
对 这 个 结果 尚 不 知 任何 简单 的 证 明 , 且 对 于 n > 3 也 不 知道 相应 的 结果 . 

24.7 节 至 24.8 节 ， Minkowski 在 Math. Annalen, 54 (1904), 108-114 (Gesammelte Ab- 
handlungen, i. 320-356 以 及 Diophantische Approrimationen, 42-47) 中 证 明了 定理 455. 24.7 节 
中 的 证 明 属于 Heilbronn, 而 24.8 节 中 的 证 明 属于 Landau, Journal jiir Math. 165 (1931), 1-3: 
这 两 个 证 明 尽管 形式 上 很 不 相同 , 实际 上 是 以 同样 的 思想 作为 基础 的 . Davenport [Acta Math 80 
(1948), 65-95] 解决 了 与 不 定 三 元 二 次 型 对 应 的 问题 . 

24.9 节 . 在 这 一 节 开 头 提 到 的 那个 猜想 通常 归属 于 Minkowski, 不 过 Dyson [Annals of Math. 
49 (1948)，82-109] 注意 到 , 在 Minkowski 已 发 表 的 著作 中 都 没有 找到 与 这 个 猜想 有 关 的 资料 . 
Remak [Math，Zeitschrift, 17 (1923), 1-34 以 及 18 (1923), 173-200] 对 于 n = 3 证 明了 这 个 猜 
想 的 正确 性 , Dyson[ 见 刚刚 提 及 的 那 篇 文章 ] 对 n = 4 证 明了 这 个 猜想 , 而 Skubenko (Trudy Mat. 
Inst，Steklov 142 (1976), 240-253) 则 对 n = 5 证 明了 这 个 猜想 . Davenport [Journal London 
Math，Soc，14 (1939), 47-51] 对 于 n = 3 给 出 了 一 个 简短 得 多 的 证 明 . 

当 型 的 系数 为 有 理 数 时 , 容易 证 明 这 个 猜想 的 正确 性 . 

Tchebotaref 定理 发 表 在 Bulietin Univ,Kasan (2) 94 (1934), 第 7 期 , 3-16, 其 证 明 重新 发 表 
在 Zentralblatt fiir Math. 18 (1938), 110-111 中 . Mordell [Vierteljahrsschrift d. Naturforschen- 
den Ges. in Ziirich 85 (1940), 47-50] 指出 , 这 个 结果 还 可 以 稍 加 改进 , 可 参见 Davenport, Jour- 
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nal London Math. Soc. 21 (1946), 28-34, 或 者 参见 Birch 和 Swinnerton-Dyer, Mathematika 3 
(1956), 25-39. 

24.10 节 . Minkowski [Gesammelte Abhandlungen (Leipzig, 1911), i. 265, 270, 277] 首先 对 
定理 458 和 定理 460 给 出 了 n 维 推广 的 猜想 , 并 在 其 后 对 mn 维 球 证 明了 后 者 [ 见 上 面 提 到 的 著作 ， 
这 ,95], 一 般 性 的 定理 的 第 一 个 证 明 是 由 Hlawka [Math，Zeitschrift, 49 (1944), 285-312] 给 出 的 . 
我 们 的 证 明 属 于 Rogers [Annals of Math. 48 (1947), 994-1 002 以 及 Nature 159 (1947), 104- 
105]. 关于 Minkowski-Hlawka 定理 以 及 其 后 改进 的 介绍 , 可 参见 Rogers, Packing and Covering 
一 书 . 
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1, pn 的 另 一 个 公式 . 可 以 利用 定理 80 来 写 下 一 个 关于 r(z) 的 公式 , 从 而 得 到 
一 个 关于 pn 的 公式 . 这 些 公式 没有 22.3 节 所 说 的 那些 缺点 . 在 理论 上 , 它们 可 以 用 
来 计算 n(n) 和 pn, 但 是 与 Bratosthenes 得 法 比较 起 来 , 代价 是 需要 多 得 多 的 计算 量 . 
的 确 , 除了 对 于 较 小 的 n 之 外 , 使 用 它 将 使 计算 量 十 分 庞大 . 由 定理 80 推出 


(ji — 2)!=a (mod 7), > 3)， 
其 中 a = 1 或 者 0, 根据 j 是 素数 还 是 合 数 来 确定 . 因此 有 


2 
rm=1+2 人 ”| 三} w>9 
而 r(1) =0,7(2)=1. 

现在 记 


je 本 =0 fe =3 (1+ ES ez 由 


这 样 f(z,y) = 1 或 者 0 就 需要 根据 > > y 还 是 z < y 而 定 , 从 而 f(n,r(7)) = 0 或 者 


1 也 就 要 根据 n < r(7) 还 是 n > r() 而 定 , 也 就 是 根据 j > pn 还 是 j < pn 来 确定 . 
但 是 根据 定理 418 有 pn < 2n", 从 而 


2" pm 一 1 
1+》> jwrO)=1+ D1=pn. 
j=1 j=1 
这 就 是 我 们 关于 pn 的 公式 pn- 
关于 各 种 素数 公式 , 有 大 量 的 文献 可 以 参考 .例如 , 见 Dudley [American Math. 
Monthly 76 (1969), 23-28], Golomb [同一 杂志 , 1974 (81), 752-754] 以 及 Gandhi 对 后 
一 篇 论文 的 评论 [Math， Rev 50 (1975), 963j, 它们 给 出 了 进一步 的 参考 文献 . 
2. 定理 22 的 一 个 推广 定理 22 可 以 推广 到 大 量变 量 的 情形 . 假设 P(z1,… ， 
Zk) 和 Qi(z1,… ,Zk) 是 整 系数 多 项 式 , at,… ,am 是 正 整 数 , 且 


F= F(z ,Tk) = >ERN 2 
证 1 
如 果 F 对 z1,… ,zk 的 所 有 可 能 非 负 值 都 只 取 素数 值 , 那么 下 必定 是 一 个 常数 . 另 
一 方面 , Davis、Matijasevic、Putnam 以 及 Robinson 已 经 指出 了 如 何 构造 一 个 多 项 式 
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BR(zi，…… ,Zk), 使 当 zi,…… ,zx 取 非 负 整 数值 时 它 所 取 到 的 所 有 正 的 值 都 是 素数 , 且 
对 于 它们 来 说 , 这 些 正 值 的 范围 恰好 就 是 素数 , 但 是 它们 的 所 有 负 值 都 是 合 数 . 对 于 
大 = 42, R 的 次 数 不 必 高 于 5. 到 目前 为 止 对 于 上 所 找到 的 最 小 值 是 10, 此 时 R 的 次 
数 是 15 905. 关于 最 后 这 个 结果 , 见 Matijasevic, Zapiski naucn, Sem. Leningrad. Otd. 
Mat，Inst，Steklov 68 (1977), 62-82 (原文 为 俄 文 , 英文 摘要 ). 关于 整个 问题 以 及 全 部 
文献 的 介绍 , 见 Jones, Sato, Wada 以 及 Wiens, American Math. Monthly 83 (1876)， 
449-465. 


3. 关于 素数 的 未 解决 的 问题 . 除了 纠正 一 个 微小 的 错误 以 外 , 2.8 节 中 所 列举 的 
未 解决 的 问题 与 本 书 第 1 版 (1938 年 ) 中 列举 的 未 解决 的 问题 完全 一 样 . 在 这 40 年 
间 , 这 些 猜 想 中 没有 一 个 得 到 证 明 或 者 被 否定 . 不 过 对 于 它们 的 证 明 还 是 有 一 些 重要 
的 进展 , 在 这 里 我 们 对 其 中 的 某 些 进展 进行 介绍 . 

Goldbach 在 1742 年 写 给 Euler 的 一 封 信 中 陈述 了 他 的 “定理 "( 2.8 节 中 提 到 了 这 
个 结论 ): 每 个 偶数 n > 3 都 是 两 个 素数 之 和 . Vinogradov 于 1937 年 证 明了 : 每 个 充分 
大 的 奇数 都 是 3 个 素数 之 和 . Estermann, jntroduction 给 出 了 Vinogradov 的 证 明 . 设 
已 (z) 表示 在 小 于 z 的 偶数 中 不 能 表示 成 两 个 素数 之 和 的 偶数 的 个 数 . Estermann, van 
der Corput 和 Chudakov 证 明了 E(z) = olz), Montgomery 和 Vaughan [4cta Arith. 
27 (1975), 353-370] 将 此 结果 改进 为 E(z) = of(zl-5)( 对 一 个 适当 的 5 > 0). 也 见 参考 
文献 中 最 后 一 篇 论文 . Riesel 和 Vaughan(4skiu f6r mat 21 (1983), 45-74) 证 明了 : 每 
个 奇数 n > 1 是 至 多 19 个 素数 之 和 , 而 每 个 偶数 n 是 至 多 18 个 素数 之 和 . 有 人 验证 
了 Goldbach 猜想 对 于 m < 108 为 真 . 

用 己 来 记 任何 一 个 这 样 的 数 , 它 要 么 是 素数 , 要 么 至 多 是 两 个 素数 之 积 .? 陈 景 
润 证 明了 : 每 个 充分 大 的 偶数 是 一 个 素数 和 一 个 忆 之 和 (最 简单 的 证 明 见 Ross, J 
London Math、8Soc. (2) 10 (1975), 500-506) 且 存 在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 p 十 2 是 一 
个 已. 在 n? 与 (n+1)? 之 间 存在 一 个 Pi(Chen, Sci Sinica 18 (1975), 611-627), 且 
在 n 一 mn? 与 n 之 间 有 一 个 素数 存在 , 其 中 0 = 器 [Iwaniec 和 Pintz (Monatshefte 上 
Math，98 (1984), 115-143)]. 这 一 段 里 提 到 的 所 有 结果 都 是 用 现代 簿 法 得 到 的 . 关于 
第 法 的 一 个 初等 说 明 见 Halberstam 和 Roth 著作 的 第 4 章 , 有 关 筛 法 的 更 完整 处 理 
见 Halberstam 和 Richert 的 书 . 


@ 这 样 的 数 现在 通常 称 为 一 个 殖 素数 ， 一 一 译 者 注 
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特殊 符号 以 及 术语 索引 


这 里 的 参考 材料 给 出 了 本 书记 涉及 符号 的 定义 所 在 的 章节 号 , 其 中 包含 了 按照 标 
准 意义 经 常 出 现 的 符号 , 但 不 包括 只 在 特殊 的 章节 中 才 使 用 的 符号 , 像 5.6 节 中 的 符 
号 5S(m,n), 这 里 就 不 包括 . 


这 里 所 列 的 符号 有 时 也 暂时 用 作 其 他 目的 , 比如 符号 Y 就 用 在 了 3.11 节 以 及 其 


他 地 方 . 
一 般 性 的 解析 符号 
0O,o,~, <,,|f|, A( 未 指定 的 常数 ) 1.6 节 
min(z, y), max(Z,y) 5.1 节 
e(7) = er 5.6 节 
四 6.11 节 
(z) ,去 11.3 节 
[ao, a1,… ,an]( 连 分 数 ) 10.1 节 
pn;qn( 浙 近 分 数 ) 10.2 节 
a 10.5 节 , 10.9 节 
ba 10.7 节 , 10.9 节 
整除 性 、 同 余 式 等 的 符号 

bla,b la Rh. 
(a,b), (ab 有) 2.9 节 
{a,b} 5.1 节 
z=a (mod m), 1 a (mod m) 5.2 节 
f(z)=g(7z) (mod m) 和 2 节 
g(zjlf(z) (mod m) 7.3 节 
于 (mod m), & (mod m) 7.8 节 
k(D) 12.2 节 
k(i) 12.2 节 
k(p) 12.2 节 


k(9) 14.1 节 
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Bla ,8 #aa=8 (mod 7)[ 在 kfi) 以 及 其 他 的 域 中 ] 12.6 节 , 12.9 节 ,14.4 节 , 15.2 节 


E (单位 ) 12.4 节 , 12.6 节 , 14.4 节 
Na ( 范 数 ) 12.6 节 , 12.9 节 , 14.4 节 
IIyrow,II7(o)， 5.1 节 
p pin 
aRp,aNpy, (2) 6.5 节 
特殊 的 数 和 函数 
T(z) 1.5 节 
pn 1.5 节 
五,(Fermat 数 ) 2.4 节 
Mn(Mersenne 数 ) 2.5 节 
Sn(Farey 数列 ) 3.1 节 
7(Euler 常数 ) 4.2 节 , 18.2 节 
$m) 5.5 节 
ca(n) 5.6 节 
p(n) 16.3 节 
d(n), ok(n),o(n) 16.7 节 
T(n),di(n), da(n) 16.9 节 
X(m) 16.9 节 
C(s) 17.2 节 
Aln) 17.7 节 
p(n) 19.2 节 
g(K), G(k) 20.1 节 
v(k) 2 
P(k,j) 21.9 节 
B(x), wr) 22.1 节 
U(z) 22.1 节 
w(n), A(n) 22.10 节 
术 语 
我 们 对 少量 的 词汇 和 术语 增加 一 些 参 考 资料 , 读者 寻找 这 些 资料 可 能 会 有 困难 ， 
因为 它们 不 在 章节 的 标题 中 出 现 . 
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n 的 标准 分 解 式 1.2 节 
具有 相同 阶 的 量 1.6 节 
渐 近 等 价 于 , 渐 近 于 1.6 节 
几乎 所 有 (整数 ) 1.6 节 
几乎 所 有 (实数 ) 9.10 节 
无 平方 因子 数 2.6 节 , 17.8 节 
最 大 公约 数 2.9 节 
么 模 变换 3.6 节 
最 小 公 倍数 5.1 节 
互 素 5.1 节 
积 性 函数 5.5 节 
本 原单 位 根 5.6 节 
a 属于 d (mod m) 6.8 节 
m 的 原 根 6.8 节 
最 小 剩余 (mod m) 6.11 节 
Euclid 数 11.5 节 
Euclid 作 图 法 11.5 节 
代数 数 域 14.1 节 
单 域 14.7 节 
Euclid 域 14.7 节 
数 的 线性 无 关 23.4 节 


常见 人 名 对 照 表 


Baker 贝克 Hamilton ”哈密 顿 
Bauer 鲍 尔 Hardy 哈代 

Bellman ”贝尔 曼 Hasse 险 塞 
Bernoulli 伯 努 利 Hausdorff 。 豪 斯 多 夫 
Bernstein ” 伯 思 斯 坦 Heath 希 思 

Binet 比 内 Hecke 赫 克 

Bochner 博 纳 赫 Hermite 埃 尔 米 特 
Bohr 玻 尔 Hilbert 希 尔 伯 特 
Borel 波 莱 尔 Halder 赫 尔 德 
Cantor 康 托 尔 Hurwitz ”未 尔 维 欧 
Cassels ” 卡 塞 尔 斯 Jacobi ” 雅 可 比 
Catalan 卡 塔 兰 Jensen ”入 森 

Cauchy 柯 西 Jones 琼斯 

Chen ”陈景润 Kloosterman ” 克 卢 斯 特 曼 
Coxeter ”麦克 斯 特 Kronecker 克 罗 内 克 
Dickson ”迪克 森 Kummer ” 库 默 尔 
Diophantus ” 丢 番 图 Lagrange 拉 格 朗 日 
Dirichlet ” 狄 利 克 畦 Lambert 兰 伯 特 
Eisenstein ” 艾 森 斯 坦 Landau 兰 道 
Enneper ” 爱 涅 勃 Lebesgue 勒 贝 格 
Erastosthenes ” 埃 拉 托 色 尼 Leech 利 奇 

Erd6s 爱 尔 特 希 Legendre 勒 让 德 
Euclid 欧 几 里 得 Lehmer 莱 默 尔 
Eudoxus ” 欧 多 克 索 斯 Leibniz 莱 布 尼 芯 
Euler 欧 拉 Liouville 刘 维 尔 
Farey 法 里 Lipschitz 利 普 希 艾 
Fermat 费 马 Littlewood ” 李 特 尔 伍德 
Fibonacci ” 斐 波 那 契 Lucas 卢 卡 斯 

Fuchs 富 克 斯 Maclaurin ”麦克 劳 林 
Gauss 商 斯 Mersenne 梅森 
Gegenbauer ” 盖 根 饮 尔 Minkowski 闵可夫 斯 基 
Goldbach ” 哥 德 巴赫 Mibius 麦 比 乌 斯 
Gupta 证 普 塔 Montgomery 蒙哥马利 


Hadamard ”阿达 马 Mordell 莫 德 尔 


常见 人 名 对 照 表 


Moser ”上 默 泽 尔 

Napier 纳 皮尔 

von Neumann 汉 。 诺 伊 吕 
Nevanlinna 奈 旺 林 纳 
Newton ”牛顿 

Pearson ”皮尔 逊 
Perron 佩 龙 

Plato 柏拉图 

Pdlya 波 利 亚 
Pythagoras ” 毕 达 哥 拉 斯 
Rademacher 拉 德 马赫 
Rado 拉 多 
Ramanujan ” 拉 马 努 金 
Riemann 获 曼 

Riesz 里 斯 

Robinson 和 鲁 宾 逊 
Roth 罗 特 

Schmidt 施 密 特 
Schur 每 尔 

Selberg 塞 尔 贝 格 


Siegel 西 格 尔 

Sierpitiski ” 谢 尔 品 斯 基 
Skolem ”斯 科 朗 

Smith 史密斯 

Taylor 泰勒 

Theodorus ” 泰 奥 多 森 
Toeplitz ” 特 普 利 茨 
Uspensky 乌 斯 潘 斯 基 
Vieta 韦 达 

van der Waerden” 范 德 瓦 尔 登 
Waring 华 林 

Weber 韦伯 

Weil 韦 伊 

Weyl 外 尔 

Whitehead ”怀特 黑 德 (怀特 海 ) 
Whittaker 惠 特 克 

Wilson ”威尔逊 

Zermelo 策 梅 洛 

Zeuthen ” 塞 乌 腾 


445 


总 索 引 

说 明 : 一 些 有 特殊 含义 的 符号 或 者 容易 产生 混淆 的 符号 放 在 了 最 前 面 . 
一 [ 荔 合 ] ; 单位 27, 196, 224, 239, 443 

一 顺 向 于 ] 单位 根 63, 443 
三 温 煤 等 价 于 ] 单 域 223, 234, 443 
三 [网 余 于 ] 导出 集 129, 398, 403 
O,o~,<,>,= 6 点 格 , 参见 格 27, 415 
* 13 对 数 积分 , 参见 li 10 
(9 70 多 项 式 17, 182, 436 
[z][ 整 数 部 分 | 77 二 次 代数 数 221, 222 
[ao, …,aN][ 连 分 数 ] 141 二 次 非 剩余 69, 82, 105 
{z) 168 二 次 互 倒 律 79, 81 
E 168 二 次 剩余 54, 82, 319 
[a, 8][ 烙 的 基底 ] 244 二 次 型 171, 420, 434 
{p} [p 的 倍数 组 成 的 类 |] 245 二 次 域 220, 232, 349 

二 次 整数 191, 192 

本 原 多 项 式 221, 222 反 转 公式 ”252, 253, 269 
本 原 方程 ”221,222 范 数 ”196, 225, 442 
逼近 7, 9, 174, 434 非 齐 次 线性 型 423 

最 佳 逼 近 162, 175 分 划 292, 298, 308, 316 

逼近 的 阶 170, 189 分 圆 域 247 

快速 逼近 175 格 2, 34, 80, 415, 425, 445 

有 理 数 逼近 实数 “137 [关于 乘积 的 素 因子 的 ] Euclid 第 一 定理 3 

简单 逼近 182 [关于 的 素性 的 ]Fermat 猜想 15 

联 立 逼近 182, 189 [关于 V3 的 无 理性 的 ]Pythagoras 定理 ”38 
闭 集 403 [关于 宣 和 的 ]Euler 猜想 351 

Cn (m)[Ramanujan 和 ] 253 [关于 模 p 的 同 余 式 的 ]Fermat 定理 64, 90 
闭 区 域 31, 35, 415 [关于 模 到 剩余 的 ]Eisenstein 定理 112, 114 
标准 型 3 [关于 偶 / 奇 分 划 的 ]Euler 定理 ”305 
部 分 商 。137, 145, 170 [关于 算术 级 数 中 素数 的 ]Dirichlet 定理 13 
超越 数 171, 174, 234, 256, 445 [关于 无 穷 多 个 素数 存在 的 |Euclid 第 二 定理 
稠密 129, 400, 412 4 
代数 方程 38, 171, 348 合 数 2 17, 437 
代数 数 171, 174, 443 互 素 的 数 52, 53, 74, 104 
代数 数 域 220, 443 化 圆 为 方 186 
代数 整数 “191, 221, 222 黄 侈 分割 43 


一 


积 性 函数 63, 257, 443 
基 222, 244 
集合 的 测度 “128, 172 
集合 论 189 
阶 189, 280, 383 
加 性 数论 ”213, 275, 292 
开 区 域 31, 32, 415 
可 数 集 129 
理想 218, 245, 327 
立方 数 85, 338, 358 
连 分 数 29, 148, 170, 177, 441 
连续 统 的 Farey 分 割 。29 
零 集 129, 133, 181 
模 [ 数 的 集合 ] 19, 22, 27, 193, 244 
模 [ 同 余 式 的 模 ] 48, 73 
内 点 31 
平均 阶 ”282, 287, 380 
齐 次 线性 型 ”415, 423, 426 
奇异 级 数 355 
缺失 的 数字 
整数 7, 222, 437 
小 数 431, 122, 365 
容 斥 定理 259 
三 次 型 的 壤 小 值 434 
三 元 素数 组 5, 10 
第 法 4, 6, 437 
生成 函数 48, 52, 393 
剩余 47, 72, 112, 393, 443 
剩余 类 48, 52, 393 
数 的 几何 414, 426, 434 
数论 8, 213, 329 
加 性 数论 。213, 275, 292 
积 性 数论 275 
四 次 域 247 
四 元 数 19, 325, 335 
素数 1, 12, 79, 242, 437 
素数 的 问题 15 
算术 级 数 中 的 素数 12 
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素数 的 平均 分 布 4 
素数 猜想 18, 437 
素数 定理 9, 291, 395 
素数 对 257, 396 
素 因子 ”13, 251, 393 
素 因 子 分 解 ”225 
算法 143, 193, 326 
连 分 数 算法 “143, 145, 153 
Euclid 算法 143, 200, 326 
算术 基本 定理 3, 20, 40, 198, 403 
同 余 式 49, 94, 100, 112, 441 
凸 区 域 31, 415, 434 
椭圆 函数 ”260, 303, 329 
完全 集 131, 398, 403 
完全 剩余 系 48, 53, 237 
完全 数 16, 256, 257 
伪 素 数 74, 85 
无 理 数 37, 148, 155, 180, 234, 434 
无 平方 因子 16, 288, 443 
无 穷 递 降 法 ”208, 210 
线性 同 余 式 50, 100, 104 
相伴 元 94, 183, 189, 324, 349 
向 量 27, 406, 424 
小 数 , 十 进 制 小 数 ”118, 134 
行列 式 414, 423, 431 
么 模 变 换 “28, 420, 443 
一 致 分 布 411, 412, 413 
有 理 数 “19, 180, 434 
有 理 整 数 1, 221, 349 
余数 19, 123, 145 
域 31, 240, 247, 349, 443 
原 根 59, 90, 247, 443 
圆 整 数 379, 380 
整除 性 122, 123, 441 
整 多 项 式 86, 88, 112 
整数 1, 217, 233, 349, 443 
整数 部 分 29, 137, 142 
闵 数 的 表示 328 
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正规 阶 ”377, 378, 380 
正规 数 21, 131, 135 
正则 素数 218 

正 整数 1, 208, 436 
指数 2, 90, 318 

中 国 剩 余 定理 101, 114 
组 合 方法 ， 偶 分 划 和 奇 分 划 305 
组 合 证 明 298, 314 
最 大 公约 数 20, 200, 443 
最 佳 不 等 式 419, 421, 434 
最 小 公 倍数 47, 354, 443 


Bachet 问题 116 

Bauer 同 余 式 99, 103, 106 
Bernoulli 数 95, 97, 262 
Bertrand 假设 33, 365 
Borel-Bernstein 定理 168 
Cantor 三 分 点 集 131 
Carmichael 数 74, 85 

Catalan 猜想 219 

Diophantus 方程 205, 215, 351 
Dirichlet 抽 展 原 理 。168, 189 
Dirichlet 除数 问题 291 
Dirichlet 级 数 261, 265, 277 
Dirichlet 问题 397 

Durfee 正方 形 299 

di (n)[ 表 示 成 个 因子 的 表 法 个 数 ] 273 
4 (n)[ 因 子 的 个 数 ] 255, 281, 283, 285, 380 
Eratosthenes 簿 法 4, 6, 436 
Euclid 数 171, 189, 443 

Euclid 算法 145, 200, 326 
Euclid 域 228, 232, 443 

Euclid 作 图 法 58, 171, 443 
Euler-Maclaurin 求 和 公式 ”96 
Buler 常数 ， 参 见 Y 38, 283, 442 
Euler 函数 , 参见 $(m) 52, 53 
Euler 恒等式 ”298, 303, 304, 314 
e 182, 185, 190 


Farey 点 30 

Farey 分 割 ”29, 30 

Farey 弧 30 

Fermat-Euler 定理 64, 236 

Fermat 大 定理 75, 206, 351 

Fermat 数 , 参见 F。 13, 14, 442 
Fibonacci 数 ”158, 160, 240 

Fibonacci 素数 160 

FlFermat 数 ] 13, 442 

Gauss 和 , 参见 S (m,n) 54, 63 

Gauss 引 理 76, 77, 78 

Gauss 整数 , 参见 上 (i) 191, 192, 322 
Goldbach 猜想 437 

G (k)[ 表 示 出 所 有 足够 大 的 整数 所 需 的 上 次 军 
的 个 数 ] 343, 344 

9g (k)[ 表 示 出 所 有 数 所 需 的 太 次 靠 的 个 数 ] 
344, 356 

Jacobi 恒等式 302, 303 

Kloosterman 和 ， 参 见 S (u,v,n) 56, 62, 63 
Kronecker 定理 ”25, 42, 111, 397, 405, 412 
大 (1)[ 有 理 数 域 | 191 

k(V2) 225 

k(V5) 239 

k(Vi+V3) 247 

k(Vm) 221, 222, 223 

k(p) 191, 192, 204, 220, 443 

(i)[Gauss 整数 ] 199 

k(V2+i) 247 

k(e 竺 ) 份 回 霹 247 

Lagrange 定理 320 

Lambert 级 数 276 

Legendre 符号 70, 85, 335 

Leudesdorf 定理 108 

Liouville 定理 173 Liouville 数 173 
Lucas 数列 158 

In 1, 277, 440 

上 [对 数 积分 ] 10 

Markof 数 434 


Mersenne 数 14, 84, 241, 442 

Mertens 定理 372, 373 

Minkowski 定理 ”23, 31, 74, 423, 432, 436 
Mibius 反 转 公式 ”253 

M (zu(n) 对 n 到 z 的 求 和 ] 8, 281, 291， 
383 

Nim 博弈 ”125, 126, 136 

Pell 方程 234 
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补遗 主要 是 为 了 提供 本 书 涉 及 的 某 些 重要 问题 的 现代 进展 , 并 增加 了 一 些 新 的 文 
献 . 希望 能 对 感 兴趣 的 读者 有 所 帮助 . 


第 1 章 
(1) 目前 (到 2007 年 2 月 底 为 止 ) 已 知 最 大 的 一 对 挛 生 素数 是 
2 003 663 613 x 2195000 + 1, 


它们 中 的 每 个 数 都 有 58 711 位 数字 , 是 2007 年 1 月 15 日 由 Twin Internet Prime 
Search and PrimeGrid 项 目的 参与 者 , (Eric Vautier) 法 国人 发 现 的 . 
(2) 在 P. Ribenboim 的 The New Book of Prime Number Records, New York: 
Springer-Verlag, 1996 一 书 中 给 出 如 下 的 结果 . 
定理 ” 设 整 数 n 之 2, 那么 nn 和 nn 十 2 同 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 
4[(n— 1)!+1]+n=0 (mod n(n+2)). 
而 S. M. Ruiz 发 现 了 下 面 有 趣 的 结果 . 
定理 n 和 mn 十 2 同 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 Qa>0 有 
a ffnt+2 mA 一 ww ,a ffnti n—1 
2° (Cie [|+ [|). 


这 里 [z] 表示 不 超过 了 的 最 大 整数 . 


第 2 章 与 第 5 章 


(1) Euclid 早 就 知道 正三 边 形 、 正方 形 以 及 正 五 边 形 的 尺 规 作 图 方法 . 正 十 七 边 
形 的 第 一 个 作 图 方法 是 在 大 约 1800 年 时 由 Erchinger 给 出 的 . 1832 年 , F. J. Richelot 
和 Schwendenwein 找到 了 正 257 边 形 的 尺 规 作 图 法 .J. Hermes 花 了 10 年 时 间 , 在 
1900 年 左右 找到 了 正 65 537 边 形 的 尺 规 作 图 法 . 第 二 次 世界 大 战 后 , 他 的 手稿 被 存 
放 在 哥 廷 根 大 学 的 数学 研究 所 里 . 一 般 的 正 多 边 形 的 尺 规 作 图 问题 是 由 Gauss 从 理 
论 上 最 终 彻底 解决 的 , 他 于 1796 年 证 明了 以 下 著名 的 定理 . 


定理 ” 设 n 之 3 是 一 个 正 整数 , 那么 , 当 且 仅 当 mn 有 下 述 形式 时 , 正 nn 边 形 可 以 
用 圆规 与 直 尺 作出 : 


n=2"p1.pr, 
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其 中 n 的 每 个 奇 素 因子 pi(1 < i < 7) 都 是 所 谓 的 Fermat 素数 , 而 m 是 一 个 自然 数 . 


(2) 关于 Fermat 数 及 = 22" 十 1, Fermat 本 人 于 1650 年 曾 猜想 ,对 所 有 整数 
n 之 0, FF 都 是 素数 . 1844 年 F. G. Eisenstein 曾经 提出 证 明 有 无 穷 多 个 Fermat 素数 
这 一 问题 . 取 n = 0, 1,2,3,4 得 到 的 前 5 个 Fermat 数 3, 5, 17, 257, 65 537 的 确 都 是 
素数 . 但 是 Euler 于 1732 年 指出 : 第 6 个 Fermat 数 Fs 不 是 素数 , 因为 Euler 证 明了 
有 641|Fs. 实际 上 有 分 解 式 Fs = 641 x 6 700 417 成 立 . 从 此 以 后 , 再 也 没有 发 现 新 
的 Fermat 素数 . 近年 来 人 们 倾向 于 猜想 : 只 有 有 限 多 个 Fermat 数 是 素数 . 

关于 Fermat 数 的 素性 判定 以 及 分 解 , 由 于 高 速 计算 机 的 出 现 , 近年 来 取得 了 较 
大 的 进展 . 到 2006 年 , 已 知 为 合 数 的 Fermat 数 是 到 (5 < n < 32). 其 中 

(i) 对 于 至 1 给 出 了 完全 的 因子 分 解 (在 1732 年 至 1988 年 之 间 完 成 ). 

人 区 已 知 2 的 5 个 素 因 子 , 剩 下 一 个 因子 是 一 个 有 1 187 位 的 合 数 . 已 知 Fs 
的 4 个 素 因子 , 剩 下 一 个 因子 是 一 个 有 2 391 位 的 合 数 . 已 知 五 4, Fzo, Fz2, F24 都 是 
合 数 , 但 到 2003 年 为 止 , 还 不 知道 它们 的 任何 素 因子 . 


第 2 章 与 第 6 章 


关于 Mersenne 数 是 形 如 Mn = 2" -1 的 数 . 根据 本 书 定理 18 可 知 , 只 有 当 n=p 
是 素数 时 ，Mn = Mo = 2? - 1 才 有 可 能 是 素数 .这 样 的 素数 称 为 Mersenne 素数 . 
Mersenne 素数 与 偶 完全 数 的 联系 可 以 由 Euclid 与 Euler 的 一 个 著名 的 定理 给 出 ( 参 
见 16.8 节 定 理 276 和 定理 277). 人 们 犹 想 有 无 穷 多 个 Mersenne 素数 , 从 而 有 无 穷 多 
个 偶 完全 数 . 但 是 到 目前 为 止 , 这 个 猜想 还 无 法 得 到 证 明 或 者 否定 . 目前 已 知 有 44 个 
Mersenne 素数 (从 第 35 个 开始 , 它们 都 是 用 G. Woltman 所 组 织 并 提倡 的 一 种 互联 
网 软件 搜索 方法 , 并 在 全 世界 数学 爱好 者 和 志愿 者 的 计算 机 的 帮助 下 而 发 现 的 , 这 个 
计划 简称 为 GIMPS(Great Internet Mersenne Prime Search). 其 中 的 第 一 个 Mersenne 
素数 是 Ma = 22 - 1 = 3, 目前 最 后 面 的 6 个 (也 就 是 第 39 个 到 第 44 个 )Mersenne 素 
数 是 


Mis 466 917, M20 996 011, M24 036 583, M25 964 951， M30 402 457, M32 582 657; 


它们 分 别 有 4 053 946, 6 320 430, 7 235 733, 7 816 230, 9 152 052, 9 808 358 位 数字 . 
其 中 的 第 39 个 Mersenne 素数 Mis se 917 是 2001 年 11 月 14 日 由 Michael Cameron 
发 现 的 , 最 新 的 第 44 个 Mersenne 素数 Ma ss2 esr 是 于 2006 年 9 月 4 日 由 Curtis 
Cooper 和 Steven Boone 借助 上 述 互联 网 软件 共同 发 现 的 . 但 最 后 5 个 (第 40 个 至 
第 44 个 ) 是 否 确 为 素数 似乎 尚 需 进 一 步 验 证 . 


第 7 章 
有 关 Bernoulli 多 项 式 和 Bernoulli 数 的 性 质 的 更 多 介绍 , 可 以 参见 H. Rademacher 
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的 专著 Topics in Analytic Number Theory, Springer-Verlag, 1973 的 第 1 章 . 


第 8 章 


孙子 定理 (国外 的 数学 教科 书 或 专著 中 一 般 称 之 为 “中 国 剩余 定理 ") 最 早出 现在 
中 国 古代 重要 的 数学 著作 《孙子 算 经 》 中 的 “ 物 不 知 其 数 ” 一 问 . 《孙子 算 经 》 是 中 国 
古代 最 著名 的 算 经 十 书 之 一 , 共有 三 卷 . 据 考证 ,《 孙 子 算 经 》 一 书 大 约 成 书 在 公元 三 
世纪 左右 . 这 个 定理 在 现代 数学 中 仍 有 重要 的 应 用 . 


第 13 章 


1， 关 于 Fermat 大 定理 


(1) Fermat 大 定理 可 以 表述 成 下 述 形 式 : 对 每 个 自然 数 n > 3, 除了 平凡 的 点 
(0, 土 1) 以 及 ( 土 1,0) 以 外 , 在 Fermat 曲线 z + yr = 1 上 没有 有 理 点 . 20 世纪 , 许多 
数学 家 用 代数 几何 这 个 高 深 的 数学 工具 研究 了 与 之 相关 的 问题 . 1983 年 , 德国 数学 家 
G. Faltings, Endichkeitssitze fiir abelsche Varietiten iiber Zahlk6rpern, Invent. Math., 
73 (1983) : 349-366 证 明了 Mordell 猜想 , 由 此 立即 推出 : 对 每 个 自然 数 n > 3, 在 
Fermat 曲线 z" + 各 = 1 上 最 多 只 有 有 限 多 个 有 理 点 . 

(2) Fermat 大 定理 的 证 明 可 以 化 为 对 所 有 素数 指数 情形 zz + y? = zz 的 证 明 . 而 
这 又 可 以 分 为 以 下 两 种 情形 : 情形 (a) (zyz,p) = 1; 情形 (b) plz. 1985 年 , D. R. 
Heath-Brown, Fermat’s last theorem for “almost all’ exponents, Bull. London Math. 
Soc., 17 (1985), 15-16 则 利用 Mordell 猜想 证 明了 : Fermat 大 定理 对 几乎 所 有 的 素数 
指数 p 成 立 . 同一 年 L. M. Adleman, 四 . Foury 以 及 D. R. Heath-Brown, The first case 
of Fermat's last theorem, Invent, Math., 79 (1985), 409-416 又 用 解析 数论 方法 证 明了 : 
情形 (a) 对 无 穷 多 个 素数 p 成 立 . 

(3) 1993 年 6 月 在 英国 剑桥 Newton 数学 科学 研究 所 举办 的 关于 Iwasawa 理论 、 
自 守 形式 和 p-adic 表示 的 研讨 会 上 , 出 生 于 英国 、 来 自 美国 Princeton 大 学 的 数学 
家 A. Wiles 作 了 题 为 “椭圆 曲线 、 模 形 式 和 Galois 表示 ”的 三 次 系列 报告 , 在 报告 中 
他 宣布 : 对 于 前 导 子 (conductor) 是 无 平方 因子 数 的 半 稳 定 椭 圆 曲 线 , 错 有 Taniyama- 
Shimura 猜想 成 立 . 由 此 他 立即 推出 有 Fermat 大 定理 成 立 . 他 的 这 篇 长 达 200 页 的 
论文 投 给 Invent，Math. 杂志 , 并 被 分 配给 6 位 数学 家 审阅 . 不 久 , 来 自 美国 Princeton 
大 学 的 审 稿 人 N. Katz 就 发 现 了 文章 中 存在 一 个 严重 的 问题 . 直到 1994 年 底 , A. Wiles 
在 另 一 位 审 稿 人 、 也 是 他 以 前 的 一 位 学 生 R. Taylor 的 帮助 下 , 彻底 弥补 了 发 现 的 漏 
洞 . 在 当年 10 月 25 日 他 将 关于 Fermat 大 定理 的 完整 无 误 的 证 明 的 两 份 手稿 寄 送 
Ann.，Math. 杂志 , 并 于 1995 年 获 审 通过 且 在 该 杂志 上 发 表 (参见 下 面 的 引文 ). 顺便 
说 一 句 , 1908 年 一 位 德国 实业 家 Paul Wolfskehl 去 世 时 , 他 在 遗嘱 里 为 第 一 个 证 明了 
Fermat 大 定理 的 人 设立 了 著名 的 Wolfskehl 奖 (请 注意 , 该 奖项 不 授予 推翻 Fermat 大 
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定理 的 人 ), 1908 年 的 奖金 总 额 为 10 万 马克 , 这 个 奖项 的 截止 日 期 为 2007 年 9 月 13 
日 . 1997 年 6 月 27 日 , A. Wiles 被 授予 Wolfskehl 奖 , 奖金 为 5 万 美元 . 而 在 此 之 前 
的 1996 年 3 月 , 为 了 表彰 A. Wiles 和 R. P. Langlands 分 别 在 建立 和 推动 Langlands 
纲领 这 一 宏伟 计划 方面 做 出 的 贡献 , 授予 他 们 两 人 分 享 10 万 美元 的 Wolf 奖 . 

关于 Fermat 大 定理 的 完整 证 明 , 参见 : 

[1] A. Wiles, Modular Elliptic-Curves and Fermat's Last Theorem, Ann. Math., 
141 (1995),443-551. 

[2] R. Taylor and A. Wiles, Ring-Theoretic Properties of Certain Hecke Algebras, 
Ann. Math. 141 (1995), 553-572. 

关于 Fermat 大 定理 的 历史 以 及 解决 过 程 中 趣闻 逸事 的 通俗 介绍 , 参见 : 

[3] ( 英 ) 西蒙 . 辛 格 (Simon Singh). 费 马 大 定理 一 一 一 个 困惑 了 世间 智者 358 
年 的 谜 . 薛 密 , 译 . 上 海 : 上 海 译文 出 版 社 , 2005. 

2， 关 于 Catalan 猜想 


(1) 实际 上 远 在 Catalan 提出 他 的 猜想 之 前 ,Leviben Gerson(1288-1344) 就 已 经 
注意 到 2 和 3 的 寡 相 差 为 1 的 仅 有 结果 是 3 和 23. 
(2) Langevin 利用 Tijdeman 的 结果 推出 : 如 果 n 和 n 十 1 是 两 个 宕 , 那么 必 有 


n < exp (exp (exp (exp (730)))) . 


1991 年 , Aaltonen 和 Inkeri 证 明了 : 如 果 zz 一 如 = 1 有 满足 z,y > 2 的 解 , 则 必 
有 z,y > 10500. 
1999 年 , Mignotte 证 明了 : 如 果 Catalan 方程 有 非 平 凡 解 存在 , 则 必 有 


p<1.21x10%, gqg<1.31x 1018. 


(3) 2002 年 4 月 8 日 , P. Mihailescu 将 他 关于 这 一 猜想 的 证 明 的 论文 寄 送 给 了 若 
干 数学 家 , 他 的 证 明 获得 了 数学 家 们 广泛 的 确认 , 参见 P. Mihailescu, A Class Number 
Free Criterion for Catalan’s Conjecture, J. Number Theory 99 (2003), 225-231 以 及 Pri- 
mary Cyclotomic Units and a Proof of Catalan's Conjecture, J. reine Angew. Math. 572 
(2004), 167-195. 至 此 , 这 一 延续 了 150 年 之 久 的 猜想 也 获得 了 完全 的 解决 . 2003 年 9 
月 29 日 , J. Daems 在 他 的 学 位 论文 中 对 素数 血 的 Catalan 方程 没有 非 平凡 解 这 一 结 
果 给 出 了 一 个 用 分 圆 域 的 证 明 , 参见 A Cyclotomic Proof of Catalan's Conjecture, Sept. 
29, 2003, 该 文 可 在 网 页 http://www.math.leidenuniv.nl/~jdaems/scriptie/Catalan.pdf 
上 找到 . 

3。 关 于 等 豁 和 的 Euler 猜想 


13.7 节 所 讨论 的 不 定 方程 


az3 十 妇 十 旭 一 要 
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是 更 为 一 般 的 Euler 猜想 的 一 个 特例 ， 而 Euler 猜想 则 是 Fermat 大 定理 的 一 个 
推广 . 


关于 等 器 和 的 Puler 猜想 ”对 于 任何 正 整数 m > 3, 不 定 方程 


y= 二 2 十 十 2 


当 大 < 时 没有 正 整 数 解 . 

(1) Euler 猜想 的 第 一 个 反例 是 由 L. J. Lander 和 T. R. Parkin 在 1967 年 给 出 
的 : 

275 + 845 + 110 + 1335 = 1445. 
参见 L. J. Lander and T. R. Parkin, A Counterexample to Euler's Sum of Powers 
Conjecture, Math. Comput. 21 (1967), 101-103. 

1988 年 美国 的 Science News 等 全 国 性 报刊 报道 了 N. Elkies, Math. Comput. 51 
(1988), 825-835 的 重要 发 现 : 对 于 等 突 和 的 Euler 猜想 n = 4 的 情形 , 存在 无 穷 多 个 
反例 , 这 些 反 例 可 由 Dem'jamenko 对 于 方程 z+ 一 yt = x4 十 2 的 参数 解 中 令 w= -5/8 
给 出 (是 一 条 ) 椭圆 曲线 , 这 组 解 中 的 第 一 个 解 是 


2 682 4404 +15 365 6394 十 18 796 7604 = 20 615 6734, 
而 与 = -9/20 所 对 应 的 最 小 解 
95 8004 十 217 519 + 414 5604 = 422 4814 


则 是 后 来 由 R. Frye 得 到 的 . 
然而 迄今 为 止 还 没有 人 对 ”> 6 找到 Euler 猜想 的 反例 . 
(2) 1998 年 , R. L. Ekl 对 等 短 和 的 Euler 猜想 给 出 了 如 下 的 进一步 推广 . 


推广 的 Euler 猜想 ” 当 m+n<k 时, 如 下 的 (k,m,n) 不 定 方程 
人 十 后 十 十 a 三 访 十 寻 十 … 十 所 
没有 解 , 其 中 诸 个 ai 不 必 互 不 相同 , 诸 个 b; 也 不 必 互 不 相同 . 
记 
Axk= min(m+n—), 


其 中 的 最 小 值 取 遍 上 述 方程 的 所 有 的 解 . 则 该 猜想 说 的 是 Ak > 0. 到 目前 为 止 , 对 此 
猜想 还 不 知道 有 任何 反例 存在 . 
(3) 对 于 相等 个 数 的 等 突 和 , 有 如 下 的 问题 : 对 任意 的 正 整 数 m > 2, s > 2, 方程 


m 
oo=》 好 
i=1 j=1 


有 解 吗 ? 


一 -一 
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现在 已 知 , 当 2 < s < 4,m = 2 以 及 s = 5,6,m = 3 时 该 方程 有 参数 解 .其 他 情 
形 还 不 知道 是 否 有 非 平凡 解 存在 . 

(4) 与 等 突 和 有 关 的 各 种 其 他 问题 (如 Tarry- Escott 问题 等 ) 的 历史 以 及 相关 结 
果 , 还 可 以 参见 加 拿 大 数学 家 R. K. Guy 的 名 著 Unsolved Problems in Number Theory 
第 2 版 (该 书 第 2 版 有 中 译本 : (加 ) R.K.Guy. 数论 中 未 解决 的 问题 . 张 明 许 , 译 . 北 
京 : 科学 出 版 社 , 2003) 中 的 问题 D1. 


第 14 章 


关于 二 次 域 类 数 的 Gauss 猜想 

14.7 节 最 后 提 到 总 共 恰 有 9 个 虚 二 次 域 是 单 域 , 这 一 结果 是 著名 的 Gauss 类 数 猜 
想 的 一 部 分 . Gauss 类 数 猜想 是 在 他 于 1801 年 出 版 的 名 著 Disquisitiones arithmeticae 
第 303 节 中 提出 的 一 个 猜想 . 用 现代 数论 语言 可 以 将 它 表 述 成 下 述 形式 . 


Gauss 类 数 猜 想 ”用 h(m) 表示 二 次 域 k(Vim) 的 类 数 ,mm 称 为 二 次 域 的 判别 式 . 
则 

(1) mim h(m) = 十 cc. 

(2) 对 每 个 正 整 数 7, 使 得 hm) = r( 一 站 E21+) 成 立 的 虚 二 次 域 k(Vm) 只 有 有 限 
多 个 . 
例如 , 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 恰 有 9 个 , 相应 的 判别 式 为 


m= —1,—2,—3,—7,—11,—19, 一 43, —67, 一 163. 


类 数 为 2 的 庶 二 次 域 恰 有 18 个 , 其 中 绝对 值 最 大 的 一 个 判别 式 是 m = -427. 有 16 
个 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 等 . 
(3) 类 数 为 1 的 实 二 次 域 有 无 穷 多 个 . 


猜想 (1) 自从 1918 年 以 来 经 过 E. Hecke, M. Deuring, L. J. Mordell, H. Heilbronn 
以 及 EE. H. Linfoot 等 多 位 数学 家 的 努力 , 最 终 在 1934 年 完全 解决 . 

猜想 (2) 中 关于 类 数 为 1 的 结果 首先 由 德国 数学 家 K. Heegner, Math. 2., 56 
(1952), 227-253 给 出 证 明 , 然而 由 于 发 现 其 证 明 中 有 缺陷 , 数学 家 们 未 对 其 成 果 予 以 
承认 . 1966 年 至 1967 年 间 , 美国 数学 家 了 HH. Stark 和 英国 数学 家 A. Baker 分 别 用 不 同 
的 方法 相互 独立 地 证 明了 关于 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 的 Gauss 猜想 . 1969 年 , H. Stark 
又 重新 审查 了 K. Heegner 1952 年 发 表 的 论文 , 发 现 其 中 的 缺陷 是 可 以 弥补 的 .1971 
年 , H. Stark 和 A. Baker 又 相互 独立 地 证 明了 关于 类 数 为 2 的 虚 二 次 域 的 Gauss 猜 
想 , 但 是 他 们 的 方法 不 能 推广 用 来 证 明 一 般 情 形 的 虚 二 次 域 的 Gauss 猜想 . 1975 年 ， 
美国 数学 家 D. Goldfeld 发 表 了 一 篇 重要 的 论文 , 这 篇 文章 把 虚 二 次 域 的 Gauss 猜想 
(2) 的 解决 转化 为 寻找 有 下 述 性 质 的 椭圆 曲线 : 该 曲线 的 Hasse-Weil 工 函数 在 点 s = 1 
有 一 个 三 阶 零 点 . 1983 年 , 经 过 长 达 7 年 的 艰苦 工作 , B. Gross 和 D. Zagier 终于 找到 
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了 这 样 一 条 椭圆 曲线 
—139y? = z3 + 4z2 — 48z + 80, 

其 导 子 N = 37 x 1392, 从 而 关于 虚 二 次 域 的 Gauss 猜想 获得 最 终 解决 . 详 言 之 , 他 们 
的 结果 是 下 面 的 定理 . 

定理 (Goldfeld-Gross-Zagier) ”对 每 个 。 > 0, 存在 一 个 有 实效 算法 的 常数 
C > 0, 使 得 

h(—m) > C (Inm)!™. 

当然 , 关于 这 个 猜想 还 有 许多 进一步 的 问题 有 待 解决 , 例如 , 上 述 定理 中 h( 一 m) 
的 下 界 中 的 阶 仅 为 Inm 的 突 次 , 这 与 Siegel-Tatuzawa 定理 中 的 阶 以 及 猜想 的 阶 都 
有 极 大 的 差距 . 其 次 , 对 于 每 个 具体 的 类 数 ~, 定 出 满足 h(-m) = r 的 全 部 虚 二 次 域 
大 (V= 浆 ), 也 是 一 项 有 待 完成 的 工作 . 

至 于 Gauss 类 数 猜想 中 的 猜想 (3), 也 就 是 通常 所 称 的 关于 实 二 次 域 类 数 的 Gauss 
猜想 , 至 今 尚 无 任何 实质 性 的 进展 出 现 . 


第 15 章 


关于 Mersenne 素数 的 一 个 猜想 

EE. Lucas 曾 在 写 给 H. W. Lioyd Tanner 的 一 封 信 中 提出 如 下 的 猜想 . 

Lucas 猜想 Mp = 2p 一 1 是 素数 的 充分 必 有 要 条 件 是 ， 素 数 p 有 下 述 形式 
证 一 

2 十 1 22 土 3, 22?n+1 一 工 . 

尽管 这 个 猜想 已 被 否定 , 但 是 在 1989 年 , P. T. Bateman, J. L. Selfridge 以 及 S. 
S. Wagstaff, The New Mersenne Conjecture, Amer. Math. Monthly, 96 (1989), 125-128 
利用 这 个 思想 给 出 了 一 个 新 的 猜想 . 

Lucas-Bateman-Selfridge-Wagstaff 猜想 设 了 是 奇 的 正 整 数 ， 给 出 下 列 3 
个 命题 : 

(1) p=2* 土 1 或 者 了 一些 士 3; 

(2) Mp = pA 1 是 一 个 素数 ( 即 Mersenne 素数 ); 

(8) W = 于 是 一 个 素数 ( 称 为 Wagstaff 素数) 
那么 , 如 果 这 3 个 命题 中 有 任何 两 个 成 立 , 则 第 3 个 命题 也 必定 成 立 . 

已 经 验证 : 此 猜想 对 于 所 有 素数 p < 12 441 900 都 成 立 . 


第 16 章 至 第 18 章 
(1) 这 几 章 里 的 某 些 问题 的 更 为 深入 的 内 容 可 以 参看 以 下 专著 . 
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[1] E. C. Titchmarsh. The Theory of the Riemann Zeta-Function, 2nd ed. New 
York: Clarendon Press, 1987. 
[2] H. M. Edwards. Riemann’s Zeta Function. New York: Dover, 2001. 
(2) 关于 Dirichlet 除数 问题 . 设 
> db =nlnnt+ (27 — Dn+ A(n), 
kl 
其 中 y = ,lim_ (1 二 二 十 … 十 吉 一 串 mm) 是 Euler 常数 ， 寻 求 使 得 上 式 成 立 的 |A(n)l 
的 最 小 上 界 估计 就 是 著名 的 Dirichlet 除数 问题 . 
目前 已 知 最 好 的 结果 是 , 1988 年 H. Iwaniec 和 C. J. Mozzochi, On the divisor and 
circle problems, J. Number Theory, 28 (1988), 60-93 所 得 到 的 
IA(n)|=0 (n+e) > 
以 及 其 后 M. N. Huxley, Exponential sums and lattice points, Proc. London Math. Soc., 
60 (1990),471-502; ibid. 66 (1993), 70 所 得 到 的 稍 许 改进 的 结果 


IA(W|=0 (nz (nm)?) . 
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有 关 分 划 的 进一步 的 知识 , 可 以 参考 G. E. Andrews. The Theory of Partitions. 
Cambridge, England: Cambridge University Press, 1998. 


第 20 章 和 第 21 章 


1. 关于 Waring 问题 g(k) 的 历史 与 现状 

(1) g(2) = 4 即 为 著名 的 Lagrange 四 平方 定理 . g(3) = 9 的 证 明 属于 A. Wieferich 
和 A. Kempner. Waring 问题 g(4) = 19 已 于 1986 年 获得 解决 , 参见 R. Balasubrama- 
nian, 本 M. Deshouillers & F. Dress, Problame de Waring pour les bicarrés, I, Il, C. R. 
Acad. Sci. Paris Sér. 工 Math 303 (1986) 85-88 and 161-163. g(5) = 37 则 是 由 陈 景 
润 于 1964 年 证 明 的 . g(6) = 73 由 S. S. Pillai 于 1940 年 证 明 的 . 

(2) 对 于 一 般 情 形 , Euler 于 1772 年 证 明了 如 下 的 下 界 结 果 : 


g(k) 2+ | 一 2. 


人 们 把 如 下 的 猜想 称 为 Euler 猜想 . 
k 
Euler 猜想 g(k) = 2 十 [人 | 一 2. 
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1936 年 至 1944 年 间 , L. E. Dickson, S. S. Pillai, R. K. Rubugunday 以 及 I Niven 
等 人 的 独立 工作 产生 了 如 下 的 结果 . 


定理 设 大 > 6, 定义 诸 数 Xk,Yk,Ek 以 及 从 如 下 : 
3 下 3 下 
x-| 全 ] 全 二 全 
k 
bb -| | +1= (4) + nk. 
那么 


(i) 当 如 之 ( 引 * 时 有 Euler 猜想 成 立 ; 
(站 当 XkYk =2* 十 1 时 有 
的 的]-* 
(这 ) 当 Xky > 28 十 1 时 有 
g(k) = 2*+ | 的] 十 [的 ] 一 3. 


所 以 当 n > 6 时 Euler 猜想 是 否 成 立 , 取决 于 不 等 式 & > (3)* 当 > 6 时 是 
否 成 立 . 1989 年 , J.M.Kubina 和 M. C. Wunderlich, Extending Waring's conjecture to 
471 000 000,， Math，Comp., 55 (1990), 815-820 证 明了 : 此 不 等 式 对 满足 2 < < 
471 600 000 的 所 有 正 整数 有 都 成 立 . 1957 年 , K. Mahler, On the Fractional Parts of 
the Powers of a Rational Numbers, II, Mathematika, 4 (1957), 122-124 证 明了 : 使 得 该 
不 等 式 不 成 立 的 正 整数 至 多 只 有 有 限 多 个 . 然而 他 的 证 明 是 非 实 效 的 . 这 个 问题 至 今 \ 
仍 未 解决 . 

2. 关于 Waring 问题 G(k) 的 历史 与 现状 


(1) 关于 G(k) 的 精确 值 , 目前 知之 甚 少 , 只 知道 有 G(2) = 4,G(4) = 16. 根据 G. 
H. Hardy 和 J. E. Littlewood 的 一 个 猜想 , 可 以 给 出 G(k) 的 如 下 猜想 : 

Hardy-Littlewood 猜想 

(人 对 于 大 = 2m 以 及 m 之 2, 有 G(k) = 4K; 

(ii) 对 于 其 他 情形 , 都 有 G(k) < 2k 十 1. 

除 个 别 情形 外 , 这 个 猜想 至 今 仍 未 解决 . 

(2) 关于 G(k) 的 上 界 估计 有 以 下 结果 . 

(i) 当 大 较 大 时 , 目前 已 知 最 好 的 上 界 估计 是 1985 年 由 A. A. Kapauy6a, MAH 
CCCP, Cep. Mam., 49 (1985), 935-947 用 p-adic 形式 的 Bugorpanos 方 法 得 到 的 : 


G(k) < 2k(Ink+InInk+6) 人 大 >4000). 


g(k) =2*+ 
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的 当 大 较 小 时 , R. C. Vaughan, Acta 4rith 33 (1977), 231-253; ibid., 162 (1989), 1-2, 
1-71 以 及 R.Balasubramanian 和 C. J. Mozzochi, ibid., 43 (1984), 283-285 等 人 的 结果 
可 能 获得 较 好 的 上 界 估计 . 


第 22 章 
关于 李 生 素数 对 的 个 数 的 计算 


按照 目前 数论 专著 通用 的 符号 , 用 x2(z) 表示 满足 p < z 使 p,p 十 2 均 为 素数 的 
亨 生 素数 对 的 个 数 . N. J. A. Sloane, P. Ribenboim, T. R. Nicely, R. P. Brent, P. Fry, 
J. Nesheiwat, B. K. Szymanski 以 及 P. Sebah 等 多 位 数学 家 计算 了 某 个 范围 内 的 挛 生 
素数 对 的 个 数 , 结果 如 下 表 所 示 . 


T 15 834 664 872 
104 205 1014 135 780 321 665 
105 1 224 1015 1 177 209 242 304 


10 304 195 697 298 
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关于 挛 生 素数 对 以 及 相关 问题 的 历史 、 进 展 以 及 计算 数论 中 的 基本 方法 介绍 , 可 
以 参见 以 下 专著 . 

[1] H. Halberstam and H. E. Richert. Sieve Methods. New York: Academic Press, 
1974. 

[2] H. Riesel. Prime Numbers and Computer Methods for Factorization，2nd ed. 
Boston MA: Birkhiuser, 1994. 


第 23 章 


(1) 有 关 一 般 形 式 的 Kronecker 定理 的 表述 和 证 明 , 可 以 参见 下. M. Apostol. Mod- 
uar Functions and Dirichlet Series in Number Theory. New York: Springer- Verlag, 
1976. 

(2) 有 关 一 致 分 布 的 理论 , 可 以 参见 L. Kuipers, H. Niederreiter, Uniform Distri- 
bution of Sequences. New York: Wiley, 1974. 
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有 关 数 的 几何 的 基础 知识 以 及 进一步 发 展 , 可 以 参见 下 列 专 著 . 
[1] D. Hilbert, S. Cohn-Vossen. Geometri and the Imagination. New York: Chelsea, 
1999. 
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四 J. W. S. Cassels. An Introduction to the Geometry of Numbers, 2"d ed. New 
York: Springer-Verlag, 1997. 
[3] J. Hammer. Unsolved Problems Concerning Lattice Points. London: Pitman, 
1977. 5 

[4] P. M. Gruber & C. G. Lekkerkerker. Geometry of Numbers, 2nd ed. Amsterdam: 
North-Holland, 1987. 

[5] P. Erdis & P. M. Gruber, J. Hammer, Lattice Points, Longman, 1989. 

[6] J. H. Conway & N. J. A, Sloane. Sphere Packings, Lattices and Groups, 2"d ed. 
New York: Springer-Verlag, 1993. 

[7] J. Pach & P. K. Agarwal, Combinatorial Geometry. New York: Wiley, 1995. 

[8] C. Zong ( 宗 传 明 )& J. Talbot. Sphere Packings. New York: Springer-Verlag, 
1999. 


[9] C. D. Olds, A. Lax & G. Davidoff. The Geometry of Numbers. Washington, 
DC. Math. Assoc. Amer., 2000. 


